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Le présent sujet de stage porte sur la généralisation & des corps p-adiques
de la notion de spectraedre et aux calculs effectifs qui en découlent. Le stage se
déroulera a 'Université de Limoges.
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1 Introduction

Definition 1.1. Soient Ay, A1, ... A, des matrices symétriques réelles de taille
d x d. Pour x = (z1,...,2,) € R™, on pose

A(ZL’) = AO + 1’1A1 + -4 l’nAn
On définit le spectraédre associé a A par :
Sa:={x €R" : A(x) est semi-définie positive} .

Autrement dit, un spectraédre est une section affine du céne des matrices
réelles symétriques semi-définies positives (en particulier, ¢’est un ensemble con-
vexe).

Example 1.2. En prenant n =4, et

14z Y 0 0
1—2 0 0

Awwa)=| g o7 14. o |
0 0 0 1-=2

on voit facilement que le spectraedre correspondant est une portion de cylindre
plein :
Sa= {(m,y,z) ER3 22492 <1, -1<2< 1}.

Une sous-classe speciale de spectraedres est celle des polyédres: siles matrices
Ap, Ay, ..., A, sont diagonales, S 4 est le polyeédre définie par les fonctions affines
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définies par la diagonale de A(x). Le probleme de decider, a partir des matrices
définissant un spectraédre Sy, si I'ensemble est un polyedre est NP-dur [I0] et
des aspects algorithmiques ont été étudiés en [3].

L’étude des spectraedres possede des applications nombreuses notamment en
optimisation grace a la programmation semi-définie (SDP), ainsi qu’en géométrie
algébrique [4]. Les spectraédres sont & la programmation semi-définie ce que
les polyedres sont a la programmation linéaire. Le probleme de decider si un
spectraedre Sy est vide & partir d’'une matrice linéaire A, autrement dit, si le
probleme SDP associé est admissible, a été étudié [8] [7].

Généraliser la notion de spectraedre a des corps autres que R est une question
intéressante, notamment si on veut résoudre des problemes d’optimisation qui
ne sont pas sur des objets réels.

2  Sujet

En 2016, Allamigeon, Gaubert et Skomra ont définit des spectraedres sur le
corps des séries de Puiseux a coefficients réels, ce qui leur a permis de définir les
spectraédres tropicauz [2] et de demontrer une version tropicale de la conjecture
de Helton-Nie sur I'existence de représentations semi-définies d’ensembles semi-
algébriques convexes [I].

Nous souhaiterions aller maintenant vers d’autres corps non-archimédiens.
Le présent stage consistera a

e Un travail bibliographique sur les spectraedres, les corps non-archimédiens,
la géométrie tropicale, et les travaux d’Allamigeon, Gaubert et Skomra ;

e Un travail bibliographique sur les corps p-adiques et comment calculer sur
ces corps (voir [5]) ;

e L’étude d’une définition de spectraedres qui aurait du sens sur des corps
non-archimédiens ;

e L’étude algorithmique des questions liées aux spectraedres ainsi définis :
déterminer s’ils sont non-vides, calculer de bonnes représentations, min-
imiser la norme d’une fonction linéaire sur un spectraedre p-adique. On
souhaiterait des études de complexité et des implantations dans Sagemath.

e Si le temps le permet, s’intéresser a la généralisation aux p-adiques de
la notion de polynomes hyperboliques et étudier leur lien avec les spec-
traédres (Conjecture de Lax généralisée, voir [6], [9]).
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