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Plan
1. Automates (non temporisés)

(a) Mots / langages / Automates finis
(b) Extensions non temporisées (mots infinis)

2. Mots et langages temporisés
(a) Définitions
(b) Opérations, propriétés

3. Automates temporisés
(a) Définitions, exemple
(b) Automate des régions

4. Quelques complexités
(a) Non clos par complémentaire
(b) Vacuité est PSPACE-complet
(c) Universalité est co-R.E .-complet
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Mots temporisés

Mot non temporisé :
abac a

b

c

0 1 2 3 4
| | | | | | | |

Séquentiel

a
b

c

0 1 2 3 4
| | | | | | | |

Date-évènement (time-event)

a
b

c

0 1 2 3 4
| | | | | | | |

Signal

un autre
jour

(a, 0.5)(b, 1)(a, 3)(c, 3.5) a0.5b0.5a2c0.5

6=a0.5b0.5a1a1c0.5 = a0.5b0.5a1a1c0.5
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Langages temporisés et opérations
Durée d’un mot
|(a, 0.5)(b, 1)(a, 3)(c, 3.5)| = 3.5

Concaténation classique
(a, 0.5)(b, 1)(a, 3)(c, 3.5) • (a, 0.5)(b, 1)(a, 3)(c, 3.5)

= (a, 0.5)(b, 1)(a, 3)(c, 3.5)(a, 4)(b, 4.5)(a, 6.5)(c, 7)

Concaténation superposition si consécutive / disjointe
(a, 0.5)(b, 1)(a, 3)(c, 3.5) ◦ (a, 0.5)(b, 1)(a, 3)(c, 3.5) indéfini
(a, 0.5)(b, 1)(a, 3)(c, 3.5) ◦ (a, 4)(b, 4.5)(a, 6.5)(c, 7)

= (a, 0.5)(b, 1)(a, 3)(c, 3.5)(a, 4)(b, 4.5)(a, 6.5)(c, 7)

Langage temporisé : ensemble de mots temporisés
Opérations

•, ◦ et deux étoiles de KLEENE : ∗ et ~
Filtre sur durée : 〈L〉I = {m ∈ l | |m| ∈ I}
 Aspects algébriques [Asarin et al., 2002]
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Discret! continu

Successions simultanées
(a, 0.5)(a, 1)(b, 1)(a, 1)(a, 2) . . .
on peut l’exclure ou non

Mots infinis pour comportement sans fin
 ω-mots temporisés

Possibilité d’accumulation(s)
(a, 0.9)(a, .99)(b, .999)(a, .9999)(a, .99999) . . .

Interdiction des configurations Zénon
sinon mots temporisés sur des ordinaux

[Bérard and Picaronny, 2000]
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Automate temporisé

A = (Σ, Q, I, F, Z,∆)

Z : ensemble fini d’horloges,

∆ : ensemble fini de transitions

q r
a / φ / ρ

Lettre lue Horloges remises à zéro

Condition sur les horloges
z ≤ c, z < c, φ1 ∨ φ2, ¬φ

c ∈ R, Q, N (clauses plus complexes)
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Exemple
Z = {z1, z2}

q0 q1

q2 q3

a/z1 ≤2/{z2}

c/1≤z2≤3

/{z1}

b/z2≤1

/{z1}

ε//

a/z1≤2

/{z2}

a/z1≤2

/{z2}

c/1≤z2≤3

/{z1}

a
b

c

1 1.7 3 4.5

q0

q1

q2

q3

z1

z2

3

1

2

Automates temporisés – p.7/29



Exemple
Z = {z1, z2}

q0 q1

q2 q3

a/z1 ≤2/{z2}

c/1≤z2≤3

/{z1}

b/z2≤1

/{z1}

ε//

a/z1≤2

/{z2}

a/z1≤2

/{z2}

c/1≤z2≤3

/{z1}

a
b

c

1 1.7 3 4.5

q0

q1

q2

q3

z1

z2

3

1

2

Automates temporisés – p.7/29



Exemple
Z = {z1, z2}

q0 q1

q2 q3

a/z1 ≤2/{z2}

c/1≤z2≤3

/{z1}

b/z2≤1

/{z1}

ε//

a/z1≤2

/{z2}

a/z1≤2

/{z2}

c/1≤z2≤3

/{z1}

a
b

c

1 1.7 3 4.5

q0

q1

q2

q3

z1

z2

3

1

2

Automates temporisés – p.7/29



Exemple
Z = {z1, z2}

q0 q1

q2 q3

a/z1 ≤2/{z2}

c/1≤z2≤3

/{z1}

b/z2≤1

/{z1}

ε//

a/z1≤2

/{z2}

a/z1≤2

/{z2}

c/1≤z2≤3

/{z1}

a
b

c

1 1.7 3 4.5

q0

q1

q2

q3

z1

z2

3

1

2

Automates temporisés – p.7/29



Exemple
Z = {z1, z2}

q0 q1

q2 q3

a/z1 ≤2/{z2}

c/1≤z2≤3

/{z1}

b/z2≤1

/{z1}

ε//

a/z1≤2

/{z2}

a/z1≤2

/{z2}

c/1≤z2≤3

/{z1}

a
b

c

1 1.7 3 4.5

q0

q1

q2

q3

z1

z2

3

1

2

Automates temporisés – p.7/29



Exemple
Z = {z1, z2}

q0 q1

q2 q3

a/z1 ≤2/{z2}

c/1≤z2≤3

/{z1}

b/z2≤1

/{z1}

ε//

a/z1≤2

/{z2}

a/z1≤2

/{z2}

c/1≤z2≤3

/{z1}

a
b

c

1 1.7 3 4.5

q0

q1

q2

q3

z1

z2

3

1

2

Automates temporisés – p.7/29



Exemple
Z = {z1, z2}

q0 q1

q2 q3

a/z1 ≤2/{z2}

c/1≤z2≤3

/{z1}

b/z2≤1

/{z1}

ε//

a/z1≤2

/{z2}

a/z1≤2

/{z2}

c/1≤z2≤3

/{z1}

a
b

c

1 1.7 3 4.5

q0

q1

q2

q3

z1

z2

3

1

2

Automates temporisés – p.7/29



Clos par...

Union (facile car non déterministe)

Intersection (produit habituel d’automate)

Concaténation (recoller en remettant les horloges à 0)

Superposition consécutive (recoller sans remise à 0)

Itérations finies (∗ et ~)

Restriction sur la durée (une horloge en plus)

Complément (?)

Déterminisation (?)

Automate minimal (?)
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Se débarrasser du temps
On suppose les constantes des contraintes dans Q

En changeant d’échelle elles sont dans N (dans [[1, C]])

Découpage de l’espace des temps en Clock regions

0 1 2 z1

0

1

2

z2

Lieux où les contraintes sont constantes
Être sur un entier ou entre 2
{0}, (0, 1), {1}, (1, 2), {2}, (2,∞)

Mouvements autorisés :
projection(s) (remise(s) à 0)
le temps avance suivant 1

Problème suivant 1 !
Pré-ordre total sur
les parties fractionnaires
Frac(z1) ≤ = ≥ Frac(z2)

N Augmentation exponentielle de la taille des données
nombre de séparations de l’ordre de la plus grande constante... écrite en binaire
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Region automaton

Soit R, l’ensemble des régions

Les régions α et β se succèdent

α 4 β ssi α + λ1 ⊆ β avec λ positif

Q′ = Q′ ×R
I ′ = I = ×{0}
F ′ = F = ×R

(q, α)
a

−−−→ (r, β) ssi















q
a/φ/ρ
−−−−→ r

∃γ ∈ R

{

φ vrai sur γ

Reset(γ, ρ) = β

Reconnaît exactement le langage dé-temporisé
qui est donc rationnel
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Clôture par complémentation ?
Σ = {a}

Soit L0 le langage accepté par l’automate suivant :

Z = {z}

q0 q1 q2
a / / {z} a / 1 < z /

a / / a / z < 1 / a / /

Il existe un a (au moins 1 avant la fin du mot) sans a 1
après

Son complémentaire peut-il être reconnu par un
automate temporisé ?
Non, par l’absurde
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Complémentaire de L0

{L0 : pour tout a, un a 1 après (si non en dehors du mot)

Soit A un automate temporisé reconnaissant {L0

Soit
mk = (a, 0)(a,

1

k2
)(a,

2

k2
) . . . (a,

1

k
)(a, 1)(a, 1+

1

k2
) . . . (a, 1+

1

k
)

k > le nombre d’horloges et
1

k
< la plus petite constante

Il existe un chemin d’acceptation pour mk

soit i tel que (a, i
k2 ) ne remet à 0 aucune horloge non

remise à 0 sur ] i
k2 , 1[

On remplace (a, i
k2 ) par (a, i

k2 + 1

k3 ),
le mot est toujours reconnu par le même chemin
mais il n’appartient pas à {L0
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Conséquences

L’ensemble des langages reconnus par automates
temporisés n’est pas clos par complément

Par contre les langages reconnus par automates
temporisés déterministes sont clos par complément

Les automates temporisés déterministes reconnaissent
strictement moins de langages
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Langage reconnu vide ?

Instance (Vacuité)
A : automate temporisé

Question
L(A) est-il vide ?

Temps polynomial pour un non temporisé
Donc au pire en temps exponentiel en passant par les
régions

On peut rester en espace polynomial en travaillant en
non-déterministe sur l’expression implicite de
l’automate par région

ND-PSPACE = D-PSPACE= PSPACE (Savitch 70)
Au pire déterministe en espace polynomial
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PSPACE-difficile

Instance (PSPACE-complet [Hopcroft and Ullman, 1979]
M : machine de Turing
m : entrée pour M

Question
M accepte-t-il m sans que la tête sorte de m ?

Réduction : le seul mot accepté code toutes les
configurations du départ à l’acceptation

Σ = Γ ∪ (Γ × Q) ∪ {a0} = {a0, a1, . . . ak}
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Codage des configurations

γj
1

γj
2

γj
3

. . .

qj

γj
i . . . γj

n = σj
1

σj
2
. . . σj

n

a0 σ0

1 a0 σ0

2 a0 σ0

3 a0 . . . a0 σ0

n a0 σ1

1 a0 σ1

2 a0 . . . a0 σ1

n a0 σ2

1 a0 . . .

k+1

k+1

k+1

k+1

k+1

k+1

Il suffit d’une seule horloge z pour vérifier cela!

. . . a0 al a0 am . . .

l m

On peut le vérifier avec la même horloge z
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Z = {z}

q0 q1 q2

a0 / z = 0 /

a1 / z = 1 /

a2 / z = 2 /

a3 / z = 3 /

. . .

ak / z = k /

a0 / z = k+1 / {z}
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Assurer le cohérence

Début du chemin impose le codage de m

2 horloges pour chaque case

Les unes sont lues pour connaître la configuration
précédente

Les autres sont remises à zéro pour la configuration
suivante

Contraintes sur les précédentes correspondant au le
calcul de la nouvelle valeur
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Exemple de transition

. . . . . . . . . . . .γj

i
γj

i+1

qj

γj+1

i
γj+1

i+1

qj+1

. . . . . . . . . . . .
a0 a0 a0 a0 a0 a0

n(k+1)
n(k+1)

n(k+1)

σj

i
σj

i+1 σj+1

i
σj+1

i+1

d e
f

qi pi qi+1 pi+1

qi pi qi+1 pi+1

a0 / z=k+1 / {z}

a0 / z=k+1 / {z}

σj

i
/ . . . / {xi}

σj+1

i
/ z=. ∧ xi=d / {yi}

σj

i+1
/ . . . / {xi+1}

σj+1

i+1
/ z=. ∧ xi=d + e ∧ xi+1=f / {yi+1}

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .

. . .
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Complexité de la vacuité

Le langage accepté n’est pas vide ssi M accepte m
sans en sortir

La taille de l’automate ainsi engendré
est polynomial en |M | et |m|

CO-PSPACE = PSPACE (Savitch 70)

Vacuité est donc PSPACE-complet

De même sur les mots infinis [Alur and Dill, 1994]

Automates temporisés – p.20/29



Universalité... dans co-R.E .

Instance (Universalité)
A : automate temporisé

Question
A accepte-t-il tous les mots ?

Si un mot n’est pas accepté, il y a un mot à dates
rationnelles non accepté

Savoir si un mot à dates rationnelles est accepté est
décidable

Il y a un nombre dénombrable de mots à date
rationnelles

Universalité est donc dans co-R.E .
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Universalité... complexité
co-R.E .-complet par co-réduction de

Instance (R.E .-complet car modèle universel [Minsky, 1967])
M : machine à deux compteurs (registres)

Question
M s’arrête-t-elle démarrée avec ses deux compteurs à
zéro ?

Registre contenant des entiers positifs
Opérations sur les registres : ++, ÷÷ et

si ..==0 aller ..
Programme / code : suite d’opérations

Une configuration < l, a, b >
l : numéro de ligne
a et b valeurs des compteurs
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Codage des calculs

< l0, a0, b0 > . < l1, a1, b1 > . < l2, a2, b2 > . . . < ln, an, bn >

Forme générale

pl0 xa0 yb0 pl1 xa1 yb1 pl2 xa2 yb2 . . . pln xan ybn

1

1

Nombre non borné de signaux dans un temps

. . . xxx . . . xx ybi−1 pli xxx . . . xx yb1 . . .

1111

1

De même pour les y
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Réduction

Seul mot non accepté correspond à un calcul s’arrêtant

Par union d’automates (ce qui est clos)
exclu tout ce qui est de la forme
((p1|p2|p3..pm) · x∗ · y∗)∗

exclu si bon début ou bonne fin
exclu tout pi en dehors des temps entiers
exclu tout temps entier sans pi

Traitement de chaque règle et
correspondance de x et des y
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Traitement des règles

Si bi ne modifie pas le compteur a

q0 q1 q2

bi//{z} x/z<1/{z}
6=x/z=1/

/z 6=1/
accepte si après un bi, un de ses x n’est pas suivi d’un
autre x un temps après

Adaptation quand il doit y avoir un x en plus ou en
moins

De même pour les y

Mot accepté dès lors qu’une règle est violée

Exclu par tous ⇒ code un calcul s’arrêtant depuis (0, 0)
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Conséquences

L’universalité est co-R.E .-complet

Corollaire : L(A1) ⊆ L(A2) est au moins co-R.E .-difficile

R.E . = Σ0
1

et co −R.E . = Π0
1

(hiérarchie arithmétique)

Pour les mots temporisés infinis [Alur and Dill, 1994]
l’universalité est Π1

1
-difficile et est dans Π1

2

(hiérarchie analytique c.f. [Rogers, 1967])

La hiérarchie arithmétique quantifie sur des entiers

La hiérarchie analytique quantifie sur des fonctions /
ensembles (non nécessairement récursifs)
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Conclusion

Codage d’information dans le temps
(dans les diagrammes espace-temps)

Toujours une infinité de places entre 2 signaux

Non clos par complément

Les déterministes reconnaissent strictement moins de
langages

Divers manipulations ont de complexité / degrés de
non-calculabilité très importantes
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Extensions

Entrées / sorties (transducteurs)

Traces, commutation partielle (à définir)

Traitement des accumulations
(autrement qu’avec des ordinaux
[Bérard and Picaronny, 2000])

Version signal

Littérature récente et relativement riche
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