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Intro ducti on

La recherche en parall§lismes'estconcertr §esur lesaspectscalcu et comnmunication :
lesnouvellesarchitectures parallples(cluster, meta-comptin g) sort aujourd'hui capables
d'atteindre despuissarcesde calcu de plusieus dizainesde Tera®ops (milliard d'op$ra-
tions par secomle). Un point crucial pour exploiter pleinemen cesmadinesest de pou-
voir traiter desmassegie donnesqui semesuent en Gigaoctets, voir en Teracctets. Ces
quantit §s, que l'on rencortre sowert dans les applications scieri ques (simulation par
exempe), nancigresou commerciales(data-mining par exemge) sort largemen sup®-
rieures g la mgmoire certrale disponible sur cesmadiines parallgleset obligent g utiliser
les disques pour les acceillir. Les problgmesinduits concerrernt alors I'organisation et
l'accgsaux donn§es.On remarque en e®etque le temps d'acqasaux disquesestlargemen
pr&dominant sur le temps de calcu ou de commnunication : c'est le calcu out-of-core.

Avant d'aborder le problgmeainsi rencortr § (taille insutsante de la m§moire)sous un
angle out-of-core, il estn§cessairele r§duire et d'optimiser lesbesoirs mEmoiredesappli-
cations vis§es.Dans cette thgse,nous nous plasons dans le cadre desm$thodesdirectesde
r@soluion de systgmeslin§airescreux. Cesapplications sort comues pour leurs besoirs
m®&moire importants qui peuent corstituer une barrigre au traitement de problpmesde
grandestaille. De cefait, lestravaux e®ect@@#sdurant cette thgseont port® d'une part sur
I'@tude du comportemert m§moired'un algorithme de factorisation de matrices creuses,
en l'occurence la m&thode multifron tale, et d'autre part sur l'optimisation et la mini-
misation de la m@moire n§cessaireau bon d§roudemern de la factorisation. En n, dans
le casop I'ensenble desdonn§esp traiter a encore une taille plus importante que celle
de la m&moire, il est n§cessairale concewir desapproches de factorisation out-of-core.
Pour etre excaces,cesm@thodesn$cessiteh d'une part de recowrir lesop@rations d'en-
tr 8es/sortiespar des calcus, et d'autre part de r&uiliser desdonn@esd$ja préseres en
m®&moire pour r@duire le volume d'entr §es/sorties.Une approche corsiste g restructurer
lescodesa n d'exhiber sutsamment de localit® temporelle et spatiale desacgsaux don-
nges,dans le but de minimiser les ac@s aux disques. Une secomle approche (celle que
nous ®tudierons) consiste p utiliser desm§cansmesimplicites baggssur despolitiquesde
pagination adapt§esau shmadesacqsmEmoirede I'application.

Dans ce qui suit, nous allons donner une descrigion destravaux qui ont §t§ e®ects
durant cette thpse.
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Partie | : Btude et optimisation du comportement m&moire pour le
cas sgquentiel

Lestechniquesde renum@rotation sort desalgorithmesutilis§spour pr@-traiter la ma-
trice p factoriser, dont le principal objectif est de r§duire le phnomgne de remplissage
(accroissemendu nombre d'§8merts non-nuls de la matrice) ainsi que le nombre d'op$-
rations p e®ecter pendant la factorisation. Cesalgorithmesproduisert une permutation
deslignes et des colomes de la matrice qui sera utilis®e pour construire le graphe de
d®pendance des calcus pour la factorisation. Ainsi, nous allons commercer par présen
ter une §tude de I'imp act de la technique de renum@rotation utilis§esur la topologie de
I'arbre d'assenblage (graphe de d§pendance descalcus). Puis dans une deuxipme§tape,
nous §tudierons I'imp act destechniquesde renum@rotation sur le comportemert mgmoire
d'une m&thode directe de factorisation de matricescreuses Ja m#thode multifron tale. Ceci
serafait enutilisant lesr@sutats relatifs p I'imp act destechniquesde renum§rotation sur
la topologiede I'arbre d'assenblage. Cestravaux sort prsemn®sdans le chapitre 2 et ont
fait I'objet de publications dans [A B].

Nous nous int§resseroadans le chapitre 3 p la minimisation de la taille de la m§moire
utilis §epar la m&thode multifron tale. Cestravaux partent du constat que le comportemert
m®&moire de la m§thode est fortemert in°uenc par I'ordonnancemen des calcus issu
de l'arbre d'assenblage. Des travaux portant sur la minimisation de la m&moire pour
la m§thode multifrontale dans le cade sgquertiel ont §t§ présen®s par Liu dans [41].
Ainsi, en s'insprant de sesr@sutats nous avons coneu des algorithmes qui produisert
une occupation mgmoireoptimale. Cesalgorithmessort basssur un parcous spici que
de l'arbre d'assenblage ainsi que sur un nouveau sth§ma pour les ac@s mg§moire. Les
algorithmes ainsi propo$s sort congus pour minimiser la mg§moire pour les cas out-of-
core (stockagedesfacteus sur disque) et in-core. Cestravaux font I'objet dela soumission
suivante [J].

Partie 11 : Btude du comportement m§moire de la m§thode multifron-
tale parallple

L'algorith me de factorisation §tudi®, en I'occurence la m§thode multifron tale paral-
Igle, utilise une conbinaison de techniques d'ordonnancemen statiques et dynamiques
pour la gestiondu parall®lisme.Ce processs serad@crit en d§tails dans le chapitre 4.

fitant donn§ que I'approche que nous §tudions est baggesur desordonnanceus dyna-
miquesqui prennent desdgcisiors badgessur I'§tat du systame,nous proposerors dans le
chapitre 5 un m§canisme ayant pour objectif de maintenir desvues cotirertes (charge,
m&moire disponible) du sysigme au niveau de chacun des ordonnanceus. Ces travaux
sort présemn®sdans le rapport de recherche [l ].

Tout commepour le cassBquertiel, nous allons §tudier dans le chapitre 6 le comporte-
mert m§moirede notre m§thode en e®ectant desstatistiquessur la scalahlit 8 mgmoire
et la distribution de la m&moiresur les processs prenant part g I'ex§ction.
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Puis, nous nous int§resseroadans le chapitre 7 pla conception de strat§giesd'ordon-
nancemen dynamiquesbadtessur la m§moire.Cesstrat§giesont pour objectif d'amélio-
rer le comportemert m§moirede la m§thode en sebasar sur la concegtion de nouveaw
ordonnanceus dynamiques. En n, dans le chapitre 8, nous pr§iseiterons des strat§gies
d'ordonnancemern hybridesayant un objectif de performance et un bon comportemert
m®&moire. Cesstrat§giessort baffessur des m§cansmesstatiqueset desordonnanceus
dynamiques ayant des objectifs de performarnce tout en respectart des cornraintes m§-
moire calcu®esdynamiquemert. Notons que lestravaux prsemn®sdans ceschapitres ont
fait I'objet de publications dans [C E].

Partie 111 : Btude de la pagination dans la m&thode multifrontale

A n de proposerune extension out-of-core de la m§thode multifron tale, nous présen
terons dans le chapitre 9 une §tude de la pagination de la m$§thode multifrontale. Puis,
nous proposerors un sch§ma de pagination adaptativ e, pour la m$thode multifron tale,
reposart sur l'outii MMUM&MMUS$SELL'id §e est de concewir un moniteur qui ggre la
pagination au niveau de I'application, (ici la m$§thode multifrontale), en se basarn sur
desdirectivesfournies par cette dernipre. Lesr§sutats présen§sdans ce chapitre ont fait
l'objet d'une publication dans [O.
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Chapitre 1

Chapitre intro ductif

Nous nous int®§ressos g la r§soluion d'un sysamelin§aire
AX = b;

dans lequel A est une matrice creused'ordre N (A = (&;)sijen) OM il Ny aque NZ
coetcients & nonnuls (NZ ¢ N?2).

Les m#thodes directes sort bagfessur |'§limination de Gauss. Pour &tre plus pré§cis,
la matrice A est dcommpde en facteurs triangulaires LU ou LD LT en fonction de ses
propri§t®s structurelles et num@riques. La soluion est alors obtenue par des phasesde
résoldions triangulaires sur cesfacteurs. Nous allons insister sur la dgcompsition LU :
elle consiste p d§compserla matrice A = (a; )16ij6n €N un produit de deux matrices
L = (lj)wsijen €U = (Uj)1sijen - Le processs de dfcompmsition estdonn§ ci-dessos :

A = LU

ou L esttriangulaire inf@rieure (i.e. l; = Opour 16 i < j 6 N) et U esttriangulaire
supBrieure (i.e. uj = Opour 16 j < i 6 N). LesN2+ N €@mens deL et U sort la
solution de N2 §quations. Pour etre plus précis:

8
2 ;=1 (eanrlit_iqkle,I“ n'est pas stock®)
16 )6 N;_ uj =aj kl;ﬂ" likU; pour 16 i 6 |
.>|..—L.4- K=1i L U i<i6 N
ij - Uj (au | k=1 ik Uk]) pour | I

Une fois la matrice factoris§e,la r§soluion du sysgmeAx = bpeu etre faite en deux
®tapesde r@soldion triangulaire : Ly = b, puis Ux = y.

Pour r@duire le co0t de la factorisation, lesm$thodesdirectesen algghbre lin§airecreuse
ne calcdent que lesvaleus non nulles. De méme,uniquemert lesvaleus non nulles sort
stock®espour r§duire les besoirs mgmoire.

G@riralemen, lesfacteurs L et U sort plus densesque la matrice originale A g cause
d'un ph&nomgne appel® remplissagequi survient pendant la factorisation. En e®et,pour

5



6 CHAPITRE1. CHAPITREINTRODUCTIF

chaqgue paire de lignes/colomes(i,j), s'il existeun k (k < i etk < j) tel que lj et uy
sort non nuls, I'@®men u; (ou I ) va devenir non nul mémesi I'§§mert correspndant
a; dansla matrice initiale A §tait $galp zZ8ro. Ceciestd( principalemert au processs de
mise-atjour dans I'algorith me de factorisation donn§ ci-dessis. Un exempe montrant les
e®etsdu remplissagesur matrice est donn§ dansla gure 1.1 En pratique, les matrices
L et U sort stock§esdans la mémezone m§moireque A et cesort les§fmerts a; de A
qui sort modi ®sp chaque §tape du processs de factorisation. Ainsi, dansla gure 1.1
la matrice F repr§sene la matrice A aprgsfactorisation et cortient les§@merts |;; (resp.
u; ) qui correspndert aux valeus de L (resp. U).

a X X a ¢ X
b X X b X X
X c X X C X +
d X X d X X
A = X e X X F= X € X X
X X X X
X X g X X 9 +
X X h x x X + X + h x x
X X X | X X X 1 +
X X X X ] L X XX X +

1 remplissage

X matrice initiale

Fig. 1.1{ Exemple illustrant le ph§nomgne de remplissage.

Le remplissageimplique une occupation m§moire accrue pour permettre le stockage
des®@meris suppl®menaires. De plus, I'apparition de ces§§meris augmerte le nombre
d'op®rations e®ect@espendant la factorisation. Ainsi de nombreux travaux ont §t§ ef-
fectuis pour r@duire les e®etsdu remplissageen permutant les lignes/colomes de la
matrice. Cesalgorithmessort comus souws le nom d'algorithmesde renunfrotation. Dans
cequi sut nous allons commercer par donner une prsemation desprincipalesfamille de
techniques de renum@rotation. Puis, nous d§crirons les principaux algorithmesde facto-
risation de matricescreuses.En n, nous présererons les principalesimpl$menations de
cesm@thodes. Nous nous concertrons dans les sectiors suivantes sur le casdesmatrices
g structure sym@trique. Pour les matrices p structure non symftrique, les techniquesde
renum@rotation sort appliquesen utilisant la structure A + Al. Pour des matrices p
structure fortemert non symitrique, des permutations non sym@triqgues sort appliquges
au pr@alalde sur A, permettant d'am@liorer la symfitrie de fason sign cative [23]. Il est
aussi possille d'am@liorer g la fois la symitrie et le comportemert num@rique avec des
techniqgues mixant permutations non symitriqueset misesp I'§delle de la matrice, per-
mettant d'avoir des§§merns diagonaux de forte magntude [24, 25].
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1.1 Remplissage et techniques de renum$rotation

Lesalgorithmesdetraitement desmatricescreusessort ggriralemen exprim§scomme
desop@rations sur desgraphes.Nous allonstout d'abord donner quelquesnotionsrelatives
g la manipulation desgraphes.

Un graphe G = (V; E) corsisteenun ensenble de n%udsV et un ensenble d'arétesE.
Notons v; un n¥ud et g; une aréte ertre lesn¥udsv; etv;. L'aréteg; estinciderte aux
n¥%uds v; et v; rendant ainsi cesderniers adjacerts ou voisins. Nous utiliserons Adj (v;)
pour dgnoter lI'ensenble des n¥%uds adjacerts au n¥%ud v;. Le deg® d'un n%ud est le
nombre d'arétesincidentes g |ui.

La structure desnon-zrosd'une matrice creuse sym@trique A peu etre reprsene
par un graphe non orient® G. LesN n%uds du graphe corresppndent aux N variablesde
la matrice. De plusil y aune aréteertre lesn¥:udsv; etv; sila valeur dea; estnon nulle.
Cette repr@semation simple permetp la th@oriedesgraphesd'etre un outil puissart pour
la conception d'algorithmes pour les matrices creuses.En particulier, I'§wlution de la
structure desnon-z8rosde la matrice pendant la factorisation peut etre d§crite enterme
du graphe G de A. Consid§rons ce qui se passelorsquun pivot est &limin§. En terme
de graphe, aprgs|'&limination d'un n%ud ve, il y a une aréte g; dans G pour tous les
n¥udsv; etv; appartenant g ad (ve). Lesarétessuppl§menaires correspndert alorsau
remplissagesur cette §tape de l'algorith me d'&limination. Lestransformations du graphe
pour la totalit § de la factorisation sort donn§sdans I'algorith me 1.1. Les arétesajout§es
corresppndent exactemem au remplissagedans la matrice.

Algorithme 1.1 Repr@semation de l'algorith me d'&limination en terme de graphes.
Pouri=1p N :
Pour tout lescouples(v;; Vi) appartenant g ad (vi) :
Si v; n'est pasadjacert g v, Alors
Ajouter l'arete g au graphe;
Supprimer v; et toutes sesarétesincidertes du graphe;

Le nombre d'op®rations en virgule ° ottante n§cessairesu processs de factorisation
est@galp la sommedescarsdesdegsde chaque n¥ud §liming. Il est clair que cette
guantit § est d§pendante de l'ordre dans lequel les §liminations sort faites. Le but des
techniques de renum@rotation est de r§duire le remplissageainsi que le nombre d'op$ra-
tions envirgule ° ottante n§cessaireq la factorisation. Cestechniquesont pour e®etde
r@duire le temps n§cessairq la factorisation ainsi que la taille de la m§moire utilis §e.

1.1.1 M#@thode locale : m@thode base sur le degr§ minimum

Rappelons que lorsquune colome de la matrice est §limin§e,le co0t correspndant
au produit ext@rieur est proportionnel au carr§ du nombre d'§§merts non nuls sows la
diagomale dans la colormne. Commeillu str§ dans I'algorithme 1.1, le nombre de cesnon-
ZBrosest le deg® du n%ud correspndant g la colome §limingedans le graphe G. De ce
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fait une heuristique raisomable serait de toujours §liminer le n¥%ud ayant le plus petit
deg®. Cette strat®gie gloutonne est la based'une technique de renum@rotation comue
souws le nom de heuristiqgue de permutation g degr§ minimum. Cette approche peut etre
vue commeune versionsymitrique du sch§made Markowitz [43], et a §t® appliqu§epour
la premigrefois par Tinney et Walker [53].

Plusieus am@liorations ont &t propofesp I'heuwristigue de minimum deg@ qui ont
conduit g l'am@lioration du temps d'ex@cution de I'heuwristique. Desexempgespeuwert etre
donn@stels que MMD (Multiple Minimum Degree) [39 ou AMD (Approximate Minimum
Degree) [6]. Bien que cesvariantes ne produisert pas la méme sgquence d'&limination,
cesdernigressort ggrralemen de qualit® comparable. La qualit® des renum@rotations
produites par ces heuristiques ainsi que leur excacit§ en terme de temps d'ex§cuion
font qu'elles sort trps populaires. Cependant, leur comportemert th®orique n'est pas
encore bien compris et leur performance dans le pire descas peut etre trps §loigré de
l'optimal [15. En n il existe des variantes se basart la quartit & de remplissageg@r§ @
par I'&limination d'un n%ud pour la construction de la permutation. Cesm$thodesrestert
puremert localessort comuessousle nomde minimum 11 (remplissageminimal) [48, 44].
Il est p noter que la permutation produite par ce gerre d'approche est comgptemern
di®®rerte de cellesqui peuwent &tre produites par desalgorithmesde deg® minimum.

1.1.2 M#thodes globales : Dissections embad®t§es

Une alternative aux mé@thodeslocalesa §t® propostepar George[29] et estconmue sous
le nom de dissetions emlPt®es En terme de matrice, l'intuition derrigre cette approche
estillustr§edans la gure 1.2 L'id §ede baseest de trouver un ensenble de colomesS
tel que sa suppressiond@colpe la matrice en deux parties, X et Y, pour lesqiellesles
valeus non nulles sort disjointes en ligneset en colomes.Dans ce cas,si nous ordonnons
S aprpgsX et Y, aucun remplissagene va appareftre dans les parties hors-dagorale de la
souws-matrice composgepar X et Y. Unefoisque S a §t§ d§termin®, X et Y pewen &tre
réordonn®sen appliquant récusivemer la strat®giede dissectionou une autre m$&thode
(le deg® minimum par exempe).

Fig. 1.2{ Structure d'une matrice r§ordonn§ep l'aide d'une dissectionembdt§e.
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Tout commeavecle deg minimum, la dissectionemb®tepeut etre d§crite enterme
d'op®ration sur le graphe de la matrice. L'ensenble S est un sgparateur (ensenble de
sommets)du graphe de la matrice et X et Y sort les deux sows-graphes sgpar$s par
S. Un point cl§ pour I'excacit & de la dissectionembc®t@e est la recherche du plus petit
sBparateur. De plus, il estimportant d'autoriser un certain dggqulibre au niveaude la
taille desdeux sous-graphesX et 'Y [35].

Alors que le minimum deg§ estune approche puremert localebagfesur un parcousen
remort§e,la dissectionenmb®t§eest globale et estbadfesur un parcous endescete. Ceci
rend cette approche plus adapt®e g une §tude th®orique. Par exempge, Georgea prouv
gue la dissectionemb?t§e produit une renum@rotation asymgotiqu emert optimale pour
les problgmesde grille r&guipre [29). Cependart, il estimportant de signaler que sur des
problgmesirr §guiers, la dissectionembc’t®edonne desr@sdtats sowernt moins bons que
cew obtenus avec des m@thodeslocales.De plus, elle est gériralemen plus colteuseen
temps de traitement.

1.1.3 M#thodes hybrides

Dans les parties pr&didertes, nous avons pr&sen® deux familles d'heuristiquesde re-
num@rotation. Il existe une troisipme famille de m$§thodes qui combinernt les m§thodes
localeset les m$thodes globales. Le processs de ggrration de la renum@rotation est
alorsfait endeux phases.La premigre corsistep utiliser une technique globale jusqup ce
gue lessows-graphesobtenus atteignent une taille minimale. Puis, une m§thode locale est
appligugep l'int®riewr de chacun dessows-graphes. Les meilleurs exempes d'impl§men
tations de cestechniquessort METIS37] qui conbine de la dissectionembd’te avec du
deg® minimum multip le et SCOTCH5] qui combine de la dissectionemb®t§e avec du
deg® minimum approch§. Dans ce dernier cas, les adjacercesavec les sgparateurs sort
prisesen compe dans le calcu du deg® pour la renum@rotation dans les sous-graphes
(halo-AMD et halo-AMF : Halo Approximate Minimum Degree/Fil |). Plus de d§tails sort
disponiblesdans [11].

1.2 M#@thodes directes de factorisation de matrices
creuses

Dans cette section nous corsidgrorns que les facteus L et U sort stock®s dans la
meéme zore m&moire que A. Ainsi, ce sort les §8mens a; de A qui sort modi §sp
chaque $tape du processis de factorisation. Pendant le processis de factorisation de A,
pour toute paire de colomes (i;j) telle que i > j, nous avons la propri§t® suivante :
une fois la colome j trait §e, les valeus num@riques de la colome i sort misesg jour
par cellesde j si et sedemert si a; 6 0. Ainsi, la colome i d§pend de la colome | si
et sedemert si a; 6 0. Ainsi le graphe G* assei® p la matrice A aprps remplissage
cortient I'information relative aux dgpendancesenre colomes pendant le processis de
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factorisation. Pour etre plus précis, si nous utilisons un arc de v; versyv; pour indiquer
guela colomei d&pend dela colomej, le graphe obtenu exprimera la relation exacte.En

e®et,dans le graphe G* (graphe corstruit g partir dela structure de A aprgsremplissage)
nous orientons lesarétesdu n¥ud de plus petit rang versle n¥aud de rang sup@rieur (voir

la gure 1.3).

Puisque nous sommesint®res§s par les d§pendancesertre colormes pendant le pro-
cess de factorisation, nous pouvons simpli er le graphe orient® en utilisant le processis
der@ductiontransitive [1]. Ainsi, s'il existeun chemin orient® de longueur sup§rieure gun
allant dev; p v; etun arc(v;;Vv;), cedernier estsupprim® du graphe (I'arc estredondant).
Ce processs estalors rép8t® pour chacun desn¥suds du graphe pour obtenir la r§duction
transitive. Dans ce processs, lesn¥uds du graphe sort trait §sdans I'ordre de traitement
descolomesqui leur correspndent pendant le processs de factorisation. La r§duction
transitive du graphe orient® gérare la plus petite structure de donn§esreprsemant les
d®pendancesdescalcus et est appel§earbre d'§limination [51, 40.

10(})
/9
- - remplissage
— matrice initiale
2 7(9)
l<a5
Graphe orienté rempli Réduction transitive Arbre d'élimination

Fig. 1.3{ Processs de construction de I'arbre d'&limination de la matrice donn§e dans
la gure 1.1

Il existedeux typesd'op@rations basiquese®ect@espendant I'algorith me de factorisa-
tion. La premigre,que nous appellerors Factorisa tion , divisela colome par un scalaire.
La secomle, que nous appellerors Mise-g-jour modi e une colome enla multip liant par
une autre colome. Dans le processig de factorisation, N op$rations de type Factorisa-
tion sort e®ect@esou N estl'ordre dela matrice A. Cesop@rations doivent etre e®ectie
dans un parcous topologique de I'arbre d'&limination dans lequel un pgren'est pastrait §
avant que tous ses Is l'aient §t§. De plus, il y a une opEration Mise-g-jour (Aj;A)
(op la colome j de A met g jour la colome k) pour chaque valeur sows-dagorale a; de
Ay dela matrice. Toute op§ration Mise-g-jour (A;;Ai) doit etre faite aprgsl'op@§ration
Factorisa tion (A;) et avant Factorisa tion (Ay). Nous noterons Mise-g-jour (=, Ay)
une misequjour de la colome k et Mise-f-jour (A;;@) une misedqjour p partir de la
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colome j. Il estimportant de sigraler que I'ordre dans lequel sort faites les op§rations
de type Mise-f-jour n'est pasimportant. Ainsi, bien que lI'ordre desop@ration de type
Factorisa tion soit donn§ par le parcous de I'arbre d'&limination, il y a une certaine
libert® relative au choix de la sgquence desop@rations Factorisa tion et Mise-g-jour .
Il y a di®grerts algorithmes de factorisations pour chaque sgquence avec deux princi-
pales familles que sort les algorithmes left-looking et right-looking. Les algorithmes de
type left-looking correspndent g une strat®giede misedqtjour au plus tard dans laquelle
toutes les op§rations Mise-g-jour (=;Ay) sort faites juste avant Factorisa tion (Ag).
A l'oppos, les algorithmes de factorisation right-looking correspndent g une strat§gie
de miseqjour au plus tdt dans lesqiellesles opfrations Mise-g-jour (A;; @) sort faites
juste aprps I'op§ration Factorisa tion (A;). une descrigion de l'approche left-looking
(resp. right-looking) estdonn§edans I'algorith me 1.2 (resp. 1.3). Lesalgorithmesutilisent
lesdeux ensenbles d§ nis ci-dessos :

predk] = fjjj 6 k;ax 6 0Og, et sucdj] = fkjk> j;a 6 Og

Algorithme 1.2 Algorith me de factorisation left-looking.
Pour k=1p N :
Pour tout | 2 predk]nfkg:
Mise-#-jour (Aj Ak)
Factorisa tion (Ag)

Algorithme 1.3 Algorith me de factorisation right-looking.
Pour j=1ga N :
Factorisa tion (A;)
Pour tout k 2 sucdj]nfjg:
Mise-g-jour (A;;Ax)

La m@&thode mulitfron tale [27, 28] estdi®§rerte desdeux approchesd§critespr§didem-
mert en ce sers que les op@rations de type Mise-g-jour ne sort pas faites directemen
ertre les colomesde la matrice lorsque la paire de colomes concerrgespar l'op§ration
ne sort pasadjacertes dans l'arbre d'§limination. En e®et,la miseqtjour d'une colomej
versune colome k (k estancetre dej dans l'arbre d'@limination) estfaite par I'interm®-
diaire de colomestemporaires; chagque colome temporaire est ass@ifep un n¥ud dans
'arbre d'@limination. L'algorithme 1.4 donne une descrigion formelle de la m&thode,
guid®e par l'arbre d'@§limination. Dans cet algorithme, I'ensenble des Is d'une colome
d€note I'ensenble des Is du n%ud correspndant dans I'arbre d'@limination.

Une colome temporaire T, est crée pour I'op$§ration Mise-g-jour (A;;T)). T} est
initialis®e par l'op®ration Initialiser  qui positionne sesvaleus p z&ro.Lese®etsdes
misesgdjour sort propadgisp travers l'op®ration Assembler sur la cha®ne descolomes
temporairesn§cessairepour atteindre la destination.
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Algorithme 1.4 Algorith me de factorisation multifron tal.
Pour j =1pa N :

Pour tout k 2 sucdj]nfjg:
Initialiser  (T})

Pour tout i 2 fils[j]:
Assembler (T!;A;)
Pour tout k 2 sucdi]nfi;jg:

Assembler (T¥;Tf)

Factorisa tion (A;)

Pour tout k2 sucdj]nfjg:
Mise-g-jour (A;;T,))

Le principal avantage de cette approche est que les colomestemporairesT, ont exac-
temert la mémestructure que A; . Ainsi, pchaque n¥sud (colonne) de I'arbre d'&limination
est assaife une matrice dense appelfe matrice frontale dont la taille est d§termin§e par
le nombre d'§@merts non nuls dans la colome correspndante de la matrice initiale aprgs
remplissage.Pour chaque colome j, la matrice frontale asseieesttout d'abord assem-
biep partir desvaleus corresppndantes dans la matrice initiale et de colomesprovenant
desn¥uds Is. Une fois la matrice frontale asserbl§e,la premigre colome A; peu etre
factoris@e. De plus, un bloc de contribution (colonnesT}) est construit, qui serautilis®
pour la phased'assenblage du n¥%ud pgre.

left-looking right-looking multifrontale

By

Fig. 1.4{ Sch&mad'accasaux donn§espour les m@thodes left-looking, right-looking, et
multifron tales.

Il est int§ressan de visualiser le sh®ma d'accas aux donn§esdes trois algorithmes
présen@sprédidemmen. Considgrors I'arbre d'@limination donn§ dansla gure 1.4 dans
lequel le n¥%ud courant estencercB par rapport aux autres. Dans le casop nous utilisons
un algorithme left-looking, I'ensenble desn¥suds appartenant au sows-arbre dont le n%aud
couant estlaracinesort acdd§s.S par cortre, la factorisation estfaite avecune m$thode
right-looking, I'ensenble desn¥auds appartenant au chemin du n¥ud de l'arbre vers la
racine sort acddis.En n, dans le casde la m§thode multifron tale, sed le n¥ud courant

et ses Is sort acdgdgs.
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1.2.1 Arbre d'assemblage et m$§thodes supernodales

En pratique, I'arbre d'@limination n'est pas utilis§. En e®et,on utilise une structure
appel@earbre d'assemblagejui est obtenue en fusiomant certains n¥%uds de l'arbre d'&li-
mination. Ainsi, les n¥%uds appartenant au méme sugern¥ud [14] sort fusiom®s. Un
supern¥udcorrespnd g un ensenble de colomescortigudsde la matrice aprgsremplis-
sageayant la m&émestructure de non-zirossous la diagorale. Ainsi, si nous corsid§rons
la matrice prsen$edansla gure 1.1, nous pouvons distinguer trois supern¥suds : (d,e),
(f,9), et (h,i,)). L'arbre d'assenblage correspndant p cette matrice est alors donn$§ dans
la gure 1.5.

Arbre d'assemblage

Fig. 1.5{ Arbre d'assenblage correspndant p la matrice donn§een gure 1.1

Lesm@thodesleft-looking, right-looking et multifron talessort en ggréral impl$menges
enutilisant un arbre d'assenblageet sort donc appelesm@thalessupernodales De cefait
lescalcus sort faits sur de plusgrosblocscequi conduit pde meilleuresperformarnces.Une
descrigion plus d§taillede la m&thode multifron tale baggesur un arbre d'assenblagesera
donn§edans la section2.2 Quelgueslogicielsimpl®$merant desapprochessupernodales,
gu'elles soien left-looking ou right-looking ou multifron tales, sort SuperLU[21], PaSTiX
[34], UMFPAGKZ, TAUCS, Oblio [55], PSPASERZ], la librairie HSL [36], SPOOLHS3,
WSMB3J et MUMAS, 7].

Il est p noter que certains de ceslogicielsimpl§menent une version parallgle distri-
bu®e de I'algorith me de factorisation avec des approches di®grertes relativesau type de
I'ordonnancemen utilis®. En e®et,si nous corsid§rons PaSTiX[34] ou SuperLU_DIST39],
une approche d'ordonnancemen compptemert statique a §t choisie. M I'oppo§, si nous
corsidrons MUMP$approche d'ordonnancemen utilis§e est bagfe sur une a®ectation
partielle destadesde manigre statique comp&t®e par des d§cisiors dynamiques visan
un objectif d'§qulibragede chargeet de r§activit§.

Iwww.tau.ac.il/~stoledo/taucs/
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Dans les chapitres suivants nous §tudierons la m§thode multifron tale et particuligre-
ment les aspectsli$sau comportemert mgmoire de cette m§thode. En e®et,de par son
algorithme de factorisation, la m§thode multifrontale exhibe des propri§t®s de localit®
spatiale et temporelle qui sort favorablesp I'obtention de bonnesperformarces.De plus,
le fait que les traitements soien faits sur des structures corsid§rffescommedensesper-
met l'utilisation de noyaux d'alggbre lin§aire dense trgs performarts. Cependant, cette
m@thode est caractridge par l'utilisation de blocs de donn§estemporairespouvant avoir
une taille importante pour certainesclassesle matrices. Ainsi le comportemert mg§moire
d'une telle approche peut tre un despoints cl pour I'obtention de bonnesperformarces
facep desproblgmesde taille de plus en plus importante.



Premigre partie

fitude et optimisation du
comportement m@moire pour le cas
séquentiel

15






Chapitre 2

fitude de I'impact des techniques de
renum@rotati on sur le comportement
de la m&thode multifrontal e

2.1 Intro duction

Les m&thodes directes de r§soluion de systgmeslin§airescreux et en particulier les
m@thodesmultifron tales sort appr@cespour leur robustesseet leur e+cacit®. Cependant
cesm@thodesrequigrert gérralemen beawouwp plus de mg§moireque les m§thodesit §ra-
tives.Quelquefois,desproblpmesde grande taille ne pewen &tre résolis par une m§thode
multifron tale par manque de m§moire, I'utilisation d'une m$thode it §rative ad-hoc §tant
alors plus appropri®e.

Dans les solveurs multifrontaux, il y a deux utilisation s distinctesde la m§moire.Une
premigrepartie de la m§moire,appel@estatique, estutilis$epour consener lesfacteus de
la matrice. La secomle partie, appeedynamique ou active, est empoy®§ecommeespace
de travail et cortient la ou les matrices frontales cowrantes ainsi qu'une pile cortenant
lesvaleus temporairesutilis §espendant le processs de factorisation. Pour les m§thodes
multifron tales, la m@§moire active peut avoir une taille importante pouvant dans certains
casd®passercelle desfacteus.

Dans ce chapitre nous allons pr@serter une §tude exprimertale de la consommation
m@moire des solveurs multifrontaux. Nous allons voir que cette consommation d§pend
destechniquesde renum@rotation empoy$esainsi que de I'ordonnancemen desdi®grerts
calcus.

La renum@rotation desincomuesd'un systgmecreux est une technique bien comue
pour r&duire le remplissagedesfacteus naux du systgme,elle a donc un impact direct
su la taille de la m&moirestatique utilis §e.Nous montrerons aussique la renum@rotation
a un impact sur la mgmoireactive. Dans la m§thode multifron tale, la taille de la m&moire
active d&pend de la structure de l'arbre d'assenblage r§sutant de la matrice r§ordonn§e.

17
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Nous prsenerons donc une §tude §tendue desstructuresd'arbre d'assentlage obtenues
pour diversesconmbinaisors de matrices creuseset de techniquesde renum@rotation.

Ce chapitre est organs$ comme suit. Nous commercerors dans la section 2.2 par
donner une descrigion du comportemert m&moire de la m§thode multifrontale. Puis,
dans la section2.3 nous d§crirons les problgmestests utilis §esainsi que lestechniquesde
renum@rotation §tudi®es.Ensute, nous §tudierons dans les sectiors 2.4 et 2.5 l'imp act
de cestechniquessur la topologiede 'arbre d'assenblage ainsi que sur le comportemert
m&moiredu solveu. Finalemer, nous corclurons.

2.2 La m@thode multifrontale

Une pr@semation g§rrale de la m§thode multifron tale est donn§edans le chapitre 1.
Dans I'approche multifron tale, la factorisation de la matrice est obtenue par une succes-
sion de factorisations partielles de matrices densesde taille plus faible appelesmatrices
frontales qui sort assei®esaux n¥suds de l'arbre. L'ordre de la matrice frontale est d§ter-
min§ par le nombre de non-z&rossous la diagorale dans la premigrecolome du supern¥sud
correspndant. Chaque matrice frontale est divisgeen deux parties :

{ leblocdefacteur, aussiappel®bloc desvariablestotalementagr§dies qui correspnd

aux variablesglimin§esquand I'algorith me de factorisation traite la matrice frontale,

{ le blac de contribution qui correspnd aux variables misesp jour pendant le traite-

mert de la matrice frontale qui servirort g mettre g jour le pgre du n¥%ud courant

dans l'arbre d'assenblage.
Une fois que la factorisation partielle esttermin$e,le bloc de cortrib ution esttransmisau
n¥sud parert. Quand lescortrib utions de tous les Is sort disponibles, ellespewert alors
etre asserbl®es(i.e. somnfesaveclesvaleus de la matrice frontale du n¥%ud ppre). L'al-
gorithme d'§limination estun parcous enremort$ed'abord de I'arbre d'assenblage[49)].
L'algorith me empoie trois zonesm§moires,la premigrepour le stockagedesfacteus, une
pile cortenant les blocs de cortrib ution, et une zore cortenant la matrice frontale cou
rante [17]. Dans ce qui suit nous appellerors m&moire active la zone m§moire cortenant
la pile des blocs de cortrib ution et la matrice frontale courante. Pendant la traverdge
de l'arbre, la taille de la m&moire occup$e par les facteus crédt toujours tandis que la
taille de la m&moire active (qui cortient les blocs de cortrib ution ainsi que la matrice
courante) varie selonlesop$rations e®ectes: quand la factorisation d'une matrice fron-
tale est terminfe, le bloc de cortrib ution est empl® ce qui accrét la taille de la pile;
par cortre, quand une nouvelle matrice frontale estform§eet asserbl$epour un nouveau
n%aud trait §, les blocs de cortrib ution de sesn¥suds Is sort dgpl®sce qui fait diminuer
la taille de la pile. La taille de la pile est donc fortement d§pendante de la topologie de
I'arbre d'assenblage.

Pour illustrer nos propos, considgrors les deux exemges d'arbre d'assenblage de la
~gure 2.1. L'§wlution de la m&moire pour les facteurs et la mgmoire active (la pile et
la matrice frontale courante) estdonn§esur la gure 2.2 Tout d'abord, I'espacepour la
matrice frontale courante est r§ser (voir \Allo cation du n¥ud 3" dansla gure 2.2(a)).
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{ profond

Fig. 2.1{ Exempesd'arbresd'assenblage.

Puis la matrice frontale est asserbl$e p partir desvaleus de la matrice initiale et des
blocs de cortrib ution desn¥suds Is. L'espaceoccup® par les blocs de cortrib ution peut
alors etre lib§r@ (\ fitape d'assenblage pour le n%ud 3" dans la “gure 2.2(a)). Enstite,
la matrice frontale est factorisge (\F actorisation du n¥%ud 3" dans la gure 2.2(a)). Les
facteus sort alors stock§sdans I'espacede gauche et le nouveaubloc de cortrib ution est
empil® (\Stockagedu bloc de cortrib ution du n%ud 3" dansla gure 2.2(a)). Le processis
cortinue jusqup la factorisation du (des) n%aud (s) racine. On obsene clairemert un
comportemert mgmoiredi®§rert ertre un arbre large (Figure 2.2(b)) et un arbre profond
(2.2(a)) : le pic de m&moire active (voir gure 2.2(b)) est plus grand pour des arbres
larges.

Il faut noter que dans notre descrigion, tous lesblocs de cortrib ution pour un n¥%ud
sort asserbl®s en méme temps (dans le cas sgquertiel). Une autre approche serait de
pr&-allouver la matrice frontale du n¥ud ppre et d'e®ectier I'assenblage chaque fois qu'un
bloc de cortrib ution est produit. Cette approche qui n'est en g@riral pas empoy®edans
les solveurs multifron taux implique une gestionplus compexe de la mg§moire, surtout en
casde pivotage num@rique. Ce dernier point serarediscut® dans le chapitre 3 dans lequel
une §tude dBtaill§e desalgorithmesd'optimisation de la m§moire est pr§senge.

Dansla suite, nous distinguons sedemert deux zonesm&moireprincipales: lesfacteus
et la m&moire active, oy la m&moire active inclue la pile des blocs de cortrib ution et
I'espacede stockagepour la matrice frontale courante.

2.3 Techniques de renum@rotation

Rerum@roter lesvariablesd'un systgmelin@airecreux, c'est-g-dire permuter leslignes
et lescolomesa pour objectif principal de r§duire le remplissage( T I-in). Ici, nous consi-



20

CHAPITRE 2. IMPACT DES TECHNIQUESDE RENUMEROTATION

M moire

N -

[

i

N+~

ZAS

[

Allocation du noeud

(98]

i

3

7S

N

1

mbN =

tape

d'assemblage pour le noeud 3

2

%;Em

3

Etape

de factorisation du noeud 3

+

Stockage du bloc de contribution du noeud 3

il

3

1|2
el

4

)

1|2

Vi i

4

7
Z

[ ]espace mémaoire inutilisé pile des blocs de contribution

espace mémoire des factefirsmémoire utilisée

(a) Occupation m&moire pour l'arbre A

M moire
1
1
2 1
/& Sl
: m moirg active
N |
2 .
1 31 45 5 3 2 |,
K%gm%ﬁ” §&\ N NS
2 © 6
1 345 N 3 2 |y
%%F%Q% N NI N gl
2 6 7 6
1 3| 405 Y N 3 2
K%EW%A% N N N N
2 6 7
1 3145 N
- mﬁ% \
2 6 7
1 31 4|5 W
2 e mﬁ% .

[ ]espace m moire inutilis pile des blocs de contribution
espace m moire des facteyrg m moire utilis e

(b) Occupation m&moire pour l'arbre B

Fig. 2.2{ Bvolution dela mgmoirepour lesarbres prsen®sdans la “gure 2.1



2.3. TECHNIQUESDE RENUMEROTATION 21

d@rors les techniques de renum@rotation symtrique qui pewen aussietre appliqu§esp
une matrice non-symitrique A en corsid§rart la structurede A + AT (aprgspermutation
de colomes dans le cas de matrices trgs asynfitriques [25]). Remarquons qu'en cas de
pivotage num@rique, la permutation symtrique peut ne pas etre respectfe totalement,
induisart un remplissagesuppl§mernaire.

Deux sh&maspopulaires de renum@rotations sym@triquessort lesheuristiqueslocales
telle que le deg® minimum (AMD [6], MMD [39]) ou le remplissageminimum (AMF,
MMF) [44, 48] et les heuristiquesglobalesbagessur le partition nemen du graphe de la
matrice, commeles dissectiors enb?tes[30]. Une autre classed'algorithmesa aussi §t§
consue qui conmbine les hewristiqueslocalesavec les hewristiquesglobales.

Dans une §tude th®orique [54] sur di®§rertes topologiesd'arbres en particulier cor-
respondant g des problgmes2D ou 3D r§ordonn$s avec des dissectiors embPtes,les
auteurs ont donn§ desbornesth@oriquesde I'occupation m&moiredesdi®Rgrertes familles
d'algorithmesde factorisation de matricescreuses.Leurs travaux sesort arrétsp |'§tude
destopologiessimpleset p desproblgmesr@gdiers. Dans le casdesproblgmesirr §gdiers,
I'Btude th§orique deviert pluscompexedu fait dela diversit§ et de l'irr §guarit § destopo-
logies.Dans les sectiors suivantes nous §tudierons de manigre exprimertale la topologie
et le comportemert mg§moire de la m§thode multifrontale sur des problgmesirr §guiers
avec di®§rertes techniquesde renum@rotation.

Dans ce qui sut, nous utiliserons simplemert les termes AMD, AMF, METIS,
SCOTCH et PORD pour iderti er les heuristiques présenesdans dans le chapitre 1
et dans I'annexeC. Il faut aussinoter que pour AMD, AMF, SCOTCH et PORD, l'arbre
d'assenblage et construit en mémetemps par les algorithmesde renum@rotation, tandis
gue pour METIS, seude la permutation est retourn§e et nous utilisons la factorisation
symbolique du logiciel MUMP&ur construire I'arbre d'assenblage.

Nous avons aussi §tudi® une heuristique puremert globale, les dissectiors emb*t§es
[30], maisil s'estav@® qu'elle n'Gtait en fait excace que sur des exemges bien pré§cis,
et sedemert pour des problgmestrpgs rguiers, aussi nous avons d§cid§ de ne pas la
consid§rer dans ce qui suit.

Matrice Ordre Nz Type
BMWCRA_1 | 148770| 5396386 | SYM
GRID 109744| 1174048 | SYM
GUPTA3 16783 | 4670105 | SYM
MSDOOR | 415863| 10328399 SYM
SHIP_003 | 121728 4103881 | SYM
PRE2 659033| 5959282 | NS
RMA10 46835 | 2374001 NS
TWOTONE | 120750| 1224224 | NS
XENON2 | 157464| 3866688 | NS

Tab. 2.1{ Descrigtion des problgmesde test. \SYM" sign e que la matrice est sym@-
triqgue,\NS" sign e que la matrice est non-symétrique.

La gure 2.4 donne le rapport ertre le pic de la m§moire active et la taille nale
desfacteus dans le cas sfquertiel (la taille nale desfacteus pour tous les problgmes
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®tudi®s et pour toutes les techniques de renum@rotation est donne dans gure 2.3)
Les matrices corsidg§rfessort prsemnfesdans le tableau 2.1 et sort dcrites plus en
d&tails dans I'annexe C. Nous pouvons obsener que le pic de m§moire active peut etre
sign catif encomparaisonde la taille desfacteus (le ratio estproche de 1). De plus, pour
certains problgmescommela matrice GUPTAZ3, le pic de la m§moireactive estlargemen
supBrieur g la taille desfacteus. Celaillustre parfaitemert quiil faut aussitenir compte
de la gestionde la m&moire active lors de |'§wvaluation de la consommation m§moire des
solveurs multifron taux, sgquertiels ou parallgles.
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Fig. 2.3{ Taille desfacteus (millions de r§els).
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Fig. 2.4{ Rapport ertre la taille de la mg§moireactive et la taille desfacteus.

2.4 Impact des techniques de renum@rotation sur la
structure des arbres d'assemblage

Dans cette section nous §tudions I'imp act des techniques de renum@rotation sur la
structure de l'arbre d'assenblage correspndant. Nous consid§rons les problgmestests
d€crits par le tableau 2.1 et lestechniquesde renum@rotation introduites dans la section
pr&diderte 2.3 (METIS, SCOTCH, PORD, AMF et AMD).
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Pour nos tests, nous empoyons le sohveur MUMP@UItifron tal Massiwely Parallel
Solver) [5, 7], qui impl&mene un solvewr multifrontal parallgle avec pivotagebadg sur les
m@thodesde factorisation LU et LDL T. Nous avons tout d'abord exp@rimert$ la version
siquertielle danslaquellelesarbresd'assentlagesort trait §senprofondeu d'abord. Nous
avonsinstrumert$ le code pour obtenir desstatistiquesp la fois sur la topologiede I'arbre
d'assenblage et sur le comportemert mg§moirea n de mieux comprendre |'§wolution de
la m&moireau cous de la factorisation. Lestestsont §t§ e®ect@ssur la plate-forme|BM
SP du CINES! qui estd§crite en d§tails dans I'annexeC. La structure g@rralede I'arbre
d'assenblage(largeur et profondeur) estestim@epar le nombre de n¥uds (tableau 2.2), et
le pourcentage de fedilles dans I'arbre (tableau 2.3). Sa r@guarit § est estim@epar I'§cart
type de la profondeur des fedilles (tableau 2.5), la profondeur maximum d'une fedille
(tableau 2.4) et le nombre moyen de Is (tableau 2.6). Parce que la taille de la m§moire
active est aussiin® uencepar la taille desmatrices frontales, nous mesuons aussi pour
chaque arbre la taille maximale et moyeme des matrices frontales (tableaux 2.7 et 2.9).
Dans cestableawx, la plus grandes valeus d'une ligne est en gras, tandis que la plus
petite estenitalique.

Comme pr@cig® auparavant, AMD, AMF, PORD et SCOTCH construisert et re-
tournent l'arbre d'assenblage en méme temps que les permutations, alors que METIS
fournit sedemert une permutation qui estutilis§epar MUMR®uUr construire I'arbre d'as-
senblage.

2.4.1 Structure g®n@rale de l'arbre d'assemblage

Nous obsenons sur le tableau 2.2 que pour la plupart desproblgmestest$s, SCOTCH
g&raredesarbresqui ont le plus petit nombre de n¥suds. Lestechniquesde renum@rotation
AMD et METIS fournissert approximativemer le mémenombre moyen de n¥uds alors
gue AMF et PORD sort cellesqui g&rgrert le plus grand nombre de n¥suds relativemert
g SCOTCH. De plus, nous constatons dans le tableau 2.3 que le plus sowent, SCOTCH
et METIS ont le plus grand pourcertage de fedilles par rapport aux arbres g&rr§s par
AMF, AMD ou PORD. E®ectivemen, les arbres g&rris par METIS et SCOTCH sort
plus larges (en raison de I'heuistique globale badfe sur le partition nemert de l'arbre),
tandis que les arbres ggrrispar AMD, AMF et PORD tendert p &tre plus profonds et
moins larges(voir aussile tableau 2.4).

2.4.2 REgularit®

Sur lestableaux 2.4 et 2.5, nous constatons que PORD et AMF g&rarert desarbres
plus dggquilib rés(dans lesqtelsla distancedesfedilles p la racine varie selonlesbranches)
tandis que SCOTCH et METIS g&marert des arbres plus §qulibr§s. Finalemen, nous
obsenons sur le tableau 2.6 que PORD, AMD et AMF gBrgrernt desarbrespour lesqiels
le nombre moyende Is pour un n¥ud est plus petit que pour METIS et SCOTCH ; ceci

1Centre Informatique National de 'Enseignemen SupBrieur
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METIS | SCOTCH | PORD | AMF | AMD
BMWCRA_1 | 8767 2833 9268 | 9902 8320
GRID 24953 | 10218 24081 | 29680 | 28224
GUPTA3 413 26 1790 1300 | 1898
MSDOOR 31611 | 28511 32843 | 33401 | 31335
SHIP_003 7474 4294 7798 | 8253 7634
PRE2 204359| 169920 | 215403 | 205297| 195812
RMA10 4608 3465 5109 | 5325 4524
TWOTONE | 35718 | 27904 41309 | 41794 | 39460
XENON2 18990 | 13130 20455 | 20386 | 19043

Tab. 2.2{ Nombre de n¥wuds dans l'arbre.

METIS | SCOTCH | PORD | AMF | AMD
BMWCRA_1| 39.6 47.7 38.1 | 33.7 | 38.0
GRID 58.8 67.9 49.0 | 49.1 | 51.2
GUPTAS 95.9 26.9 234 | 338 | 21.3
MSDOOR 55.0 66.8 53.9 | 51.3 | 54.2
SHIP_003 43.8 59.4 435 | 38.7 | 43.0

PRE2 69.1 68.9 74.0 65.5 | 61.0
RMA10 43.2 42.9 427 | 41.8 | 39.6
TWOTONE 68.2 68.8 72.8 71.8 | 67.5

XENON2 48.3 70.4 49.2 | 453 | 42.2

Tab. 2.3{ Pourcertage de feuilles dans l'arbre.

corrobore le fait que les arbres ne sort pas larges mais profonds. Ceci s'exgique par le
fait que AMF, AMD et PORD sort badissur des m$§thodeslocalesdont le but est de
minimiser le deg§ (le remplissage).

METIS | SCOTCH | PORD | AMF | AMD METIS | SCOTCH | PORD AMF AMD
BMWCRA_1 21 14 54 100 34 BMWCRA_1 | 4.368 1.139 95.793 | 374.991 20.896
GRID 26 14 49 188 53 GRID 9.304 0.953 98.898 | 2852.83 | 149.809
GUPTAS3 7 8 9 41 13 GUPTAS3 3.154 3.837 1.022 | 114.437 5.733
MSDOOR 26 17 53 80 35 MSDOOR 3.997 1.49 70.444 53.629 10.901
SHIP_003 29 14 75 122 32 SHIP_003 19.083 | 3.239 321.386| 508.799 25.375
PRE2 56 18 115 99 42 PRE2 110.948| 9.164 815.96 | 265.048 | 21.521
RMA10 26 40 43 208 165 RMA10 11.13 7.414 67.729 | 2084.394 | 1331.673
TWOTONE 55 15 77 193 47 TWOTONE | 54.308 | 5.172 294.802| 458.468 80.65
XENON2 24 16 54 65 26 XENON2 7.058 1.672 101.599| 144.729 10.295

Tab. 2.4 { Profondewr maximale (dis- Tab. 2.5{ Variancedela profondeu des
tancep la racine) pour un n¥sud. feuilles.

2.4.3 Analyse de la taille des matrices frontales

Sur lestableaux 2.7 et 2.8, nous obsenons que dans la plupart descas,SCOTCH et
METIS g®rarert desarbres avec des matrices frontales qui sort plus grandes que celles
gBrBr8espar les autres techniquesde renum@rotation. Cette obsenation nous permettra
d'interpr@ter les r§sdtats de la prochaine section De plus, nous remarquons que AMD
g®ngre desarbres avec une grande irr §guarit § dans la taille desmatricesfrontales.
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METIS | SCOTCH | PORD | AMF | AMD
BMWCRA_1 | 1.656 1.911 1.615 | 1.507 | 1.612
GRID 2.427 3.111 1.959 | 1.966 | 2.051
GUPTAS3 24.235 1.316 1.305 | 1.509| 1.27
MSDOOR 2.222 3.014 2.168 | 2.054 | 2.185
SHIP_003 1.78 2.463 1.77 | 1.631 | 1.754
PRE2 3.233 3.215 3.852 | 2.902| 2.564
RMA10 1.76 1.749 1.746 | 1.719| 1.654
TWOTONE | 3.144 3.207 3.681 | 3.54 | 3.079
XENON2 1.93 3.369 1.962 | 1.823| 1.726

Tab. 2.6 { Nombre moyende Is pasn¥ud.

METIS | SCOTCH | PORD | AMF | AMD METIS | SCOTCH | PORD | AMF | AMD

BMWCRA_1 | 2343 2040 2076 | 2496 | 2835 BMWCRA_1 177 287 172 187 | 183
GRID 2754 2343 1721 | 1536 | 1328 GRID 41 68 42 36 38
GUPTAS3 827 5058 1643 | 3028 | 1030 GUPTAS3 624 1248 365 338 | 336
MSDOOR 1372 1624 1358 | 1491 | 1610 MSDOOR 74 67 73 72 71
SHIP_003 3456 3156 3426 | 3408 | 4038 SHIP_003 170 153 165 163 | 151
PRE2 4290 4334 5794 | 6476 | 7502 PRE2 15 13 14 14 14
RMA10 466 422 378 439 | 399 RMA10 60 59 54 53 56
TWOTONE 2382 2316 2561 | 2588 | 2684 TWOTONE 23 18 20 21 19
XENON2 2554 2623 2743 | 3663 | 4501 XENON2 70 69 70 71 76

Tab. 2.7 { Taille maximale de I'ordre Tab. 2.8 { Taille moyeme de l'ordre
d'une matrice frontale. d'une matrice frontale.

R&sum@

Pour rsumer cette partie, nous avons obser§ que les techniques de renum@rotation
ont un gros impact sur la structure des arbres d'assenblage. La gure 2.5 rsune les
obsenations grralesque nous avons faites. Concermant la structure des arbres, nous
avons obser que les heuristiques globalestelles que METIS et SCOTCH g&rarert des
arbres larges et §qulib r§s (avec un faible nombre de n%uds pour SCOTCH). D'autre
part, PORD, AMD et AMF gBrarert desarbres profonds, et il estint§ressah de noter
gue AMD gBrpredesarbresmieux §qulib résque AMF et PORD. En n, nous constatons
que METIS et SCOTCH g8rarert des arbres avec des matrices frontales de taille plus
importante par rapport g cellesg&r@respar les autres techniquesde renum@rotation.

2.5 Consommation m&moire dans la m&thode multifron-
tale

Comme nous nous int®ressos p la r§soldion de problpmesde grande taille, nous
sommesint®§res&spar desshfmasout-of-core qu'ils soient implicites (bafissur la pagi-
nation) ou explicites (avec desop@rations d'E/S). Ainsi, puisque lesfacteus ne sort pas
r@ac@dBsune fois calcu®s,ils pewen etre saw®ssur disque dagsleur gérration. De ce
fait, il deviert important d'optimiser la taille de la m§moireactive dans ce cadre out-of-
core. Nous allons donc §tudier I'imp act destechniquesde renum@rotation sur la taille et
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Fig. 2.5{ R&captulatif destopologiesd'arbre d'assenblage pour di®grertes techniques
de renum@rotation.
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I'§wolution de la m&moireactive. Une §tude pr@semant desalgorithmesde minimisation
de la m§moireactive seraprsen@edans le chapitre 3.

2.5.1 Impact destechniques de renum@rotation sur la m@moire

Aprpgs avoir §tudi® la forme de I'arbre d'assenblage, nous nous concertrons mainte-
nant sur l'impact des techniques de renum@rotation sur la consommation m§moire de
I'approche multifron tale.

Les tableaux 2.9, 2.10 et 2.11 donnert le tra ¢ m&moire dans la zone de m§moire
active, la taille moyeme de la m§moire active et le pic de la mg§moire active, respective-
mert. Pour toutes cesvaleus, nous avons n&gligh I'espaceutilis® pour stocker lesertiers,
l'unit® de mesue estdonc le nombre de réels.Nous avons obser que I'espacen$cessaire
pour lesertiers est bien plus petit que I'espacen§cessairgour les r§els.Par exemge, si
nous corsidgrors la matrice SHIP_003 avec METIS, le nombre total d'entiers (facteurs
+ m@moireactive) pour une ex@cuion sgquertielle repr@sene 2.3%de I'espacen§cessaire
pour lesr@els.Ceratio peu I§ggremen augmerter pour despetits problpmesqui exhibent
peu de remplissage.C'est le caspour RMA10 oy le pourcerntage de la m§moire occupe
par lesertiers atteint 4.4%.

25.1.1 Trac m&moire

Le tableau2.9donne la sommedestailles de blocsde cortrib ution pour touslesn%uds
de I'arbre. Nous pouvons obsener que le volume du tra ¢ pour SCOTCH estle plus petit
dansla plupart descas.Ceciestd( au fait que SCOTCH a un plus petit nombre de n¥auds
en comparaisonavec les autres techniques de renum@rotation. Nous obsenons aussi que
PORD et AMF g8rgrert le plus grostra ¢ m@moire.

METIS | SCOTCH | PORD AMF | AMD

BMWCRA_1 | 432.23| 286.21 425.46 | 709.76 | 541.35

GRID 25253 | 147.23 204.81 | 233.06 | 201.2
GUPTAS3 144.83 10.36 287.47 | 231.41| 236.74
MSDOOR 230.75| 175.43 247.32 | 244.51| 213.60
SHIP_003 | 509.66 | 249.64 590.01 | 656.21 | 496.76
PRE2 1186.45| 280.019 | 1557.68 | 1267.98| 623.01

RMA10 20.74 13.15 18.2 19.03 | 16.63
TWOTONE | 305.18| 71.85 272.93 | 437.84 | 214.58
XENON2 274.28 | 203.04 348.95 | 507.88 | 446.99

Tab. 2.9{ Volume m&moiredesblocs de cortrib ution (millions de r§els).

2.5.1.2 Taille moyenne de la m§moire active

Le tableau 2.10donne la taille moyeme de la m&moireactive durant la factorisation,
qui est calcu®ecommela moyeme de la taille de la m&moireactive p chaque variation :
asserblage (d®§pilement des cortrib utions), emplemert d'un bloc de cortrib ution et al-
location d'une matrice frontale. Nous obsenons que pour PORD la taille moyeme de la
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m@moireactive est plus petite que pour lesautres techniquesde renum@rotation. Ceciest
do au fait que PORD g&rare desarbres profonds et dg€quilib r§s(commevu pr@didem-
mert), ou il n'‘est pas n§cessairede stocker un grand nombre de blocs de cortrib ution

simultan®men. S nous comparons PORD avec les autres techniques de renum@rotation

qui donnert des arbres profonds telles que AMD, PORD produit un arbre ayant sou

vert un nombre plus faible de n%uds et desmatricesfrontales plus petites. Celaexplique
la di€®rerce de taille moyeme de la m&moire active entre AMD et PORD. Concernant

AMF, nous pouvons obsener que la moyeme est g&riralemen plus grande que cellede
PORD. Celaestd( aufait que lesarbresggrnrispar AMF plusont de branchescoOteuses
en m#moire (op nous obsenons une occupation mEmoire plus longue dans le temps) que
cewx de PORD. En n, nous pouvons corstater que SCOTCH a une taille de m§moire
active moyeme faible parce que le nombre de n¥%uds de sonarbre est plus petit que pour

les autres techniquesde renum@rotation.

METIS | SCOTCH | PORD AMF AMD
BMWCRA_1 | 3.0294 | 3.3819 | 2.1578 | 3.4090 | 6.1039
GRID 3.1805 2.5593 2.0293 | 1.6478 | 1.2092
GUPTA3 15.1973| 1.4456 |38.7171 | 7.3097 | 8.4052
MSDOOR 1.6226 | 2.4183 1.1458 | 1.6432| 2.1163
SHIP_003 5.7584 | 6.7372 | 4.3162 | 7.0034 | 10.6743
PRE2 16.5399| 6.0764 | 25.0444 | 12.6891| 47.3127
RMA10 0.1624 | 0.1313 | 0.0961 | 0.1682 | 0.1451
TWOTONE | 4.0778 | 3.7932 | 2.6170 | 2.7078 | 5.6196
XENON2 4.6874 | 4.8942 | 3.9014 | 6.1068 | 11.2717

Tab. 2.10{ Taille moyeme de la m&moire active (million s de r§els).

2.5.1.3 Pic de la m&moire active

Le tableau 2.11 donne le pic de la m§moire active obtenu pendant la factorisation.
Nous pouvons obsener que les techniques de renum@rotation qui donnert les arbres les
plus profonds sort cellesqui permettert d'obtenir les meilleurs pics m&moire (les plus
petits). Pour les matrices test§es,PORD et AMF sort cellesqui donnert les pics les
plus petits dans une majorit § de cas.Ce r§sutat est pr@visible parce que dans lesarbres
profonds, il n'est pasncessairele stocker simultan®mert autant de blocsde cortrib ution
gue pour les arbres largestels que cew fournis par SCOTCH ou METIS. Nous pouvons
aussi obsener que le pic de la m&moire active m§moire pour AMD (qui a des arbres
profonds) tend p etre plus grand qu'avec les autres techniques de renum@rotation, en
particulier PORD et AMF qui g&marert aussidesarbresprofonds. La premigre propri§t®
qui peut nous permettre d'expliquer ce ph&nomgne et que nous avons obseng que les
n¥suds sur le haut de l'arbre (proche de la racine) pour AMD sort plus grands que cewx
des autres techniques de renum@rotation. Quand cesgrands n¥uds commercert p etre
trait §s,la m&moireactive cortient desblocsde cortrib ution plus grands (d0s p cesn¥auds)
cequi accrdt la taille de la pile lorsque I'on traite le restede l'arbre.

La secomle obsenation quel'on peut faire et quelesarbresd’AMD sort habitu ellemert
mieux §qulib rés que cewx dAMF et PORD (voir le tableau 2.5). Il est g noter qu'une
strat®§giebasigue d'optimisation de la m§moireactive est de choisir de traiter en priorit §
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METIS | SCOTCH | PORD | AMF | AMD
BMWCRA_1| 10.69 9.53 8.16 | 11.26| 19.32
GRID 17.08 11.91 583 | 417 | 3.79
GUPTAS3 44.44 27.37 93.96 | 25.21| 31.72
MSDOOR 4.12 5.22 3.49 4.18 | 5.82
SHIP_003 23.42 23.06 20.86 | 20.77 | 32.02
PRE2 34.95 36.16 65.60 | 84.29| 153.57
RMA10 0.43 0.39 0.28 0.34 0.33
TWOTONE | 13.23 13.54 11.8 | 11.63 | 17.59
XENON2 14.39 15.21 13.14 | 23.82| 37.82

Tab. 2.11{ Pic de m&moireactive (millions de r§els).

le plus grosn%ud en premier puisque lesgrosn¥zuds sort gérralemen la racine du sous-
arbre le plus profond. Cette strat§gieest utilis gedans MUMPS lesr@sutats prsen@sici
la prennent en compte.

AMF-PORD AMD

Fig. 2.6{ Di®&rercestopologiquesertre lesarbresd’AMF et cew d'AMD.

La gure 2.6 illustre la di®®rerce structurelle ertre les arbres dAMD et de PORD-
AMF . Pour cesdeux derniers, une fois que le sows-arkre le plus profond est trait &, il ne
resteplus que dessous arbresplus petits g traiter qui requigrert donc moins de mg§moire.
Par cortre pour AMD, une fois que le premier n%ud esttrait §, lessous-arlresrestart ont
une taille similaire. Cela implique un accroissemende la taille de la m§moire active et
explique pourquoi PORD et AMF sort meilleurs enterme de taille de la m&moire active
que AMD, bien que tous trois g&rgrert desarbres profonds.

R&sum@

Pour résumer cette section nous avons observg que puisque lestechniquesde renum-
rotation ont un impact important sur la structure desarbres d'assenblage, ellesont par
consiquent un impact important sur la consommationm@moiredu processs de factorisa-
tion. Le tableau2.12r§sumel'occupation mEmoireselonlestechniquesde renumg@rotation
empoy®es.Nous avons constat® que PORD et AMF sort desalgorithmesde renum@ro-
tation qui n®cessiteh le moins de m&moire du point de vue de la m&moire active (pic
et moyeme). Pour une excuion in-core, celadoit &tre rapport® aux volumesde calcu
et la taille desfacteurs (voir par exemge, [10] et les gures 2.3 et 2.4). Pour les pe-
tites matrices, lesfacteus avec PORD et AMF sort plus petits que cewx avec SCOTCH



30 CHAPITRE 2. IMPACT DES TECHNIQUESDE RENUMEROTATION

et METIS, tandis que pour les matrices de grande taille, METIS, SCOTCH et PORD
donnert de meilleurs r§sutats.

Pic de m&§moire activ e | Taille moyenne de la m§moire activ e
METI S + T
SCOTCH + +
PORD i i
AMF i i
AMD ++ ++

Tab. 2.12{ Caract@ristiquesdu comportemert dela m§moireactive pour di€§rertestech-
nigues de renum@rotation. Le symbole\++" sign e une trgsgrande valeu, \+" sign e
une grande,\j " sign e une petite valeu, et\jj "sign e une trpspetite valeu.

2.6 Conclusion

Alors qu'il existe de nombreuses$®tudes concernant I'imp act destechniquesde renu-
m@rotation sur le remplissage,ce chapitre proposeune §tude de leur impact dans le cadre
de la m§thode multifrontale. En particulier, nous avons mis en avant la relation qu'il y a
ertre lestechniquesde renum@rotation et |'§wlution de la m§moireactive lieaux blocs
de cortrib ution.

Nous avons obser que lestechniquesde renum@rotation hybridestellesque METIS et
SCOTCH fournissen desarbresd'assentlagebien §qulib r&s,tandis que desalgorithmes
de renum@rotation locaux tels que AMF et PORD (resp. AMD) fournissert des arbres
profonds et dg€qulib rés(resp. §qulib rs)avecun grand nombre de n¥suds. Se basart sur
cesr@sutats relatifs p la topologiedesarbresd'assenblage,nous avonsillu str§ I'imp act de
cesheuistiguessur le comportemert m§moire de la m§thode multifron tale. Ainsi, il est
apparu que le comportemert m§moiresur les arbres d'assenblage dg$quilib r§s produits
par lestechniqueslocalesest meilleur que celu obtenu avecles m§thodeshybrides.

Dans le chapitre suivant, nous nous int§ressos g |'§tude et g la conception d'algo-
rith mesde minimisation de la taille de la m&moire occup®e par la m§thode multifron tale
dans un cadre sgquertiel. Ainsi, un nouveaush§made parcous de l'arbre d'assenblage
qui produit un pic m&moireminimal seraproposg.



Chapitre 3

Minimisation de la m&moire pour la
m®thode multifrontal e

Comme d§crit dans le chapitre pr@dident, la m§moire utilis§e par la m$#thode est
corstitu®e de deux parties. La premigre correspnd g la zore dans laquelle les facteus
sort stock®s. La deuwxipme,quant g elle, correspnd p la m§moire active qui cortient la
pile desblocs de cortrib ution ainsi que la matrice frontale courante. Dans un sh§made
factorisation out-of-core, lesfacteus pewen etre §crits sur disquesdgsleur calcu. De ce
fait, la minimisation de la m§moire active utilis§epar la m§thode peut avoir une impor-
tance non n§gligealte. Dans le casd'un sh§made factorisation in-core, la minimisation
de la m&moiretotale (m&moire active et facteurs) deviert cruciale.

Dans[41], Liu pr@serte un algorithmevisant la r§duction de la m&moireactive utilis §e
par la m§thode multifrontale. Son approche §tait bage sur la g§riration d'un parcous
d'arbre qui assue une occupation mgmoireoptimale. De plus, il a aussipropost une modi-
~ cation de l'algorith me multifron tal baggesur I'anticip ation de certainestacesdonnant
de meilleurs r@§sutats que son algorithme optimal. Partant de cette obsenation, nous
pr@semons desalgorithmesvisart I'optimisation de la m§moirequ'elle soit active (out-of-
core) ou totale (in-core). Nous proposors un nouveau processis de parcous d'arbre qui
combine une articip ation de certainestadesavec un ordre de parcous spci que. Nous
mortrons que desgains sign catifs peuvert tre obtenus.

Dans ce chapitre, nous prsemons dans un premier temps une formalisation du com-
portemert m§moire de la m§thode multifron tale. Puis, dans une deuxipme partie, nous
d&crivonslesalgorithmesexistant de minimisation del'occupation mg§moire.Ensuite, nous
introduisors notre modi cation de I'exploitation de I'approche multifrontale pour le cas
de la m&moireactive. Ainsi, nous proposors un algorithme ggnrart un parcous d'arbre
optimal enterme detaille dela m§moireactive. Puis, nous donnons un algorithme optimal
pour la minimisation de la m§moiretotale dans le cadre de notre nouvel algorithme.

31
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3.1 Quelques notations

Btant donn® un n%ud i, nous d§ nissors f acteur; comme@tant la taille desfacteurs
pour le n¥ud i et ch comme@tant la taille du bloc de cortrib ution de i. stockage =
f acteur; + ch reprsene alors la taille de la matrice frontale du n¥%ud i.

Nous d§ nissors aussi(SA); commetant le sous-arbre ayant pour racine le n¥aud i,
et f; comme®tant la taille desfacteus correspndants g (SA); incluant lesfacteus dei.
En d'autres termes:

X
fi = f acteur,

12(SA)i

Soit A; (resp. T;) le taille de la m&moire active (resp. mEmoire totale) n§cessaireau
traitement du sows-arkre (SA); et n; le nombre de s (ou enfants) dei. Cesderniers sort

3.2 Besoins en m&moire active

Dans cette section nous nous plasons dans le cadre out-of-core. De cefait, un shma
basique corsistep stocker lesfacteurs dgsleur g&rration puisquils ne sort plusr@ac@dgs.
Dans ce cadre, il estdonc int§ressah de minimiser la m§moire active.

Dans la m&thode multifrontale, le pgre est activg aprps que tous ses Is aiert §t§
trait §s. De ce fait, la pile doit cortenir les blocs de cortrib ution de chacun des Is g .
Ainsi, la taille de la m@§moireactive A; n§cessairau traitement du pgreest:

X
stockage + chy,

De plus, quand un n¥aud s e, esttrait &, la pile cortient lesj j 1 premiersblocs
de cortribution desfrpgresde e; qui ont d§jp §t§ trait §s. Le r@sdtat est que I'espace
n@cessairau momert de la factorisation de la matrice frontale de e;; est:

X‘l
Aei;j + Cbﬂi:k
k=1

Ainsi, I'espacerequis pour traiter un n%ud i (et donc le sous-arlre dort il estla racine)
estd® ni par:

X1 Xi
A = max(,mlax(Aei,j + ch,, );stockage + ch, ) (3.1
j=1ni ’ ' . ’
k=1 j=1
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Il estp noter que dans le casd'une fedille la m§moire active ncessairest §galep la
taille de la matrice frontale assie(i.e. A; = stockage).

Il estimportant de signaler que dans certainesimpl®menations de I'algorith me mul-
tifrontal, I'assenblagedu bloc de cortrib ution du dernier " Is estfait ®ur place directe-
mert dans la matrice du pgre.Dans ce cas,le bloc de cortrib ution du dernier Is n'a pas
p etre empl®. Ainsi, la formule 3.1 deviert :

X 1 Xi 1
AP= max(max(Ae; +  cbey)stockage +  chy ) (3.2)
o k=1 j=1

3.3 Besoins en m&moire totale

S nous nous plasons dans un cadre in-core, nous nous int§ressos A la minimisation
de la m&moiretotale. Ainsi, lesfacteus sort lais$isen m&moire aprgsavoir §t§ calcufs
et doivent donc &tre pris en compte. En utilisant lesmémesnotations que prédidemmen,
la taille de la m@§moiretotale T; n§cessairau traitement d'un n%ud i estdonn§epar :

X1 X
Ti = max(.ran(Tei'j + (Cbﬁ-k + fei'k ));StOI’Q + (Cbéi-j + fei'j )) (3-3)
=L ' ' . ‘ ’
k=1 j=1

Dans le casoy l'assenblage du bloc de cortrib ution du dernier " Is estfait ®ur place
directemert dans la matrice du ppre,la formule (3.3) deviert :

X1 i 1
T = max(jrl]l?r)\(i(Te” + (ch, +fe,));store + (cky, +fe, ) (3.4)
k=1 j=1

3.4 Algorithm es existants et leurs nouvelles variantes

fitant donn@ un arbre d'assenblage, I'ordre avec lequel les n¥uds sort trait §sa un
gros impact sur I'occupation m&moire. La sede cortrainte pour le parcous de l'arbre
estqu'un pgrene peu &tre trait § avant que tous ses Is l'aient §t§. En g§rral, pour la
m@&thode multifron tale, le parcous est fait en remort§ed'abord. Ceci est motiv§ par le
fait que traiter le ppre dps que possibde permet de lib§rer I'espace occup® par les blocs
de cortrib ution des Is. S nous corsid@rors lesarbresde la gure 3.1 en admettant que
le parcous est fait en remort§e d'abord et que les fedilles sort trait §esde gauche g
droite, l'occupation m&moireminimale est obtenue avecl'arbre de gauche. En e®et,pour
cet arbre, nous n‘avons besoinde stocker qu'au plus deux blocsde cortrib ution en méme
temps. Le pire descasenterme d'occupation mgmoirecorrespnd g l'arbre de droite pour
lequel les blocs de cortrib ution de chacune desfeuilles vont &tre prseis simultan®§mert
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en m§moire. Cet exemge illustre I'impact du parcous de l'arbre sur le pic m§moire de
la m&thode multifron tale.

meilleur

Fig. 3.1{ Importance du parcous de l'arbre. L'arbre est trait § avec un ordre post- x§
enremornt$ed'abord en commereart par la gauche.

Dans ce qui suit, nous allons dgcrire les principaux algorithmesexistarts de minimi-
sation de la m§moire active disponibles dans la litt §rature, et introduirons de nouvelles
variantes de cesalgorithmes.

3.4.1 M@Emoire active
3.4.1.1 Algorithme de Liu et sesvariantes

Nous allons commercer par donner le th§ompmesur lequel tous lesalgorithmesd§crits
dans cette sectionsort badts.Ce th§ommea §t§ introduit par Liu dans [4]]. I| estdonn®
ci-dessos :

Th §orpme de Liu. Htant donnie une suite de couples(x;, Vi) oulje_s X; ety; sontdes
entiers positifs tels que x; > vy;, la valeur minimale de max (x; + '.'y;) est obtenue

guandl'ensembledes(x;, y;) esttri® dansl'ordre d§croissantdesx; j ;.

Se basant sur ce th@omme, Liu propose dans [41] un algorithme qui d§termine le
parcous optimal de l'arbre d'§limination en terme de pic de m§moire active dans le
cas od l'assenblage du bloc de cortrib ution du dernier Is est fait ®ur place dans
la matrice frontale du ppre. |l corsiste g classerg chaque niveaude l'arbre les Is dans
I'ordre d§croissab deleur max(Ae, ;stockage )i ch,; . Cetalgorithmepeut etre aisgmen
gBrBralish au casdesarbresd'assenblage.Dans le casou I'assenblagedu dernier Is n'est
pas fait sur place, le parcous optimal est obtenu en classam les Is p chaque niveau de
I'arbre dansl'ordre d§croissabdeleur A, i ch,; (cersutat estunecorsiquencedirecte
du th@ommede Liu). L'algorith me 3.1 d€crit le processig de minimisation de la m§moire
active dans le casd'un arbre d'assenblage. |l s'agit d'un algorithme qui fait une remorie
de l'arbre en partant desfedilles et en appliquant I'ordre d§crit préddemmern p chaque
niveaude l'arbre. Dans les parties suivantes, nous appellerors cet algorithme variante de
l'algorithme de Liu.
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Algorithme 3.1 Algorith me optimal pour la minimisation de la m&moire active.
R®ordonner _Arbre (T) :
Debut
Pour tout i 2 ensenble desracines:
Traiter_Fils(i) ;
Traiter _Fils (i) :
Debut
Si i estunefeuille Alors
A= stockage
Sinon
Pour j =1@an;:
Traiter_Fils(e; ) ;
Ai=ClasserFils(i) ;
Classer _Fils (i) :
Debut
Classerles Is dans I'ordre d§croissah de leur (Ae; i chy, );
Calcuer A; enutilisant la formule (3.3);
renvoyer(A;);

stockage=6

Fig. 3.2{ Exempe d'arbre d'assenblage constitu® d'un pgre et de trois "Is.

Consid@rors le cassimple donn§ dansla gure 3.2; I'algorith me 3.1 g§rarela sBquence
de traitement des Is (a-b-c) enactivant le pgreaprpsle traitement du dernier Is. Le pic
ainsi obtenu est§galp 190 (=50+50+90). Notons qu'en mettant par exemge le Is aen
dernier, le pic serait sup$§rieur (§galp 210=50+20+140).

La gure 3.3 illustre le comportemert de la m$§thode multifrontale en terme d'oc-
cupation de m&moire active avec et sars l'application de l'algorithme 3.1 p la matrice
THERMAL avecPORD [57] commetechnique de renum@rotation. On voit que sars |'al-
gorithme 3.1, le pic m@moire ne cessed'augmener au cous de la factorisation, alors
gu'avecl'algorith me, le pic est plus faible et atteint plus tdt.

3.4.1.2 Algorithmes basfis sur l'anticipation du pgre

P._.
Cependant, nous pouvons corstater que sur lesarbrestr gslarges(ou };1”' ch,, peu
etre grand), la variante de l'algorith me de Liu va donner un pic m§moire qui peut &tre
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Fig. 3.3{ Impact de l'utilisation de l'algorith me 3.1 sur le comportemert de la m§thode
multifron tale parallgle dans le casde la matrice THERMAL avec PORD.

grand. Pour cette raison, Liu a exp@riment® dans [41] une strat§gie corsistart g pré-
allouer le ppre juste avant de commercer le traitement de son premier Is. De cefait, le
bloc de cortrib ution produit par le " Is estdirectemert asserbl® dans le pgre. Ainsi, cette
strat®gie permet d'®viter de stocker les blocs de cortrib ution en m&moire. La m&moire
active nfcessairau traitement d'un n%ud est alors d§ nie par la formule suivarnte :

A = _mlax(Aei.j + stockage) (3.5
J=1:n; '

Cependant, cette strat§giea I'incorv@nient d'impliquer une chatne de n¥auds actifs
dans l'arbre et donc d'avoir plusieus n%uds simultan®men en mg§moire. Ainsi, sur des
arbres profonds, les r§sdtats pewernt €tre mauvais en comparaison de la variante de
l'algorith me de Liu.

Il est p noter qu'il est posside d'am@liorer le processs de pr§-allocation du ppre
propod® par Liu. En e®et,l'occupation m&moire peut etre am@liorie en di®&rart I'allo-
cation du ppre aprpgsle traitement du premier Is. En utilisant les notations intro duites
plus haut, la m§moire active ncessaireau traitement d'un n¥ud est alors d§ nie par la
formule suvante :

Ai = max(Ae, ,; stockage + cbei_l;,mzax(Aei.j + stockage)) (3.6)
’ " i=25n; '

D'autre part, sil'assenblagedu premier Is estfait ®ur place , la taille dela m§moire
active deviert :

A= max(Aei.l;stockage.;_rnzar?((Aei.j + stockage)) (3.7)
' J=2:n; '
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Dans ce cas, le secomnl terme du max dans la formule (3.7), stockage;, est|a pour le
casodi n'a gu'un sed Is. En e®et,dans cecasparticulier, le pic m§moireest obtenu soit
pendant le traitement du " Is et de sonsouws-arkre, soit pendant le traitement du ppre.

Lemme 3.1. Soiti un n¥udave n; Is. Si9j telquel<j 6 n; etA, 6 A, , alors
#changerles positions du premier Is et du j P [s naugmentepas le pic du pgre, qu'il
soit d§ ni par la formule (3.6) (assemblagelassique)ou par la formule (3.7) (assemblage
sur-plae).

D&monstation. Sil existeun Isj tel que A, 6 A, , alorsen§dhangeart lespositions
du premier Is et du jB™ le terme max;=z n, (Ae; + Stockage) dans la formule 3.6 ne
peut pas augmerter (Ae,; 6 Ag; ). Notons le pic initial (i.e. avant permutation des
deux 1Is) Pini et le pic aprpsla permutation du premier et du j"™¢ IS Pyerm. Le terme
correspndant au s trait § en premier dans la formule 3.6 ne peut pas &tre sup§rieu g
Pinit VU que dans le calcu de Pyt , Aei;j appara®t dans max =z, (Ae,; + stockage). ¥

Th @orpme 3.1. Soiti un n¥udaves n; Is. La formule (3.6) est minimale quandle s
ayant le plus gros besoin m§moire (A, ) esttrait® en premier (i.e. avant |'allocation du
pgre).

D&monstation. Soit i un n¥sud et soit ¥%une permutation des Is donnant un pic mg§moire
minimal. Remarguwns tout d'abord que l'ordre des Is aprgsl'activation du pgren'in°ue
passu le pic m&moire (voir le troisipmeterme dans (3.6) et (3.7)). Nous dewvons prouver
le thormeuniquemert dansle casou Ae,, ,, < max; (Ae; ), car pour le casol Ae,,, ,, =
max(Ae, ), la preuve esttriviale. Dans le casou Ae,,, ,, < max (Ae; ) = Ae, , Permuter
les s ayant pour positions (1) et k ne peut pasaugmerner le pic d'aprgsle lemme3.1
Ainsi, une con guration optimale est®galemen obtenue enplaeart le Is e, enpremigre
position. (Il estp sigraler que dans cecas,il y avait au minimum deux Is ayant un co0t
m&moiremaximal §galp A, ; sinon, le pic aurait diminu§enplasart le Is e, enpremier
et ¥ ne pouvait pas etre une permutation optimale.) Pour r§sumer, une permutation
optimale est donc forcEmen obtenue en plasart le |Is ayant le plus gros pic m§moireen
premier. ¥

S nous corsid§rors le casde l'arbre donn§ dans la gure 3.2, la strat®gie corsistart
g appliquer le th@omme 3.1 va produire l'ordre des Is (a-b-c) avec une allocation du
pgre aprgs le premier Is, en l'occurence a. Le pic de m§moire active obtenu dans ce
casest de 180 (=60+120 obtenu lors du traitement du Is b) alors que dans le casde
I'algorith me 3.1 le pic §tait §galp 190.1l estp noter qu'en classan les Is dans I'ordre (a-
b-c) et enactivant le ppreaprpsle seconl s, c'est-@rdire b, un pic de 170(=50+120) est
obtenu. Ceciillustre le fait qu'une stratg§gieinterm@daire ertre l'allo cation systfmatique
du pgre aprpgs le premier Is et I'algorithme 3.1 peut donner des r§sutats de meilleure
qualit® par rapport p cesdeux strat®gies.

Dans cequi a pr&did#, nous nous sommesnt®res§sau casoy I'assenblagedu dernier
~Is avant l'activation du ppre §tait r@ali$ avec le processs standard. Les di®§rertes
preuves pewern etre §tendues aifmert au cas ou l'assenblage de ce dernier Is est
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fait ®ur place . Ainsi, l'utilisation du th§omme 3.1 et de son §quivalert dans le cas
de I'assenblage sur place du dernier |s avant I'activation du pgre g chaque niveau de
I'arbre permet d'avoir un pic optimal sous cesconditions (pgre allou§ aprgsle traitement
du premier Is). Dans la suite du chapitre, nous appellerors les deux strat®§giesd§crites
ci-dessis activation anticip§e du pgre et activation anticip§e du pgre, ®sur place .

Dans la Section 3.5, nous g&rraliserors cette approche en allouant le ppre aprgsle
traitement d'un nombre arbitraire de Is; nous nous int®ressos maintenant au casde la
m&moiretotale.

3.4.2 M@&moire totale

Tout commece qui a §t§ fait pour la m@moire active, il est posside de minimiser la
m@moire totale avec une approche badtesur le th§ommede Liu pr8sen® dans la partie
prédidente. Ainsi, Dans ce cadre in-core, il est n§cessairede prendre en compe la m§-
moire correspndant aux facteus pour la g&rration du parcous optimal. La principale
di®8rerce ertre la minimisation de la m&moire totale et celle de la m&moire active pro-
vient du fait que chaque n¥ud produit, en plus de sonbloc de cortrib ution, desfacteus
qui doivert &tre pris en compte. En e®et,en corsid§rart lesy; (resp. x;) comme§tant
Bgax pch, + fo, (resp Te, ) dansle th§ommede Liu, il appara’t que classerles Is
dans I'ordre d§croissah de leur Te, | (ch,, + fe, ) donne un parcous optimal enterme
d'occupation m@moireT;. Il sutt alorsde classerles Is aveccecritprep tous lesniveaw
de I'arbre pour avoir une occupation mg§moire optimale sur l'int®gralit§ de I'arbre (voir
l'algorith me 3.2). Tout commedans le casde la minimisation de la m§moire active, I'al-
gorithme estappliqu® en partant desfedilles et enordonnant p chaque niveaules |s dans
I'ordre donnant un pic optimal g ceniveay enl'occurence T, | (chy + fe, ) dfcrois-
sarts, jusqup atteindre la racine de l'arbre. La seule di®§rerce notable avecl'algorith me
3.1 est qu'on doit classerles racines dans l'ordre d&croissah de leur T; | f;. En e®et,
guand le graphe de tadche assai® p la matrice est compos de plusieus arbres, il faut
prendre en compte les facteurs produits par chaque arbre de manigre g minimiser le pic
m@moiresur l'int§gralit® du processs de factorisation.

Dans cequi suit, nous allons proposerun processs de parcous d'arbre interm$§daire
ertre le sh&ma standard (i.e. ppre allou§ aprgstous ses Is) et la strat§gied'activation
anticip®edu ppre.

3.5 M@&moire active : gestion optimale de I'occupation
m&moire
Comme expliqu® dans les parties prgdidentes, ni le sh§mastandard (i.e. pgre allou§

aprpstous ses Is) ni la strat®gied'activation anticip@edu pgre ne donnernt desr@sutats
satisfaisars pour toutes lestopologiesd'arbres possildes. Cependant, il estpossilde d'al-
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Algorithme 3.2 Algorith me optimal pour la minimisation de la m&moiretotale.
R®ordonner _Arbre (T) :
Debut
Pour tout i 2 ensenble desracines:
Traiter_Fils(i) ;
Classerlesracinesdans l'ordre d§croissah de leur (T; j f;);
Traiter _Fils (i) :
Debut
Si i estunefeuille Alors
T;=stockage
Sinon
Pour j=1g@an;:
Traiter_Fils(e; ) ;
T,=Classer Fils(i) ;
Classer_Fils (i) :
Debut
Classerles Is dans I'ordre d§croissah de leur (Te, i (cky, + fe;));
Calculer T; en utilisant la formule (3.3);
renvoyer(T;);

louer le pgre aprps avoir trait § un sows-ersenble de ses Is. En e®et,cette strat§gie est
plus soyle que cellesd§crites préddemmen.

ftant donn® un n¥%ud et ses Is dans l'arbre d'assenblage. Supposors que le ppre est
activ® (i.e. allou en m@moire)juste aprpsle j ™ Is, nous d§ nissors alorsp= j comme
§tant la position p laguelle le pgre est allou§. De plus, commemontr§ dans la gure 3.4,
nous d§ nissors E; comme#®tant I'ensenble des s trait §savant l'activation du pgre et
E; commettant I'ensenble des Is trait §saprgsl'allo cation du ppre.

n, = B comme
illustr§dansla gure 3.4. Jusqup I'allo cation de du pgre, le pic m§moirepeut etre obtenu
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enutilisant la formule (3.1) (section3.2) sur I'ensenble E;. De plus, la taille dela m&moire
active requise pour traitement de chacun des Is appartenant g E, estdonn§epar :

max(stockage, + max (Ae; ))
j=ptlin; '

Il estimportant de signaler que cette formule est d&rivede la formule (3.6).

Ainsi, la m&moire active nfcessairau traitement du sous-arbre dont la racine et le
n¥%ud i estalors:

X 1
Ai = max(max(Ae, + ch, );
i=lp ' k=1 ’

xXP
stockage + chy, ; (3.8)

j=1
stockage + max (Ag, ))
j=ptl;n; h

Lemme 3.2. L'ordre des Is sur I'ensembleE, n'a pas d'in°uence sur le pic m§moire.

D&monstation. La preuve esttriviale vu que stockage; + max =p+1 0, (Ae; )) Ne dépend
pasde l'ordre des Is dans E;. ¥

Lemme 3.3. Soitj un n%ud Is appartenant p E;. Si A; estinf@rieur ou §galp r_r;gx(Ai),
| peut etre d8pladd de E; vers E;, sansaccrcftre le pic.

D&monstation. Le fait d'enlever le n%aud j de E; n‘augmerte pasle pic sur cet ensenble.
De plus, commeA; estplus petit que r_ggx(Ai), le pic de E; ne cré®t pasnon plus. ¥
12E2

Th §orpme 3.2. Soiti un n¥audet soiente;.; :::e.,, sesIs. Un pic m&moire optimal est
obtenuen appliquantl'algorithme suivant :

.....

donnerles Is dansE,; (ordre d§croissantde A, i ch, );
D& nir E = (Q;k)k=j+1;:::;ni ;
Calculer la valeur de A; en utilisant la formule (3.8);
Si A; est plus petit que la valeur minimale de A; calcule dans une desit§rations
prédidentesA lors
P=1];
sauvegarder l'ordre courant des’Is ;
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D&monstation. Soit i un n¥%ud et ¥ un ordre optimal des Is en terme de taille de
m&moireactive. Supposors que i estallou§ aprpsle p*™ Is dans I'ordre donn§ par % La
permutation 32 obtenue en classanm les Is appartenant g E, dans l'ordre d§croissah de
leur A; estoptimale (lemme 3.2). Si 9k 2 E; tel que A¢ 6 rBSZX(A‘)’ la permutation 34°

obtenue end@placart le Is k de E; versE, estaussioptimale (lemme 3.3). Ainsi, il existe
une permutation optimale 3% telle que LgiEn(Ak) > rl'ggx(Ak) obtenue en r§pitant |'@tape
1 2

prédiderte.

De ce fait, une permutation optimale des Is peu &tre calcu®e en classan les Is
dans l'ordre d§croissah de leur A; respectifs et en dfterminant la meilleure position
pour activer le pgre p. Cecipeu &tre fait en essgant toutes les positions possildes pour
l'activation du ppre et en sBlectiomant celledonnant le pic minimal. Il estimportant de
signaler gu'entre chaque it§ration de la recherche de la position d'activation du ppre, les
~Is appartenant p E; sort clas$sde manigre g minimiser le pic m&moiresur cet ensenble
(en appliqguant la variante de l'algorith me de Liu). Ainsi, la recherche de la meilleure
position pour l'allocation du ppgre est faite au maximum en n; §tapes. ¥

Notons qu'a chaque it@ration du processs dfcrit dans le th§omme 3.2, un s est
dgplack de E; versE;. Ce dernier estle " Is appartenant g E, dont le pic (Ag, ) estle plus
grand. Un processi §quivalent corsisterait p d§placer g chaque it@ration I'§lmert ayant
le plus petit pic de E; versE,. L'int§rét de cette approche estqu'en utilisant le lemme3.3,
nous pouvons obtenir un critpre d'arrét permettant de ne pas tester toutes les positions
possiddes pour I'activation du pgre.

Du point devuedel'impI§menation, il n'est d'autre part pasn§cessairele r§ordonner
les Is appartenant g E; p chaque it®ration. Ainsi, I'algorith me suivant, dans lequel une
permutation pr§-calcu$epeut permettre de choisir excacemen lesnuds ayant lesplus
petits A, dans E;, peut &tre appliqu :

E=;
p=ni
Classerles Is appartenant p E; dans l'ordre d§croissah de leur Ag, i cly,
Calcuer A; en utilisant la formule (3.9
Min = A,
R&p@ter
Trouver g; tel que Ae, = nélln Ae,

E.= Enfe;g

E=E&E[ fe;g

p=pi 1l

Calculer A; en utilisant la formule (3.8

Si A6 MIN Alors
Sauvegarcer la valeur de p ainsi que la composition de E; et E;
Min = A

jusqu' p ce que p=1ou A; > Min
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La condition de terminaisonA; > Min, oy Min repr§sere la valeuwr minimale du pic
m&moiresur I'ensenble des Is, estmotiv@epar le fait gu'une croissarce du pic globale ne
peut &tre due qu'au terme correspndant g E, dans la formule (3.8). Ceciest d( au fait
gue l'algorith me d§place des€mers de E; versE; et que donc il peut augmerter le pic
sur le deuxipmeensenble. De ce fait, tant quiil n'y a pasdaugmeration du pic global,
l'algorith me cortinue g transfrer des§§meris du premier ensenble versle secoml.

En n, enappliquant le th§oprme3.2 p chaque niveaude I'arbre dans un processis de
remort§epartant desfedilles, on obtient I'algorith me 3.3,

Algorithme 3.3 R&ordonnancemen optimal pour la minimisation du pic de mg§moire
active.
R®ordonner _Arbre (T) :
Debut
Pour tout i 2 ensenble desracines:
Traiter_Fils(i) ;
Traiter _Fils (i) :
Debut
Si i estunefeulle Alors
A= stockage
Sinon
Pour j =1@an;:
Traiter_Fils(e; ) ;
A;j=Classer Fils(i) ;
Classer _Fils (i) :
Debut
D&terminer p, la position d'activation du pgre, et l'ordre des Is en utilisant le th§o-
reme3.2;
Calculer A; en utilisant la formule (3.9);
renvoyer(Aj);

3.6 Optimisation de la m&moire totale

Dans cette sectionnous nous int§ressos g la minimisation de la m§moiretotale, pour
laquelle g la fois la m§moireactive et lesfacteurs doivert €tre pris encompte. Tout comme
cequi a §t® prEsen® dans la sectionpr@didene pour la minimisation de la mg§moireactive,
il est possille d'anticip er I'activation du pgre g une position autre que celle utilis §edans
l'algorith me 3.2

Soit i un n¥ud de l'arbre d'assenblage. Nous allons utiliser les mémesd§ nitions
gue cellesutilis§esdans la section pr@diderte pour les ensenbles E; et E,.. Le pic de
m&moiretotale pour I'ensenble E;, avant I'allo cation du pgre,estobtenu en appliquant la
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formule (3.3) aux Is appartenant g cet ensenble. De plus, la taille de la m§moiretotale
n®cessairgour traiter lesn¥uds appartenant p E, estdonn§epar :

xXP X1
stockage + fe, + max (Te, + fe,)
. ’ j=ptlin; ’ '
J:]_ k=1
En e®et,lorsquun n¥%ud appartenant p E, esttrait § la m§moirecortient lesfacteus

produits par sesn¥uds frgresd@ja trait §s.Dans la formule pr&diderte, il estp noter que
Te, inclut fe, de telle sorte que lesfacteurs du dernier Is sort pris en compte dans la
formule.

Finalemen, la taille de la m&§moiretotale n§cessairgour le traitement dei estdonn§e
par :

X 1
Ti = max( mlaX(Teivj + (Cb':‘i'k + fei-k ))!

j=lp 7 ’ ’
k=1
xXP

stockage + (Chy, +fe, ), (3.9)
j=1

x 1

stockage + fe, + max (Te, + fe,))
. ’ j=ptlin; ’ '
j=1 k=p+1

Nous d& nissors alors P, (resp. P,) comme §tant I'espace m§moire ncessaireau
traitement de tous les n¥%uds appartenant p E; ainsi que pour I'allocation du pgre (resp.
I'espace m§moire n§cessaireau traitement de tous les n%uds appartenant p E;). Ainsi,
NOus avons :

N1
P, = max(mla'X(Tei'j + (Cbéi-k + fei'k ))’
ji=1p 7 ’ ’
k=1
o (3.10)
stockage + (ck, +fq,))
j=1
xXP X1
P, = stockage + fe;, + max (Te, + fe,) (3.11)
. Tooj=pring '
j=1 k=p+1

et:

Ti = max(P1; P,) (3.12)
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Lemme 3.4. Suppsonsconnus la position p pour l'activation du pgre et les ensembles
E; et E contenantlesn¥uds Is trait§sresmgctivementavant et aprgsl‘al location du pgre.
Ordonner les Ts appartenant g E, dansl'ordre d§croissantde leur T, | (chky, + fe, )
respectifs donne un pic de mg§moire totale minimal sur E;. De plus, Ordonner les Is
appartenant E; dans l'ordre d§croissantde leur Te, i feo; respgctifs donne un pic de
m&moire totale minimal sur E.

D&monstation. Pour E; voir la section3.4.2 En ce qui corncerre E,, cersudtat estune
cornsquence directe du th§omme de Liu (voir la section 3.4.1.). En e®et, en posan
Xj = Te, ety = fe, il appareft que I'occupation mEmoire optimale sur E; est obtenue
en classam lesn¥uds " Is dans l'ordre d§croissah de leur Te, | fe, respectifs. ¥

Lemme 3.5. Supmsonsquel'occupation m§moire maximalesur I'ensembleE, estobtenue
pourle Is jo, p+ 1- jo- nj. En d'autrestermes,P, = P(jo), OU :

_ X i 1
PZ(J 0) = StOCkagQ + fei;j + Tei;j 0 + fei;k
j=1 k=p+1
- (3.13)
= stockage + fey + Tey,
k=1

Alors, pour toute con guration (E;; E;) telle que e, apmartient g E; nous avons:
P2, P2(jo)

D&monstiation. Supposors que I'on d§placeun §§men e;, 6 e, de E; versE :

i) S j1 < jo, la valeur de P, ne change pas (la valeu de la deuxigme ligne de la
formule (3.13 ne change pas).

i) Sij1> jo, lavaleur de P, vacrcftre vu quele termefe; vas'additionner g l'ancien
pic (deuxipmeligne de la formule (3.13).

¥

Lemme 3.6. Htant donr un ensembles; . L'insertion d'un #@mente; , dansE; ne peut
pas faire dfcrcttre le pic sur cet ensemble.En d'autres termes, si P? reprisentele pic
m@moire sur E; (allocation du pgre incluse) aprgsinsertion dee;;, alors: P?  P;.

D®monstation. Triviale (voir la formule (3.10). ¥

Th§orgme 3.3. Soit un n¥%udi ave n; Is. L'algorithme suivant produit un ordre de
parcours qui donneun pic de mgmoire totale T; optimal :

Classerles s appartenant g E, dans un ordre corforme au lemme 3.4;
Calculer T; = P, enutilisant la formule (3.1]) ;
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R&ptter P
Trouver g, 2 E tel que P, = stockage + 12, fe, + Te, , (formule (3.13);
E=E&[e,E=Ene,etp=p+l;
Classerles Is appartenant p E; et E; dans un ordre corforme au lemme 3.4;
Calculer Py, P,, et T°= max(Py; P,);
Si T°6 T, Alors
Sauvegarcer la valeur dep, E;, et E;
T = Tio;
jusqu' pceque p=n;ou Py, Py

D&monstation. Etant donn®un n¥.ud i, considrorsla con guration Cq suivante : E; = ;,
T, le pic de m&moire totale pour le traitement de i et de ses Is. Pour Cy, nous avons
T = P, oy P, reprsere le pic de m§moiretotale observ lors du traitement de tous les
nYauds s appartenant g E; (voir la formule 3.11). Dans ce qui suit nous considgrons que
les®§@merns de E; et E;, sort r@ordonn§savecun ordre pour minimiser le pic de m§moire
totale sur chacun de cesdeux ensenbles (voir le lemme 3.4). D'aprgsle lemme 3.5 la
seue possiblit § de diminuer le pic de m§moiretotale T; estde d§placer|'§§mert e, de
E; versE;. Notons TP le nouveau pic obtenu avecla con guration oy I'§8mert e, a §t®
dgplack de E; versE;. Le pic pouvant crcftre ou d§crdtre, I'op§ration de d§placemen du
Is pour lequel le pic est atteint dans E, de cet ensenble vers E; doit etre r§ptfe. Le
processs s'arréte alorslorsque E, estvide ou que P, estsup@rieur g P,. En e®et,dans ce
dernier cas, ajouter un §lmen p E; ne peut pasfaire dgcr@tre le pic mgmoireT; = P,
(voir le lemme 3.6). De ce fait, l'algorith me donn§ dans le th§omme 3.3 va trouver la
con guration ayant le pic de m&moiretotale optimal. ¥

En n, l'application du th§omme 3.3 g chaque niveau de I'arbre dans un processs
de remornt$e d'abord produit un parcous optimal en terme de pic de m&moire totale.
L'algorith me 3.4 d§crit ce processs de ggnération du parcous optimal.

Remarque. Nousavonsutilis§le critpred'arrét P, , P,. Il faut noter quela condition
T2> T, n'est pas sutsante pour assuer que le pic optimal a §t§ obtenu. En pratique, il
peut en e®etarriver que le pic global augmerte lors du d§pacemen de e;;, de E; vers
E,, et diminue g nouveau lors d'une §tape future de I'algorith me. Un exempe pour s'en
convaincre est le suivant op le n¥ud parert i a trois Is:

S stockage = 100 ni=3

% Te., = 16Q fe, = 10Q
Te., = 140 fe., = 12Q

gTei;ﬁ 10, fes =5

. CQi;l = CQi;Z = CQi;3 = 5

Au d@part, les trois Is sort dans E,, et T, = 340 est atteint pour le Is e.,. Puis,
l'algorith me d€place e., de E, versE; ce qui conduit ﬁTiOZ 380> 340. Ensute, le fait
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de dgplacerle Is e.3 de E vers E; conduit g un pic m§moire §gal p 330, qui est aussi
l'optimal puisquon a alorsP; = Ps.

Algorithme 3.4 R®ordonnancemen optimal pour la minimisation de la m§moiretotale.
R®&ordonner _Arbre (T) :
Debut
Pour tout i 2 ensenble desracines:
Traiter_Fils(i) ;
Traiter _Fils (i) :
Debut
Si i estune feuille Alors
T,=stockage
Sinon
Pour j =1gan;:
Traiter_Fils(e; ) ;
T,=ClasserFils(i) ;
Classer _Fils (i) :
Debut
D&terminer p, la position d'activation du pgre, et I'ordre des Is en utilisant le th§o-
reme3.3;
Calculer A; en utilisant la formule 3.9;
renvoyer(T;) ;

3.7 Complexit® des algorithm es de minimisation de la
m&moire

Lesth§opmpmes3.2 et 3.3 prEsen®sprdidemmen pour la minimisation de la taille de
la m&moireactive et de la m§moiretotale respectivemen corsistert tout d'abords enune
ou plusieus phase(s)de tri suivie(s) par un ensenble de d§placemerts de n¥uds Is de
I'ensenble E; versE, ou inversemeh Si nous corsidgrons un n¥%ud i avecn; s, aprgs
lestris initiaux qui ont une compexit® en O(n;logn;), lesalgorithmesvont dgpacer des
®#®mens d'un ensenble versl'autre en recalcdant p chaque §tape le besoinm@moire de
la con guration courante. Ce dernier, le calcu du pic mgmoire, nfcessitde parcous de
I'int@§gralit$ des Is. De plus, il peut y avoir n; dgplacemerts ertre lesdeux ensenblesdans
le pire descas.De cefait, la compexit$ de cesalgorithmesesten O(n?). Cette compexit®
peu etre ramerfep O(n;jlog(n;)) dans le casde la minimisation de la m§moireactive, en
e®ectant une recherdhe dichotomique de la position d'allocation du ppgre.
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3.8 R8aultats exp®rimentaux

Dans cette section nous pr@semons des r§sutats expBrimertaux pour les algo-
rithmes3.3 et 3.4

Pour nos tests, nous avons utilis® le logiciel MUMPS®Ious avons impl$men$ I'algo-
rith me ainsi que les di®§rertes heuristiques dans la phase d'analyse de MUMP& nous
calcuons statiguemert I'occupation m§moire pour chacun des parcous de l'arbre d'as-
senblage. Dans ce simulateur, I'arbre est parcouu enremort§ed'abord (ce parcous est
celu utilis® p la factorisation) en gérérart les informations correspndant p chacun des
algorithmes/heuistiquesde manigre g avoir en sortie le pic m&moire. Ceci nous permet
d'analyser les r@sutats de chacun desalgorithmessars avoir p impl§mener le nouveau
processs multifrontal dans la factorisation num@rique elle-mémequi esttrpsli§eau lo-
giciel utilis®. Il estimportant de signaler que pour nos expriences,nous avons considgri
un stockage non-sym@triqgue des matrices frontales mémepour les matrices symtriques.

Nous avons utilis§ desarbres d'assenblagesg@r@ris par di®R§rertes techniquesde re-
num@rotation : AMD (Approximate Minimum Degre) [6], AMF (approximate Minimum
Fill) tel quimpl8men® dans MUMRP®ORD [52] et METIS [37]. Les problgmesuitilis §s
sort list§sdans le tableau 3.1 et sort num@rot¥sde 1 g 45. Une descrigion d@taill§ede
cesproblpmesest donn§edans I'annexe C. En n, les explrimertations ont §t§ faites sur
un n%ud de la macine IBM SP de I''DRIS ! qui o®resutsamment de m§moire pour
e®ecter la phased'analysede toutes cesmatrices (voir I'annexe C pour plus de d§tails).

3.8.1 M#@&moire Active

Lesr@sudtats desmesues e®ectespour chacune desmatrices avec les quatre tech-
nigues de renum@rotation sort donn§sdans la gure 3.5. Signalons tout d'abord que les
r@sdtats correspndant aux matrices 8, 9, et 10 ne sort pasdonn§isdans les guresmais
dans les I§gerdes (voir les Ifgerdesde la gure 3.5 pour desraisors d'§delle. Comme
prévu, nous pouvons obsener que l'approche optimale dcrite par I'algorith me 3.3 (nor-
malisgep 1) esttoujours la meilleure. Lesgains obtenus sort bons encomparaisondespics
obtenus par la variante de l'algorith me de Liu (algorithme 3.1) et I'activation syst¥ma-
tigue du pgpreaprpsle traitement du premier Is (section3.4.1.29. Nous pouvons constater
gue lesgains lesplus sign catifs par rapport g la variante de I'algorith me de Liu ont §t§
obtenus sur desarbrestr gslarges(les matricesGUPTA) pour lesqielsle stockagede tous
lesblocsde cortrib ution des Is avant I'activation du ppreesttrpscoOteux. De plus, nous
pouvons constater que suivant la technique de renum@rotation utilis §e,les gains pewernt
etre plus ou moins importants. Par exemge, l'algorith me 3.3 senble &tre relativemen
plus performart avec les arbres g&rris par AMD. Ceci peut &tre expliqu® par le fait
gu'AMD produit desarbres plutdt profonds avec des n¥uds de taille importante ayant
de grosblocs de cortrib ution sur le haut de I'arbre (voir le chapitre 2). De plus, dans le
casd'’AMD, le pic m&moire est sowert atteint dans une op$ration d'assenblage. Ainsi,

linstitut du D®wveloppemert et desRessourcesn Informatique Scierti que
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problgmessymitriques
1. 3DTUBE 9. GUPTA2 17. S3DKQ4M2
2. AUDIKW _1 | 10. GUPTAS3 18. S3DKT3M2
3. BCSSTK34 |11. MSDOOR 19. SHIP_003
4. BCSSTK38 12. M_T1 20. STRUCT4
5. BMWCRA_1 | 13. NASA1824 21. THREAD
6. CFD2 14. NASA2910 22. VIBROBOX
7. CRANKSG2 | 15. NASA4704
8. GUPTAL 16. OILPAN
problgmesnon-synmtriques
23. AF23560 31. LI 39. TWOTONE
24. BIG 32. MCHLNF 40. ULTRASOUNDS3
25. CIRCUIT_4 | 33. MIXING _-TANK | 41. VENKAT50
26. EPB3 34. ONETONE1 42. WANG1
27. GARONO2 35. PRE2 43. WANG3
28. GRAHAM1 36. RMA10 44. XENON2
39. GRID48 37. SAYLR1
30. INVEXTR1 |38. THERMAL

Tab. 3.1{ Matrices de test.

I'anticipation de l'allocation du ppre peut potertiellement diminuer le pic. A l'oppost,
aveclesarbres ggréspar METIS, l'algorith me 3.3 donne pour beawouwp de castestsle
mémepic mEmoireque celu de la variante de I'algorith mede Liu. Ceciestprincipalemert
du pla r@guarit € et le bon §qulibre desarbres produits par METIS (voir le chapitre 2).
De plus, dans le casde METIS, le pic est sowert atteint dans le haut de l'arbre opu
gBrralemen la sommedestailles desblocs de cortrib ution des Is est plus petite que la
taille du ppre.

En n, encequi concerre AMF et PORD, I'algorith me 3.3donne sowert un pic proche
de celu donn® par la variante de l'algorith me de Liu. Cecipeut &tre expliqu® par le fait
gue cesalgorithmesde renum@rotation produisert des arbres trgs dg€qulib r§s avec de
petits nauds et de petits blocsde cortrib ution, dans lesquelsl'anticip ation du pgrene va
pas diminuer le pic.

Il estimportant de signaler que pour lestous casde test, l'algorith me 3.3 est meilleur
gue les deux autres approches. Ceci illustre que la sowplesseconcernant I'activation du
pgre introduite par l'algorith me peut &tre b§r que.

3.8.2 M#@&moire totale

Lesr@sutats desmesues e®ectespour chacune desmatrices avec les quarrestech-
niques de renum@rotation sort donn§s dans la gure 3.6. Nous comparons dans cette
~gure lestrois algorithmessuivarnts :
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(8) AMD. Les gainsde l'algorithme 3.3 par rapport g
l'algorithme 3.1 sort §gaux g 14.5, 10.1 et 14.5 pour
les matrices 8, 9, et 10, respectivemert.
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(c) PORD. Lesgainsde l'algorithme 3.3 par rapport g
l'algorithme 3.1 sort §gauxp 86.7,18.1, et 19.0 pour
les matrices 8, 9, et 10, respectivement.
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(b) AMF. Les gains de l'algorithme 3.3 par rapport p
l'algorithme 3.1 sont §gauxp 10.9,9.4 et 1.2 pour les
matrices 8, 9, et 10, respectivemert.

Matrice

(d) METIS. Lesgainsde I'algorithme 3.3 par rapport
g l'algorithme 3.1 sort §gauxp 27.2,17.5,et 19.6 pour
les matrices 8, 9, et 10, respectivemen.

Fig. 3.5{ Comparaisondespics de m&moire active mesu@sertre l'algorith me 3.3 (nor-
malis§ g 1), la variante de l'algorith me de Liu, 'activation anticip §edu pgre.
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{ L'algorithme 3.2, c'est p dire I'algorith me optimal pour la minimisation de la m§-
moire totale dans le sh$mastandard de la m&thode multifron tale.

{ L'algorith me danslequel le ppreestsystmatiquemen allou§ aprgsle traitement du
premier Is. Cesderniers sort clas§sdans lI'ordre d&croissah de leur Te, i fey.
Nous appellerors cet algorithme : algorithme d'allocation anticip®e du ppgre.

{ L'algorithme 3.4

Signalons tout d'abord que tout commepour le casde la minimisation de la mg§moire

active les r§sudtats correspndant aux matrices 8, 9, et 10 ne sort pas donn§s dans les
~gures mais dans les Igerdesde la gure 3.6. De plus, il estp noter que dans le casop
le graphe de la matrice est corstitu® de plusieus arbres, nous mesuons le pic m&moire
sur l'arbre le plus co0teux. En e®et,la minimisation de la m§moire totale dans ce cas
passepar une minimisation intra-arbre (en appliguant I'heuristique voulue) suvie d'un
classemendesarbresdans l'ordre d§croissandeleur T j f (voir la section3.4.2.

Nous pouvons constater que I'algorith me 3.4 donne toujours les meilleurs r§sutats.
De plus, nous pouvons corstater que l'algorith me d'allocation anticip®e du pgre a sur
un grand nombre de cas une performarce §quvalente g celle de l'algorithme 3.4. Ceci
peut etre expliqu® par le fait que I'accumulation des facteus pendant le parcous de
I'arbre ne laissepas beawouwp de libert® g I'algorith me 3.4. Ainsi, I'algorith me d'alloca-
tion anticip®edu pgre produit un ordre optimal dans le haut de I'arbre pour un certain
nombre de couples matrice, algorithme de renum@rotation. En n, nous obsenons que
l'algorith me 3.2 (sars pr§-allocation du pgre) donne des performancesmoins bonnesque
cellesde I'algorith me 3.4. Ceciestprincipalemert d0 au fait que le ppreestasserbl§, pour
l'algorith me 3.2, aprgs que tous ses Is aiert §t§ trait §s. De ce fait, g chaque niveau de
l'arbre, les blocs de cortrib utions s'accunulent avant I'activation du pgre, ce peut avoir
un e®etn@gatif sur le pic de mgmoire totale. L'illu stration de ce ph§nomgne peut &tre
observgedans le casdesmatrices 8, 9 et 10 pour lesqiellesles arbres correspndant sort
trpgslargesce qui implique le stockaged'un nombre important de blocs de cortrib ution.

3.9 Minimisation m@moire : assemblage ®sur place

Dans cette section nous d§crivons des variantes des algorithmes d§crits prédidem-
mert. Nous supposors que l'assenblage du dernier Is, le p™ "Is, avant I'allocation du
pgre est fait ®ur place dans la matrice frontale du pgre. Ainsi, la zone m&moire cor-
respondant au bloc de cortrib ution du p*™€ " Is recowre la zore de stockage du n¥sud
pgre. En pratique, ce sthma est impl&meriation-d§pendant, certains codes permettent
ce gerre d'assenblage alors que d'autres ne le permettert pas.

3.9.1 M#@®&moire active

Nous nous plasons dansle cadre ol I'assenblagedu bloc de cortrib ution correspndant
au dernier Is avant l'allocation du ppre est fait ®ur place . Ainsi le besoinen m§moire
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respectivemert.
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(c) PORD. Les gains par rapport p l'algorithme 3.2
sort §gauxp 26.08,8.95 et 8.09 pour les matrices 8, 9,
10, respectivemert.
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(b) AMF. Lesgainspar rapport g l'algorithme 3.2 sort
figaux p 4.26, 4.30 et 1.25 pour les matrices 8, 9, 10,
respectivemert.
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(d) METIS. Les gains par rapport g l'algorithme 3.2
sort §gauxp 9.99, 7.30 et 3.61 pour les matrices 8, 9,
10, respectivemert.

Fig. 3.6{ Comparaisondes pics de mg§moiretotale ertre l'algoritme 3.4 (optimal, nor-
malis§ p 1), l'algoritme 3.2, et I'allo cation anticip®edu ppre.
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active d'un n¥ud i de l'arbre estdonn§ par la formule suivante :

M 1
Ai = max(max(Ae, + ch, );
i=lip ' _ ’
k=1
Xt 3.14
stockage +  ch,, ; (3149
j=1
stockage + max (Ae, ))
j=ptl;n; '

La pringipale di®8rerce entre cette formule et la formule (3.8) vient du terme
stockage + }0‘:11 ch,, . En e®etcette di®Brerceestdue pnotre hypothgsesur 'assenblage
du bloc de cortrib ution correspndant au p*™¢ Is.

La concegion d'un algorithme qui minimise la m&moire active avec cette nouvelle
hypothpseest §quvalerte p ce qui a §t§ fait dans la section3.5. La principale di®§rerce
provient de la recherche de I'ordre optimal sur I'ensenble E;. En e®et,pour les §Emerns
appartenant p cet ensenble, nous dewvons utiliser 'algorithme de Liu [41] pr&sen® dans
la section 3.4.1.1qui produit un ordre de traitement des Is optimal avec I'hnypothpse
que lI'assenblagedu bloc de cortrib ution du dernier " Is avant I'activation du pgre est fait
®sur place . Ainsi, nous dewons classerles |Is appartenant g E; dans l'ordre d§croissan
de max(Ag, ;stockage) j chy, . Il sutt alors de modi er l'algorith me 3.3 pour que les
~Is appartenant p E; soiern clas$§sdans cet ordre.

Dansla gure 3.7 nous donnons lesr§sutats desmesuesde la taille de la m§moireac-
tive en utilisant le nouvel algorithme (algorithme 3.3, ®ur place ). Nous avons comparer
lesr@sutats obtenus avec:

{ L'algorithme de Liu dans le casop l'assenblage du bloc de cortrib ution du der-
nier Is estfait ®ur place . Nous noterons cet algorithme (Liu, ®ur place ). Une
descrigtion de cet algorithme est donn§edans la section 3.4.

{ L'algorithme d'activation articip®e du ppre, ®u place pr&sen® dans la sec-
tion 3.4.1.2

{ L'algorithme 3.3 tel que prsen® dans la section 3.5 (I'assenblage du dernier " Is
avant l'allo cation du pgre n'est pas faite ®sur place ).

Nous pouvons corstater que desgains sign catifs peuvert @tre obtenus par rapport
g la version originale de l'algorith me 3.3, En e®et,avec le nouvel algorithme, les gains
dus p I'assenblage ®sur place du dernier Is avant l'activation du pgre vont modi er
le parcous global de I'arbre en autorisant les n¥auds pgre p etre activs plus tdt. Ceci
expliqgue pourquoi les gains d§passem le coot m§moiredu plus grosbloc de cortrib ution
de l'arbre d'assenblage.
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Fig. 3.7 { Comparaison des pics de m&moire active ertre algorithmes ®u place et
l'algorith me 3.3. La m§moireestnormalisep la valeu du pic mgmoiremesu® enutilisant

la version®sur place de l'algorithme 3.3,
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3.9.2 M#@&moire totale

Tout commedans le casde la m&moireactive, si l'assenblagedu bloc de cortrib ution
du dernier Is avant l'activation du ppre (pP™® " Is) est fait ®sur place , la taille de la
m@moiretotale n§cessairau traitement d'un n¥%ud i estdonn§epar :

3 N 1
T, = max mflx(Tei_j + (ch, +fe, ));
ji=lp- 7 ' ’
k=1
X1 xP
stockage + ch, + fey, ; (3.15)
j=1 j=1
X 1
stockage + max (Te; + fe,)
j=ptlin; ’ k= prl ’

La principale di®grerce ertre cette formule et la formule (3.8) (cas standard) vient
du calcd du pic de mg§moiretotale pour I'ensenble E;. En e®et,dans le secom terme du
max dans la formule 3.15 le bloc de cortrib ution du p®™¢ Is n'est pas pris en compe
lors pour le calcu de la taille de la m§moiretotale n§cessairqa I'assenblage du pgre.

En ce qui concerre le th§omme 3.3 il est possibde dans le cade ®uw place de
I'Gtendre. En e®et,la sede di®§rerce, tout commedans le cas de la minimisation de
la m&moire active (voir la section3.9.7), vient de I'ordre de traitement des |s apparte-
nant p E;. Ainsi, l'ordre introduit dans le lemme 3.4 n'est plus optimal dans ce nouveau
cade et il estn§cessairale girrer un ordre qui minimise I'expressionsuvante :

X 1
P1= max( .mlaX(Tei-j + (Cbii-k + fei'k ))r
j=Lp- ’ ’
k=1
K1 xXp
stockage + ch, + fey)
k=1 k=1

oy P, reprsette le pic sur I'ensenble E; en prenant en compe l'allocation du ppre.
Il est p noter que I'expressionde P, peu etre r§crite de la manigre suivante :

3 X 1
P1 = max max(Te, + (ch, +fe,));
= k=1 | |
& X
r[lfl_x(stockaga + ch, + fey)
=P k=1 k=1
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ainsi :

Pi= mfpp( (ch, + fe, )+ max(Te, ;stockage + fe, )
k=1

Cette transition dernigretransition est expliqu§epar le fait que si le pic m§moire est
atteint lors du traitement de I'un des s, la valeu du terme max(T, ;stockage + fe, )
seratgalep Te, . Dansle cascortraire, c'estp dire que le pic mgmoireestatteint au niveau
de l'assenblage du ppre, le pic seraatteint aprgsle traitement du dernier Is. Ainsi, la
valeu de max(Te, ;stockage + fe, ) sera®galep stockage + fe, . Il estimportant de
signaler que dans ce casles valeus interm§daires du pic mgmoire pour chacun des Is
sort forcEmern inf§rieures p celle obtenue aprpsle traitement du dernier Is.

En appliguant le th®omme de Liu (voir la section 3.4.1.1, nous obtenons que la
valeu minimale pour P; est obtenue en classan les |Is dans I'ordre d§croissan de leur
max(Te, ;stockage + fe, )i (chy, + fe, ) respectif (le th@ommeest appliqu® avecx; =
max(Te, ;stockage + fe, ) ety = chy, + fq, ).

De ce fait en utilisant lI'ordre d§crit pr@ddemmer pour traiter E; dans l'algo-
rith me 3.4, nous obtenons un algorithme qui produit un parcous donnant un pic de
m@moire totale optimal. Dans ce qui, nous appellerors cet algorithme algorithme 3.4,
®sur place .

La gure 3.8reprseme une comparaisonerire cette approche et :

{ L'algorithme d'activation arnticip®e du ppre, ®ur place dans lequel le ppre est
systBmatiquemert allou§ aprgsle premier Is. De plus les Is sort ordonn$s dans
I'ordre d§croissan de leur T, | fe; respectif.

{ Le sdh®ma multifrontal classigwe, dans lequel le ppre est allou§ aprgs que tous
ses Is aiert §t trait §s. De plus l'assenblage du bloc de cortrib ution du dernier
“Is est fait ®ur place . Ainsiles Is sort clas$®sdans l'ordre d§croissan de leur
max(Te, ;stockage +fe, )i (cky, +fe, ) respectif. Nous appellerors cet algorithme
ScHmaclassique ®sur place dansla gure 3.8

{ L'algorith me 3.4 dans lequel I'assenblage du dernier Is n'est pasfait ®sur place .
Cette comparaison permet d'apprcier I'imp act sur le pic mg§moire du m§carnisme
d'assentlage du dernier bloc de cortrib ution ®sur place .

Signalons que lesr@sutats correspndant aux matrices 8, 9, et 10 ne sort pasdonn$s
dans les gures mais dans les|germesde la gure 3.8 pour desraisors d'§delle.

Nous pouvons corstater que desgains pewert &tre obtenus par rapport g la version
originale de I'algorith me 3.4. De plus, nous pouvons constater que I'algorith me d'activa-
tion anticip®edu ppre, ®u place donne de moins bons r@sutats par rapport p cew de
I'algorith me 3.4. Cecipeut etre expliqu® par le fait que I'assenblage sur ®ur place du
bloc de cortrib ution du dernier Is permet permet de diminuer le pic m&moire g chaque
niveau de l'arbre. De cefait, I'algorith me 3.4 b§r§ cie sur le haut de I'arbre de plus de
sowplessepour g&rrer I'ordre optimal.
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(c) PORD. Lesgainspar rapport au Scgmaclassique,
®sur place sort §gaux p 28.42,9.21 et 8.34 pour les
matrices 8, 9, 10, respectivemert.
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(b) AMF. Lesgains par rapport au ScHima classique,
®sur place sort ®§gaux g 4.49, 4.74 et 1.44 pour les
matrices 8, 9, 10, respectivemen.
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(d) METIS. Lesgainspar rapport au ScHgmaclassique,
®sur place sort §gauxp 10.79,9.31 et 3.57 pour les
matrices 8, 9, 10, respectivemert.

Fig. 3.8 { Comparaisondu pic de m§moire totale pour plusieus algorithmes de par-
cous d'arbre. La taille m&moire est normalisge par rapport au rsudtat obtenu par I'al-

gorithme 3.4, ®sur place .
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3.10 Remarques

3.10.1 Pivotage num@rique

Quand il y a du pivotage num@rique, la structure du n¥ud pgre ne peut pas etre
comue avant le traitement de tous ses Is. En e®et, il peut arriver que la taille du
pgre croissedynamiquemert du fait de problgmesnum@riques ayant lieu au niveau des
~Is. Une soluion pourrait &tre d'allouer le pgpre avec une taille sup@rieure g celle prévue
statiquemert (10 % par exempe) pour palier les problpmesde pivotage. S cette taille
surestim@edu pprenesutt pas,il estpossible deredimensiomer le ppreenle rgallouant et
end§paean lesdonn§esdans cenouvel empacemen. Cette op§ration peut tre faite ®sur
place ou en utilisant une zone mg§moiretemporaire. Dans ce dernier cas,l'augmertation
de la taille m&moire requise pour le traitement de I'arbre ne d§passerapas en gérral
miaxstockage..

3.10.2 Extension parallgle

Lesr@sutats pr&semn®sdans cechapitre concermaiert le traitement sgquertiel del'arbre
assei® g la m§thode multifrontale. Dans le cas parallgle, les algorithmes pewert &tre
appligu@ssur les parties sBquentielles de I'arbre. Concernant les parties parallgles,dans
lesglellesles tacheselles-némesort sowen parallgles,l'algorith me seratr gs dg§pendent
de la gestionm&moireet de le gestiondu parall§lismede I'imp [§meration corsidgre.

Une approche g@rrale serait de modi er statiquemert la structure de I'arbre de ma-
nigre g insBrer desn¥uds  ctifs ertre un pgre est ses Is. Cesn%auds serort en ggriéral
de taille inf§rieure p celle du ppre. De plus, cesn%uds ne seraien pas \factorisables"
mais seraief juste utilis§spour I'assenblageinterm$@daire desblocs de cortrib ution des
n¥uds Is. Une autre approche corsisterait p anticip er I'allo cation du pgre en fonction
de critprespouvant &tre plus dynamiques.

3.11 Conclusion

Nous avons pr&semn® dans ce chapitre un algorithme visart la minimisation de la
m&moire utilis §e par la m§thode multifrontale. Dans le cas de la m&moire active, nous
avons pr@semn® un algorithme optimale pour la minimisation de la taille de la m&moire
active utilis§e par la m§thode. Cette approche est badge sur I'anticipation de certaines
tadchesdans le but de minimiser la mgmoire. Les r§sdtats exprimertaux présemn®sdans
ce chapitre ont permis de voir le potentiel de notre algorithme. Cet algorithme a pour
but d'etre utilis® dans un sh§mad'ex§cution out-of-core op les facteus seraien stock§s
sur disque d§sleur gBrération et op la minimisation de la m§moireactive prend tout son
Ssers.
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Concerrant le casin-core, il est nfcessairede minimiser la m§moire totale. De ce
fait, il est n§cessairale prendre en compte la taille desfacteurs pour la g&rration d'un
parcous d'arbre qui minimiserait la m§moire.Nous avons propodg un algorithme qui pro-
duit un parcous optimal enterme de pic de m§moiretotale. Desr§sutats expgrimertaux
satisfaisars ont pu &tre obtenus avec notre algorithme.

En n, nous avons §tudi§ I'extension de notre approche p desimpl§merations spici-
“quesayant certaines propri§tssur le comportemert m&§moire. |l est apparu que notre
approche pour la minimisation de la m&moireactive donne de trgsbons r@sutats dans le
casop l'assenblage du dernier " Is (avant I'allo cation du ppgre) peut &tre fait ®ur place
dans le n¥%ud ppgre.

Cette Btude n'ayant §t® nalisfequ'a la n de la thpse,une strat§gie comppte per-
mettant d'anticip er I'activation du pgre n'a pas §t% implmeri§eau niveaude ' §tape de
factorisation num@rique de notre ervironnemert d'exp®rimertation, MUMP &es r§sutats
deschapitres qui suivert utilisent ainsi le sthh®maclassiqte (sans pr§-allocation du ppre)
ou la m&moireest cependant minimis§een appliquant I'algorithme 3.1
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Chapitre 4

Sch®#ma parallgle pour la m@thode
multi frontal e

Aprpsles®tudesdu cassiquertiel prsemn®esdans leschapitres pr§diderts, nous nous
int®ressos au cas parallgle. L'objectif de ce chapitre est de d§crire la m&thode multi-
frontale parallpletelle gu'elle estimpl&men®edans la biblioth pgue logicielle MUMPEette
approche est baggesur une combinaisonde strat®§giesd'ordonnancemen statiqueset dy-
namiques que nous allons prsetrter. Ainsi, nous allons commercer dans la section 4.1
par d&crire le parall§lismedans la m&thode multifron tale. Puis, nous prsererons dans
la section4.2 les aspects statiquesde lI'ordonnancemen. En n, dans la section4.3, nous
d€crirons les ordonnanceus dynamiques utilis§spour la gestiondu parall§lisme.

4.1 Parall®lisme dans la m&thode multifrontale

La m@thode multifron tale parallple est baggesur une combinaisonde techniquesd'or-
donnancemern statiques, i.e. d§termineslors de la phase d'analyse de la matrice, et
dynamiques, i.e. d§ nies au fur et g mesue de I'§wlution du calcu. Une descrigtion
dtaillede cesalgorithmesest donn§edans [7] et [5]. M chaque n¥sud de I'arbre d'assem-
blage est assa@i un type de paralllisme.La gure 4.1 donne un exemge de distrib ution
de tadhes.ll existetrois typesde parall§lismedans la m§thode qui correspndent g trois
typesde n%uds dans I'arbre d'assenblage:

{ Le premier type de parall§lismeest celu qui estinduit par I'arbre d'assenblage:
les branches ind§pendantes de I'arbre pewert &tre trait §esen parallgle, ind§pen
dammert les unesdesautres. Un n%ud de type 1 est assig§ statiquemert g un
processeu qui peut le traiter dpsla r§cepion desblocs de cortrib utions envoy$s
par les processets assigsp ses Is.

Lesfeduilles de I'arbre sort desn%suds de type 1. De plus, les n%uds du basl'arbre
sort regroup®s en sows-ersenbles, sous-arkres, assigris aux di®grerts processets.
Les n¥uds appartenant p cessous-arkres sort tous de type 1. La d§termination
des sous-arlres est e®ecte p l'aide d'un algorithme descewlant [31]. Une phase
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PO| P1 | PO

p2| p3|p2| TyPe3

Sous-arbres

Fig. 4.1{ Exempe de distribution d'un arbre d'assenlage sur quatre processets.

d'a®ectationsous-arlre (ensenble) p processeu est ensuite e®ecteen ayant pour
objectif d'&§qulibrer la charge de travail des sows-arlres sur les processets. Une
descrigtion plus d§taill§e de ce processs est donn§een section4.2.1

Le secom type de n¥%uds correspnd p un parall§lismeintra-n¥.ud dans lequel une
parall§lisationsur une dimension(1D) du calcu sur la matrice frontale este®ecte.
En e®et,pour certains n¥uds de I'arbre d'assenblage, la matrice frontale est trop
grande pour pouvoir &tre trait e sur un seu processet, ou bien le parall§lismep
ceniveaude l'arbre deviert trop limit §. Dans ce cas,la matrice frontale est distri-
bu®e par blocs de lignessur plusieus processets. Un processeu madtre est choisi
statiqguemert pendant la phased'analysesymbolique (voir la section4.2.2), tousles
autres processets (esclave$ qui participernt au traitement de ce n¥%ud sort choisis
dynamiquemern pendant la factorisation en fonction de leur charge.Le processeu
mattre estresponsale de la factorisation du bloc desvariablestotalemen agrdies
(voir la section 2.1) alors que les esclaes sort responsaldes des misesg4jour cor-
respondantes sur leur blocs respectifs. Une descrigion d§taill§e de la strat§giede
stlectiond'esclavesest donn§edans la section4.3.1

Le processeu mattre choisit dynamiquemen les processets esclaes selon leur
charge de calcu et il leur a®ecteune nouvelle tache. La m@trique de charge est
le nombre d'op$rations en virgule °ottante qui doivert &tre e®ect§es,ou sedes
les opBrations correspndant au processs de factorisation sort prises en compe
(ellessort d'un ordre de magntu de plus nombreusesque les opgrations ncessaires
p l'assenblage).

Le troisipme type de parall§lisme, qui est un parall§lisme bi-dimensiomel (2D)
concerre le n%ud racine de l'arbre. Ce n¥4ud estalorstrait § par tous lesprocessets
en utilisant ScaLAPACK [19 avec une distrib ution 2D cyclique.
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Le choix du type de parall§lismepour un n¥%ud d§pend de sa position dans l'arbre
d'assenblageet de la taille de la matrice frontale. Pour le haut del'arbre, le placemen des
n¥auds de type 1 et le choix du processeu mattre pour les n¥auds de type 2 est statique.
L'objectif estd'§qulibrer la m§moiredesfacteus correspndants. En ggrféral, les n¥%uds
de type 2 sort haut dans l'arbre d'assenblage (les fronts sort plus grands), et sur une
madine avecun grand nombre de processets, environ 80%desop@rations ° ottantes sort
e®ect@essur desn¥suds de cetype. Dans cequi sut, nous allons donner une descrigion
d&taill$ede I'ordonnancemen dans la m§thode multifron tale parallgle.

4.2 Ordonnancement statique

Un concep fondamenal pour I'a®ectionstatique desarbresd'assentlage,l'a®ectation
subtree-to-sulcule, a §t§ introduite par George,Liu et Ng [56]. Cet algorithme a §t§
gBn@ralish pour desproblpmesa structure creusetr gsirr §guigreet aux arbresd§gquilib rés
pour donner I'a®ectationbin-pack par Geist et Ng [31] et I'a®ectation proportionnelle par
Pothen et Sun [46, 47)].

Les algorithmes de [31] et [46, 47] ainsi que leur utilisation et adaptation [2] dans
le contexte du solveur multifrontal parallgle sort bripvemen introduits ci-aprgs car il
constituert le point de d&§part de notre §tude.

4.2.1 D@termination des sous-abres

La d§termination de la strate dessous-arlres(Sy) et I'a®ectation dessous-arlresaux
processets a pour principal objectif de minimiser les comnunications ertre processets
ainsi que d'gqulibrer la m&moire utilis§eet la charge enre lesprocessets. L'algorith me
utilis § r@sute destravaux de Geist et Ng [31]. Le notion de chargede travail estici d§ nie
par le nombre d'op$rations en virgule ° ottante assaiesp un calcu. De plus, le critgre
m&moire utilis® dans la phased'§qulib rage ne prend en compte que la taille occup®epar
lesfacteus.

Algorithme 4.1 Construction et a®ectationde la strate initiale So.

So A Racinesde l'arbre d'assenblage

R®&p&ter
Trouver le n¥%ud q appartenant p Sy ayant le sous-arbre le plus codteux en charge
de travail
So A (Sonfag)[ n¥uds Isdeq
Assigrer de manigre gloutonne les n%suds de la Sy aux processets
Estimer le dg$qulibre erntre le co0t dessows-arbres

jusqu' p ce que dggqulibre de la charge< sedl

Le processis de d§termination de la strate dessous-arkres(Sy) estun parcous d'arbre
descenant en partant desracines de l'arbre d'assenblage (voir 'algorithme 4.1). Cet
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algorithme a pour objectif d'@§qulibrer la charge entre les sous-arkres et de diminuer les
communication vu que tous les n¥suds appartenant g un mémesous-arlre sort assigrés
g un mémeprocesseu Ce processs estillustr§ dansla gure 4.2 De manigre g&rfirale,
il est pr@frable d'avoir plus de sows-arlres que de processets pour pouvoir obtenir un
bon §qulibrageertre lesprocessets. Ainsi, la position de la strate S, d§pend du nombre
des processets. De ce fait, plus le nombre de processets augmerte, plus la taille des
sows-arkres diminue.

Etape A Etape B Etape C

Fig. 4.2{ D®&termination de la strate S,.

4.2.2 A®ectation des n%uuds du haut de l'arbre

Dans cette section nous nous int§ressos au processs d'a®ectation et de d§termi-
nation du type desn%uds du haut de l'arbre (i.e. n%uds n‘appartenant pas g la strate

So)-

La sBlectiond'esclarespour les n¥uds de type 2 pendant la factorisation a pour but
de r@duire les d§$qulibres ertre processets pouvant apparatre pendant la factorisa-
tion. Cependant, dans [2], les auteurs ont montr§ qu'il §tait n§cessairade cortrdler la
libert® donn§ep la strat®§giede stlectiond'esclave. Ainsi, ils ont adapt® la notion de pro-
cesseurscandidats pour diriger les silectiors d'esclave. Ce concept avait aussi §t§ utilis §
avec sucaasdans l'ordonnanceu statique de PaSTiX[34]. A un n%sud de type 2 est asso-
ci, pendant la phased'analyse,un ensenble de processets g partir duquel les esclares
pewert etre sglectiom$spendant la factorisation. Cette approche peut &tre vue comme
un interm@daire ertre une strat§giecomgptemern statique, dans laquelle aucune d§cision
dynamique n'est faite, et une strat§gie compptemen dynamique, dans laquelle chaque
processeupeu &tre choisicommeesclae au niveaude chaque n¥%ud detype 2 del'arbre.
Cecipermet d'injecter une information statique au niveau desd§cisiors dynamiques.

L'a®ectationet la sglectiondesprocessets candidats sort guid§espar une a®etation
proportionnelle relacHel®aremen modi §e[2] (Btape 2 del'algorith me4.2). Le processs
corsiste en une a®ectationr§cusive de processets g sows-arkres en fonction du codt de
cesderniers. L'arbre d'assenblage est parcouru en partant desracinesdans un processs
de descete. Pour chaque Is du n%aud racine, le co0t en charge de travail du sows-
arbre dont il est la racine est calcu®. Puis, les processets sort distrib u§s de manigre
gloutonne sur l'ensenble des Is suivant la proportion de la charge du sows-arkre de
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chacun des Is par rapport au travail total. Ainsi, l'algorith me a®ectele sows-arbre le
plus colteux au processeule moins charg§. Ce processs estensute r@pft® récusivement

jusqu atteindre lesn%auds de la strate Sy. Ainsi, p chaque n%ud de l'arbre esta®ec§ un

ensenble de processeurgrfrentielsqui guide la sBlectiondesprocessets candidats dans
un secom parcous enremort§e (§tape 3 de l'algorithme 4.2). Le processs de remorie
a pour but de silectiomer les processets candidats et de choisir le processetu mattre de
chacun desn¥suds de type 2. Le principal objectif de cette §tape estd'§qulibrer la charge
de travail entre les processets.

Algorithme 4.2 A®ectation destadchespendant I'analyse.

(1) Etant donn§ I'arbre d'assenblage d'une matrice

(2) Htape de desente : a®ectationproportionnelle relache pour la sBlection des pro-
cessets pr&firertiels

(3) Htape de remonte (uniquementsur le haut de l'arbre) : Pour chacun desn¥suds
{ Dt%cider du type du n¥%ud

{ Choisir le processeu mabtre correspndant

{ SBlectiomer lesprocessets candidats assaifs

En ce qui concerre le choix du type desn%suds du haut de l'arbre, ils sort de type 2
si leur matrice frontale est sutsamment grande, i.e. taille de la matrice est sup§rieue
g un sedl. En pratique, sur des matrices de taille sutsamment grande, la plupart des
n%auds du haut del'arbre sort detype 2 et, sur un grand nombre de processets, le travalil
assaif aux esclavesconstitue I'esseriel du travail global (typiquemer 80%).

Nous allons maintenant nous int®resseaux aspectsdynamiquesde I'ord onnancemert
dans la m&thode multifron tale parallgle.

4.3 Ordonnancement dynamique

La partie dynamique de I'ordonnancemen dans la m§thode multifron tale parallple est
une combinaisonde deux ordonnanceus. Le premier concerre la sBlectiondesprocessets
esclaespour lesn¥uds de type 2. Le secoml, quant g lui, concerre la gestiondestades
statiguemert assigresaux di®grerts processets (n¥uds de type 1, tachesmattres pour
les n¥%uds de type 2 et n¥%ud de type 3).

4.3.1 Strat@gie de stlection d'esclaves

Quand un processeuactive une tache mattre detype 2, il doit slectiomer desproces-
seus esclares.Le processeuessge alors de choisir uniguemen lesesclavesmoins chargis
gue lui avec descortraintes de granularit§. Le co0t de la tache correspndant p chacun
desprocessets sglectiom@sestle méme, et la stlectionestfaite de telle sorte que le coot
destadchesesclaesne dgpassepas, si possille, le coit de la tache mabtre correspndante.
Ainsi, pour le casnon-synfétrique le d§coypagede la matrice frontale d'un n¥%ud de type 2
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est r@guier par blocs de lignesertre les esclare (voir la gure 4.3). En ce qui concerne
le cassymiitrique, le d§coyageest plus irr§gdier g cause de la structure "triangulaire™
de la matrice (voir la gure 4.3). En n, une fois les esclares sflectiom@s, le processeu
mattre lesinforme qu'ils ont §t§ d&sigrésen leur ervoyant un message.

Maitre (PO)

4

Maitre (P0)

= =

Non-sym trique Sym trique

Fig. 4.3{ Structure d'un n¥ud de type 2.

Il est important de signaler que pour la silection d'esclave, chaque processeu ne
d§sigre comme esclare que des processets appartenant g I'ensenble des processets
candidats du n¥%ud courant.

Pour le choix d'esclaves, le processeu maftre doit avoir desinformations relatives g
la chargede sesprocessets candidats. Ceciestfait g l'aide d'un m&§cansmebad} sur des
®dangesde messagedans lequel chague processeuernvoie sachargep tous lesautres dgs
gue la variation de sa charge dgpasseun seul arbitraire. Une descrigion plus d§taill§e
de ce m&cansme seradonn§edans le chapitre 5.

4.3.2 Gestion des tacheslocales

Chaque processeu a localemen un ensenble de tades,qui lui ont §t§ assigr§essta-
tiguemen, et qui sort activables. Pour un processeu particulier, cet ensenble cortient
initialement les feuilles des sows-arlres qui lui ont §t§ a®ecks. Ces dernigressort re-
group®esen ensenbles cortigus correspndant g chacun des sows-arlres, i.e. les feuilles
appartenant au méme souws-arbre sort stock@esles unes p cot§ des autres (voir la -
gure 4.4). Une fois qu'une tadhe (n%ud) est active, elle est enleve de I'ensenble. De
plus, dgsqu'une tache deviert activable (i.e. tousles Is dela tacheont ni d'etre trait §s),
elley estinsBrfe.En n la strat®§giede sglectionde la prochaine tache p traiter corsistep
extraire de I'ensenble la tade la plus jeune (gestion LIF O). Ceci est fait pour favoriser
la remort$®e dans I'arbre, de manigre p ne pas stocker trop de blocs de cortrib ution si-
multan§men. Une repr@semiation d'un ensenble de tachesactivables est donn§edans la

gure 4.4,
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F : Noeud feuille (Type 1)
FIF|--|F|F|---|T1|T2 T1 : Noeud de type 1 appartenant &

un sous-arbre s quentiel
Sous-arbre 1 Sous-arbre 2 T2 : Noeud de type 2 (tAche matre)

Fig. 4.4{ Exempe d'un ensenble de tachesactivables.

Il est important de signaler que dans I'ensenble des tades activables, les n3uds
appartenant g un mémesous-arbre sort cortigus. Autremert dit, un sows-arbre ne peut
pasétre trait § si le traitement du souws-arlre pr§dident n'est pasterming.

Algorithme 4.3 SBguenceu destadchesdurant la factorisation.
Tant que il resteun n%ud g traiter :
Si ensenble destadhesactivable estvide Alors
attente bloquante d'un message
traiter le messageeecu
Sinon
Si un messageest disponible Alors
recewir le message
traiter le message
Sinon
SBlectiomer une tade de I'ensenble destadcesactivables
traiter la tadhe extraite

L'algorith me 4.3 d€crit le drodemert de la factorisation. Il estp noter qu'une priorit §
est donn@e p la r§cepion de messagesLes principales motivations pour ce choix sort
premigremen que le nouveaumessageeut girrer de |'activit § suppl§mentaire ainsi que
du parall§lismeet deuxipmemenm pour ®viter de bloquer le processeu §metteu dans le
casop sontampon d'envoi est plein.

Dans le chapitre suivant, nous allons nous int&§resserp |'§tude des m§carnsmes qui
fournissert lesinformations n§cessaireaux ordonnanceus statiques.Ainsi, desprotocoles
badis sur des §angesde messageserorn propods et §tudifs exprimertalemert. Ce
travail serautilis § par la suite pour toutes les®tudespr@sen@sdans leschapitres suivants.
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Chapitre 5

M@&canisme d'@§change d'information et
de maintien de |la coh®rence des vues

L'ordonnancemen dans la m&thode multifron tale parallgle estun point cl§ dans I'op-
tiqgue d'avoir de bonnes performanceset un bon comportemert mgmoire. Dans le cha-
pitre 4, nous avons d#crit les principesde I'ordonnancemern dans la m$§thode multifron -
tale parallgle. La partie dynamique de lI'ordonnancemer et particuligpremen la strat§gie
de stlection d'esclaves n§cessiteau niveau de chaque processs une vue de I'§tat (charge
de travail, taille de la m&§moire occup®e,...) desautres processs. Ainsi, cesstrat®gies
sort trpssersibles p la qualit® de I'image du systgme. Partant du m§carisme existart
dans la m§thode multifron tale parallgletelle qu'imp|$men$edans MUMP8ous proposors
dans ce chapitre des m&cansmesvisart I'am@lioration de la qualit® et de la colrerce
desinformations au niveau de chaque processs. Ce problgmeest proche d'un problgme
d'algorithmique distrib u§eappel® problgmede la photographie distrib ugeou snaphotpro-
blem[16]. Plusieus soluions ont §t% propodgespour ceproblpme.Cependant, ellesne sort
pas applicables au cas d'applications haute-performarce car elles n§cessiteh un gel de
I'activit § desprocessets du sysigmependant la photographie.

Le problgmeque nous §tudions dans ce chapitre n'est passpci que g la m§thode mul-
tifrontale parallple et peut etre g&rralish p toutes les applications distrib u§esayant des
ordonnanceus dynamiqueslocaux p chaque processis (notons que nous parlons dgsormais
de processss et non de processet) prenant part pl'ex@§cuion. Ainsi, nous commercerors
dansla section5.1 par donner une d§ nition gréraledu problgmeque nous allons §tudier.
Puis dans la section 5.2, nous d§crirons I'algorith me initial de la m§thode multifron tale
parallgle. Ensute, nous pr&sererons dans les sectiors 5.3 et 5.4 desm@carnsmesdont le
but estd'am@liorer la colgrerce desvuesdu sysgmeau niveaude chaque processis. Une
®#tude exprimertale de I'imp act de cesm@cansmessur le comportemert de la m§thode
mutlifrontale parallgle est alors prsemn$e dans la section 5.5. En n, nous proposerors
dans la section 5.6 un m§cansme visant la r@duction du nombre de message§hang8s
pour le maintien d'une vue au niveau de chacun desprocesss.

69
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5.1 Contexte

Consid@rons un systgmedistrib u§ asynchrone compodt de N processis qui ne pewent
communiquer que par passagale messagedJne application compoggede plusieus tades
(dgpendantesou ind§pendantes) estexcuBesur cesysigme.De plus, il peut arriverqu'un
processs p, appel§ maftre, ait p envoyer destaches p d'autres processs. Le choix des
processs, appelfs esclavesdans ce cas, qui vont rece\wir les tadches provenant de p est
bag} sur une estimation que p a de la chamge (charge de travail, m§moire,...) desautres
processs. De cefait, I'estimation deschargesdoit etre la plus pr§ciseet la plus cotfrerte
possile. Il estp noter que I'information relative p la charge d'un processs p varie dans
lesdeux cassuvarts :

i) Quand le processs p traite une tache (diminution de la chargede travail, rduction
de la taille de la m§moireaprgsla terminaisondu traitement de la tace).

i) Quand une tache Rappara®t sur le processs p. Cette tache peut provenr de l'ap-
plication ou avoir §t® envoy®epar un autre processs.

Ce problgmeest proche du problgmede la prise de photayraphie distribu§e du sysgme
®snapshot problem [16, 17]. Dans ce gerre d'approches,le processis ayant besoind'une
photographie du systgmeinitie I'algorith me. De ce fait, nous ne pouvons pas utiliser ce
gerre d'approchesdans un ervironnemer o la performance est un critgre dominant :
nous voulons passefle moins de temps possilde dans la phasede r§cup@ration desinforma-
tionsrelativesp I'§tat desautres processs. De plus, avecun grand nombre de processs,
lesalgorithmesclassiqesde prise de photayraphiedistribu§edu sysgme vu qu'ils portent
sur |I'@tat desprocesss, doivert assuer que la chargedesprocesss ne varie pas pendant
la phasede photographie ce qui serait §quivalent p arréter I'activit § desprocesss dgsla
récepion d'un messageelatif g une photographie.

Dans notre cas,nous avons la propri§t® que lesinformations que nous voulons estimer
(charge de travail, m&moire,...) sort trpsliesp I'ordonnancemen dynamique. Les al-
gorithmespr@sen®sdans ce chapitre ont pour principal objectif de maintenir, au niveau
de chaque processs, une approximation de la vue de I'§tat desautres processis qui sera
utilis§epour leschoix dynamiques.Nos algorithmessort bagssur I'@dange de messages
entre les processs. Ainsi, g chaque variation de I'§tat d'un processs, ce dernier di®use
I'in formation relative p cette variation verslesautres processs. Une condition n§cessaire
au maintien de la colgrerce desvuesdans le sysgmeest qu'il est ncessairale recewir
tous lesmessagesgn attente relatifs p la chargeavant de prendre une d§cisiondynamique
au niveau de chaque processs.

5.2 M#@canisme nasf

L'algorith me 5.1 dcrit un m§carisme na’ de maintien de la coHrerce desvues.Ce
m@cansme §tait utilis§ dans une versionant®rieure du logiciel MUMP& seranotre point
de d®part pour cette §tude. Dans cet algorithme, chaque processs P; estresponsalde de
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la di®usiondesinformationsrelativesp sacharge.En e®et,a chaque variation sign cative
de sacharge, il envoie sa charge absolue dans un messageale type maj_charge (mise-qt
jour de la charge) p tous les autres processis. Un sedl sur la variation de la charge est
utilis® pour ®viter I'envoi d'un grand nombre de messagegle nombre de message®st
raisomable).

Algorithme 5.1 M&carisme na& d'§hange d'informations.
I nitialisation
1. dernigre_chamge envoye= 0;
2: Initialiser(ma_charge) ;
M la modication de ma_charge :
3: Si jma_charge dernigre_charge envoyig > seuil Alors
4.  Envoyer de manigreasyrchrone (dans un messagele type maj_chamge) ma_charge
aux autres processs;
5. dernigre_chamge envoye= ma_charge;
N la r@ception de la charge I; du processus P; dans un message de type
maj _char ge :
6: charge(P;) = |; ;

La chargelocalel; doit €tre misep jour au niveaude chaque processs réguigremen.
Les misesp jour correspndert aux variation de charge duesg la r§cepion d'une tace
esclae, g l'apparition d'une tace locale (dans le cas de taches d§pendantes), et g la
terminaisondu traitement d'une tade.

5.2.1 Limitations

Des problpmesde colfirerce pewernt apparatre dans les parties relatives g I'ordon-
nancemen dynamique dans notre sysigmeavecle mg§cansme prsen® ci-dessis. En e®et,
avec ce m@cansme, si plusieus slectiors d'esclaves sort faites successiemen, rien ne
garartit qu'une sglectiond'esclaresa pris en compte les prgdiderntes. Ainsi, une sglection
d'esclavespeu etre faite en sebasart sur desinformations invalidesqui pewent conduire
p de mauvaisesd§cisiors. En pratique, ceci peut conduire p une augmertation drama-
tique du dg€qulibre deschargesde travail ou une augmertation critique de la taille de
la m§moiresuwr certains processs.

La gure 5.1 donne une illustration du problgme mis en avant préddemmen. Dans
cet exempe, le process P, est choisi deux fois commeesclare (une premigre fois par
Po, puis par P;). De plus, P, a commerch le traitement d'une tadche colteuse en terme
de temps de traitement. Ainsi P, n'est pasen mesue de traiter la tade esclare envoy$e
par Py avant la terminaisonde la tadie en cous. Une consquence de cette situation est
gue P, ne sait pas quil a §t® s#lectiom® commeesclae par Py et donc il ne peut pas
en informer les autres. Py, qui estle deuxipme processis g choisir des esclaes, va alors
shlectiomer P, sars prendre encompe la tache ervoy®epar Py g P,. Cet situation simple
permet de mettre enavant un problpmede colrercedesvuesli® aux sglectiond'esclases.
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Fig. 5.1{ Exemple illustrant le problgmede la cor§rerce desinformations avecle mé&ca-
nisme nak.

5.3 M#@&canisme interm 8diaire

Le m@cansme que nous presemons dans cette section a §t§ consu pour ®viter la
situation d$crite dans la section5.2.1 De cefait, le principal objectif d'un tel m&§carnsme
est d'assuer autant que possilde une vision articip®e,i.e. g l'initiativ e du maftre, des
shlectiors d'esclarespar les autres processs.

A chague stilectiond'esclaves,le processis mattre di®useverstous lesautres processis
la liste des processs esclaes ainsi que la charge assaiffe p chacun d'eux. Ce type de
messageest appel® di®usionsklection. M la rcetion d'un messageale ce type, chaque
processs sommel'information envoy$e par le maftre pour chaque esclare p part lui-
meéme s'il a §t§ choisi comme esclare pour ce n%ud lp. Concernant les esclaes, leur
comportemert n'est pasmodi & avec ce nouvel algorithme. Une descrigtion plus formelle
du m@&cansme est donn§e dans l'algorith me 5.2 Notons que Il'algorith me 5.2 doit &tre
conbin® p l'algorith me 5.1 pour avoir un mgcansme compet d'§dange d'informations.

Algorithme 5.2 Traitement desmessagesle type di®usion silection (m&cansmeinter-
m@daire).

M chaque sBlection d'esclaves au niveau du mastre :
1: Pour P; appartenan t g I'ensenble desesclares silectiom@s:
2:  Inclure dans un messagele type di®usion silection la chargeH; a®eckep P; ;
3: Envoyer (de manipre asyrchrone) le messageali®usion silection aux autres proces-
Sus;
M la r@ception d'un message de typ e di®usion _sBlection
4: Pour tout (P;j;#;) dans le message
5. Si P; 6 moi Alors
6: charge(P;) = charge(P;) + H; ;
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5.3.1 Limitations

Le problgmeavec le m§carisme d§crit par I'algorith me 5.2 est que I'in formation en
voy®e par les processs maftres concernant leurs sglectiors d'esclaves sort perdues dgs
gu'un desesclaesconceris§metun messagele type maj_charge Ainsi une incohrerce
peut apparatre au niveaudesvuesdu sysigme.

t, : D but d'une t che sur PO

t, : Fin de la t che sur PO ; la traitement de la
premiére t che esclave peut commencer
— S lection de PO comme esclave

----- > Mise-a-jour des informations de charge/m moire

Temps

PO

Fig. 5.2{ Exemple illustrant le problpmede colffrercedesvuesen utilisant le m§cansme
interm@daire.

Un exempe illustrant ce ph§nomane est donn§ dans la gure 5.2 Dans cette con gu-
ration, le sysameest compos de cing processs. De plus, Py estentrain d'ex§cuer une
tade colteuseenterme de temps de traitement alorsque P, et P, sort dans une phasede
sBlectiond'esclaves.Le problpmeapparatt pl'instant t; dansla gure 5.2 lorsque Py it
le traitement de satade. Py envoie alors sa nouvelle charge p tous les autres processs
dans un messageale type maj_charge Cecia pour corsgquence d'§craseresinformations
relativesp Py au niveau de chague processs. Ainsi, lesinformations relativesaux sglec-
tions d'esclaves concernant Py sort perduesau niveau des autres processs. De ce fait,
lorsque P3 doit faire sa sglectiond'esclave g l'instant t, > t,, il va choisir sesesclaresen
n‘ayant aucune information relative aux sglectiors d'esclavespr@didertes qui concerrert
Po. Ceci peut amerer P; p prendre de mauvaisesd@cisiors dynamiques baffessur des
informations faussesqui pewert mettre le sysigmedans une situation critique.

5.4 M®@canisme basg sur des variations de charge

Dans cette section nous proposors un autre mgcansmebad® sur I'envoi desvariations
de chargepour am@liorer la corffrerce desvuesdu sysgmeau niveaude chaque processs
pendant I'ex@§cuion. Tout commepour les mgcarismesd§crits prddemmen, la vue du
systgmeest obtenue par §dange de messages.
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Algorithme 5.3 M@carisme bad} sur lesvariations de charge.
I nitialisation

1: ma_charge = 0;

2: ¢ charge= 0;
Quand ma_charge varie de *charge :

3: ma_charge = ma_charge+ *charge;

4. Si xcharge concerre une tade dans laquelle je suis esclare Alors
5. Si xcharge> 0 Sortir ; (1)
6
7
8

: ¢ charge = ¢ charge+ charge;

: Si ¢ charge > seuil Alors

Envoyer ¢ charge dans un messageale type maj_charge (de manigre asyrnchrone)

g tous les autres processs;

¢ charge = 0;

N la r@ception d'une variation de charge ¢I; en provenance de P; (message

de type maj_chage) :

10: charge(P;) = charge(P;) + ¢ I; ;

M chaque sBlection d'esclaves au niveau du mastre :

11: Pour tout P; appartenan t p lI'ensenble desesclaressglectiom§s:

12:  Inclure dans un messagele type di®usionsilection la chargeH; a®ecep P; ;

13: Envoyer (de manigre asyrchrone) le messagali®usion s§lection aux autres proces-
Sus;

M la r8ception d'un message de typ e di®usion _s§lection

14: Pour tout (P;;#;) dans le message

15:  Si P; 6 moi-mémeAlors

16: charge(P;) = charge(P;) + H; ;

17:  Sinon

18: ma_charge = ma_charge + #;

©
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L'algorith me 5.3 d§crit le m§carisme basf sur des variations de charge. A chaque
variation de la charge d'un processs P;, P; di®usela variation de charge verstous les
autres processs. Il estp noter gu'un m§cansmede seul estutilis® pour limiter le nombre
de messagesle type maj_charge §dang@s. De plus, nous utilisons le méme m§cansme
que celu pr@sen® dans l'algorithme 5.2 pour la gestion des informations relatives aux
shlectiors d'esclares.En e®et,aprgschaque sglectiond'esclaves,le processs maftre envoie
ptous lesautres processs un messageale type di®usion silection cortenant I'id ertit § des
esclaesainsi que la quantit § de travail/m §moireassigfesp chacun d'eux. A la rcepion
d'un tel messagechaque processis met g jour savue locale de la charge des processs
corcerrfis par le messagell estimportant de sigraler que cortrairement p ce qui $tait
fait pour le m§cansmeinterm$daire, dans l'algorith me 5.3, quand un processs esclae
commerce le traitement d'une tache envoy®e par un autre processs, il n‘envoie pas la
variation de sa charge induite par cette dernigre (voir (1) dans l'algorithme 5.3). En
e®et,cette variation de charge a d§ja #t% envoy®e par le maftre dans un messagale type
di®usion sBlection. Ainsi, avec ce nouveau sth®ma, il n'y a pas de perte d'information
lorsquun commerce le traitement d'une tade esclae.

5.5 Application p la m§thode multifrontale parallgle

Dans cette section nous allons §tudier Iimp act des m&cansmespr@sens dans les
sectionpr§didente sur le comportemert de la m§thode multifron tale parallgle. Cependant,
il estimportant de signaler que cesalgorithmespeuvert &tre utilis§s/8tendus g d'autres
typesd'applications ou d'algorithmes.

Nous allons commercer dans la section 5.5.1 par dcrire les strat®giesd'ordonnan-
cemen dynamiques utilis§espour |'§tude. Puis nous §tudierons dans la section5.5.2 le
comportemert de cesstrat§giesd'ordonnancemen lorsguelles sort utilis §esavec chacun
desm@cansme présen®sdans les sectiors prédidenes.

5.5.1 Strat §gies dynamiques d'ordonnancement

Lesdeux strat®§giesd'ordonnancemen d§critesdans cette sectionserort utilis§spour
illustrer le comportemert des m@carisme d'§dangesd'informations prsengs préddem-
mernt. Nous avons choisi ces strat§giesparce qu'elles o®rert beawoup de libert§ aux
ordonnanceus dynamiqueset serort donc plus sersiblesp la pr@cisionet la cotfirercedes
informations utilis §espour leschoix dynamiques.Ainsi, nous lesavons pr&fresa la stra-
t®giedisponible dans la versionpublique de MUMP#§i a §t® d&crite dans la section4.3.1

5.5.1.1 Strat §gies bas§es sur la m&moire

Ces strat®giesseron dfcrites plus en d§tail dans le chapitre 7. Elles consistert en
une combinaison d'une strat®gie de sglection d'esclaves badge sur la mgmoire et d'une
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strat§giede s§lection de tachesavec cortraintes mgmoire. Ainsi, les processets esclaes
sort choisis de manigre g avoir le meilleur §qulibre mgmoire ertre les processets. De
plus lesn¥auds de type 2 (voir la section4.1), sort distrib u§spar blocsde lignesde tailles
irr@guipressur lesprocessets esclaes(voir la section7.1). En n, concernant la strat§gie
de sBlection destades, elle active la tade qui respecte des cortraintes mgmoire li§esp
I'occupation mEmoire (m&moire libre, pic m&moire,...) sur le processeu Signalons que
cesstrat®giesont §t® impl¥men®esdans le logiciel MUMPS

Cesstrat§giesdynamiquesn@cessiteh une vue aussicorrecteque possille de I' §tat de
la m&moiredesautres processets. En e®et,la stratgiede sflectiond'esclave sebasesur
lesinformations fournies par un desm$§cansmesd@crits dans lessectiors pr@didenes. De
plus, lescortraintes mg§moireutilis §espour la sglectionde la tadhe p activer sort calcuges
p partir de cesinformations.

5.5.1.2 Strat §gie base sur la performance

Cette strat§gieestbadiesuwr la quartit § de travail p faire. De cefait, chaque processeu
prend encompte le co0t d'une tadhe dgsqu'elle deviert activable. De plus lesprocessets
ont commechargeinitiale la chargede leurs sows-arlres.

La sftlectiondesesclarespour lesn¥uds de type 2 est faite de telle sorte la chargede
travail estla mieux §qulib r§epossilde enre lesprocessets. Tout commepour le casdes
strat®§giesbadfessur la m&moire dcrites dans la section pr§diderte, le partition nemert
de la matrice frontale correspndant au n¥%ud de type 2 estirr§guier. De plus, il y a des
cortraintes relatives g la granularit § des taches esclaesli§esnotammern g la taille des
tampons de communication. En n, cette strat§giecalcue dynamiquemert descortraintes
m@&moire telles que la mgmaoire disponible sur chacun des processets pour cortraindre
les choix desordonnanceus. Cette strat§gie est proche de celle qui serad§crite dans le
chapitre 8.

5.5.2 Mtude exp@irimentale des m§icanismes de maintien de la vue
de I'§tat du systgme

Nous dewons tout d'abord mertionner le fait que les m§cansmes d§crits dans les
algorithmes5.2 et 5.3 ont §t® impl€meri§sdans MUMPSors que le m&cansme donn§ par
l'algorithme 5.1 §tait le m§cansme existart. De plus, il est g noter que le m§cansme
correspndant g l'algorith me 5.3 est maintenant utilis§ par dg§fau dans la version4.3 de
MUMPS

Dans le but d'§tudier I'imp act desm@cansmespropodis, nous les avons expirimern s
sur plusieus problpmestests (voir le tableau 5.1 et I'annexe C pour plus de d§tails).
Les tests ont §t§ e®ect@s sur la plate-forme IBM SP de I''DRIS? qui est d§crite dans
'annexeC .

linstitut du D®wveloppemert et desRessourcesn Informatique Scierti que
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Matrice Ordre NZ Type
BMWCRA_1 148770| 5396386 | SYM
GUPTA3 16783 | 4670105| SYM

MSDOOR 415863| 10328399 SYM
SHIP_003 121728 4103881| SYM
CONV3D64 836550| 12548250 NS
PRE2 659033| 5959282| NS
TWOTONE 120750 1224224| NS
ULTRASOUNDS | 185193| 11390625 NS
XENON2 157464| 3866688 NS

Tab. 5.1{ Problpmesde test.

Nous avons test®§ nos m&cansmesd'§hange d'information de charge sur 32 et 64
processets de la plate-forme dcrite ci-desss. De plus, nous avons utilis® le logiciel
METIS [37] commetechnique de renum@rotation. Lesr§sutats obtenus sort donng§sdans
les gures 5.3 et 5.4 pour les strat§giesdynamiques basgessur la m&moire et sur la
performance respectivemert. Il est g noter que nous n'‘avons pas pu expirimerter nos
m@cansmesavecle problpmeCONV3D64 sur 32 processets pour desraisorns de manque
de m&moiresur lesn¥uds de calcu. Concernant lesstrat§giesbagfessur la m§moire,nous
mesuons le pic de m@moire active observg pendant la factorisation. Pour la la strat§gie
badgfe sur les performarces, nous mesuons le temps n§cessaireg la factorisation de la
matrice. Dans lesdeux cas,le rsutat estdivis® par le r@sudtat (pic mEmoireou temps de
factorisation) obtenu par le m@carismebad sur lesvariations de charge présen$ dans la
section5.4. Ainsi lesgraphiquessort normaliss, et la valeu ass@ifeau m@carisme bas
sur lesvariations de charge est toujours §galp 1.

25 T T T T 25 T T T T T T T T

15 + e B 15 + B

Rapport m moire
>
B o
Rapport m moire

05 Algorithme 5.3 ---------- - 05 Algorithme 5.3 ---------- -
Algorithme 5.2+ Algorithme 5.2
Algorilhme S.il A A\gorllhme 5.}

>+

BMWCRAL
GUPTA3
MSDOOR |
SHIP_003 |-

PRE2 |

TWOTONE
XENON2 |

BMWCRAL
GUPTA3 |
MSDOOR |
SHIP_003 |

PRE2 |

TWOTONE

XENON2 |

ULTRASOUND3
ULTRASOUND3

Matrice Matrice

(a) 32 processeurs (b) 64 processeurs

Fig. 5.3{ Strat§giesdynamiquesbadtessur la m§moire: Impact du m§cansmed'§dange
desinformations de chargesur le pic de m§moireactive sur 32 et 64 processets (lesr§su-
tats sort normalisgspar rapport g cew obtenus par le mgcarismebad sur lesvariations
de charge).

Sur 32 processets (voir la gure 5.3(a)), nous pouvons obsener que le pic de m§-
moire active est grralemen plus petit en utilisant le m§carisme bas§ sur lesvariations
de charge excep® pour GUPTAS3. De plus, nous obsenons qu'il n'y a pasde gains pour
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certaines matrices sym@trigues (MSDOOR et SHIP_003 en l'occurence). Pour cesma-
trices, le pic m&moire est atteint pendant le traitement d'un sous-arkre alors qu'aucune
d&cisiondynamique n'a encore §t® prise. De ce fait, nous ne pouvons pas voir d'e®etli§
g nos m&cansmes.

En cequi concerre le m@carismeinterm@&daire, lesr@sutats sort parfois meilleurs et
parfois moins bons que cewx obtenus avec le m@carisme naA.

Sur 64 processets ( gure 5.3(b)), lesr@sutats sort moins sign catifs alors gu'on au-
rait pu s'attendre g de meilleurs gains de par le fait qu'il y a plus de d§cisiors dynamiques
p prendre. Ceciestd( au fait que pour touslescasop il n'y a pasde gains, le pic m§moire
estatteint avant qu'aucune d§cisiondynamique n‘ait §t§ prise (par exempe PRE2 sur 64
processets). |l estp signaler que sur un desproblgmesde taille relativemert importante,
enl'occurence ULTRASOUNDZ3, lesrapports obtenus par le m§carismeba$ sur lesva-
riations de charge atteignent 1.5 et 2.1 en comparaisonavec le m§cansme interm$§daire
et le m§carisme na# respectivemen.

25 T T T T T T T ™) 25 T

b

15 15

Rapport m moire
»
>
Rapport m moire
»

*

05 Algorithme 5.3 -~ <A 05 Algorithme 5.3 ------- -4

Algorithme 5.2 + Algorithme 5.2 +

Algorithme 5.1 A Algorithme 5.1 A
h 1 h 1

H
>
>+

BMWCRAL
GUPTA3 |
MSDOOR
SHIP_003 |-
PRE2 |
TWOTONE
XENON2
BMWCRAL |
GUPTA3
MSDOOR
SHIP_003 |
PRE2 |
TWOTONE
XENON2 |

Matrice Matrice

ULTRASOUND3
ULTRASOUND3

(a) 32 processeurs (b) 64 processeurs

Fig. 5.4{ Strat®giesdynamiquesbadessur la chargede travail : Impact du m§cansme
d'§#dangedesinformation de chargesur le temps de factorisation sur 32 et 64 processets
(les r§sutats sort normalisis par rapport g cewx obtenus par le m§cansme bas sur les
variations de charge).

En ce qui concerre I'impact des m§cansmesd'§hange des informations de charge
sur le temps d'ex@cution, les r§sutats sort donn§sdans la gure 5.4 Nous obsenons
gue le m§cansmebad sur lesvariations de charge donne presqte toujours les meilleures
performarces(exced® pour TWOTONE sur 32 processets et BMW CRA_1 sur 64 pro-
cessets). Ceciillustre le fait que les d#cisiors dynamiques (s§lectiors d'esclaves) sort
faites avec desinformations colfrertes.

En n, nous avons exprimert® les trois strat®giesavec notre plus gros problgme de
test (CONV3D64) sur 64 processets. Le temps de factorisation pour les trois m$§ca-
nismessort donnfsdans le tableau 5.2 Nous obsenons que pour ce problgme de test,
le m@cansme basf sur les variations de charge permet d'obtenir une r§duction de 46 et
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na# | interm@daire | bash sur lesvariations de charge | | na# | interm@daire | bash sur lesvariations de charge
330.62 322.28 276.15 15 18 135

Tab. 5.2{ Temps d'excuion pour en Tab. 5.3 { Nombre de sglectiors d'es-

utilisant lesm§cansmesavecla matrice clavese®ectffesavecune vue colfirerte

CONV3D64 sur 64 processets. du sysgmepour la matrice CONV3D64
Sur 64 processets.

54 secomlesdu temps de factorisation par rapport au temps obtenu avecles m§cansmes
interm@daire et na¥ respectivemen. Il est g noter que pour la matrice CONV3D64, il y
a 161 sglectiors d'esclaves pendant la factorisation. Le tableau 5.3 donne le nombre de
d&cisiors dynamiques (slectiors d'esclares) prises avec une vue cohirerte du sysgme.
Nous corsidrons qu'un processeu P; a une vue colffrerte du sysigmes'il satisfait les
deux conditions suvantes :

{ Touslesmessagegnvoy@srelatifs g la variation de la chargeont §t reeus par P;.
{ I n'y a aucune incolirerce due g une silectiond'esclaves(situations d§critesdans
les gures5.1let5.2).

Nous rappelors qu'avant de procgder p une sklection d'esclaves, P; reeoit tout les
messagesn attente relatifs p la charge.Lesr@sutats donn§sdans le tableau 5.3 montrent
gue le m@cansme bag sur les variations de charge fournit une vue de meilleure qualit®
en comparaisonavec celle desautres mg§cansmes.ll est g noter que dans le casou on ne
corsidgreque I'in corrercedue aux sglectiors d'esclares,nous obtenons que le m§carisme
interm@daire ne prend que 30 d§cisiors bagfessur une vue cohgrerte et que le mg§cansme
na® n'en prend que 25 alors que dans le cas du m$carisme bast sur les §changesde
messagegoutes les d§cisiors ont §t§ prisesavec desinformations valides. Ceciillustre le
fait que le m§cansmebadf sur lesvariations de chargeapporte une soluion au deuxipme
type d'incolfrerce. Il estp noter qu'une incolrerce ne peut survenr que si un message
a % envoy® et n'a pas §t§ reeu avant la prise de d§cision Cette situation peut etre
BvitBe avec un algorithme de photographie de systgmedistrib u§e. Cependant, vu que la
performarce est I'objectif premier de ce gerre d'application, nous ne pouvons utiliser
ce type d'algorithmes. Une autre soluion p ce gerre de problgmespourrait corsister g
vBri er aprps la prise de dcisionque I'§tat du systame n'a pas chang® et g refaire la
d&cisiondans le casoy il y a euun changemen. Cependant, cette op§ration ne doit etre
répitBequ'un petit nombre de fois.

5.6 R®duction du nombre de messages

Dans certaines applications, certains processs pewent ne plus avoir p prendre de
dgcisiors dynamiquesli§esaux sflectiors d'esclaves.Ainsi, cesprocessets n‘ont plus be-
soin d'avoir une vue de la charge desautres processis du sysgme.De manigre g§rérale,
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si g un momert donn§ de I'ex§cution un processs sait qu'il ne fera plus aucune stlec-
tion d'esclaves,il peut eninformer les autres. Par exemge, si un processs P; a fait sa
dernipre sBlection d'esclaves, il peut envoyer aux autres processig un messageale type
plus jamais_maftre. Ainsi, p la r§cepion d'un tel messagetous les processs P; (j 6 i)
arréternt d'envoyer les messageselatifs g la mise g jour de leur chargep P;.

Il est p noter que ce m&carisme a §t® appliqu® dans les r@sutats prsens dans
ce chapitre. Il permet une r&duction sign cative du nombre de messageselatifs aux
informations de charge. Par exemge, avecle problgmede test CONV3D64 le nombre de
message§danglspassede 171860gp 101085gracep ce mgcarnsme.

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons pr&sen® di®8rerts m§cansmesayant pour objectif de
fournir desinformations (charge de travail, m&moire occupe) relatives g I'§tat des pro-
cesss appartenant g un sysigmedistrib u§. Cesinformations vont @tre utilis§espar des
ordonnanceus dynamiquesdans le cadre d'une application distrib u§eet asyrchrone.

Le problpmequi corsiste p fournir une vue d'un systamedistrib u§ est comu sous le
nom de photographie distrib u§e ou snapshotproblem Ainsi, plusieus soluions ont §t§
proposesdans la litt §rature pour la construction d'une photographie exacte.Cependart,
cesalgorithmespeuwert etre coiteux et donc peu adapt®sp desapplications distrib ug§es
et haute-performance ou p des systgmesdans lesqiels le temps pas$® dans la phasede
construction de la vue doit @tre le plus cout possille. Les m&§cansmespr@sen§stentent
de maintenir g jour une vue du sysgme au niveau de chaque processs. Le principal
avantage d'une telle approche est que chaque processs qui doit prendre une dcision
dynamique a d&jg une vue du systgme.Les m&cansmespr@sents dans ce chapitre ont
%18 utilis§sdans le cadre de la m§thode multifron tale parallgle pour am@liorer la qualit®
et la colrerce desinformations de charge au niveau de chaque processs.

Nous avons exprimert® les di®8rerts m@cansmesavec di®rertes strat®§giesd'ordon-
nancemen dans la m§thode multifrontale parallgle. Les r§sutats ont montr§ que notre
algorithme bas® sur les variations de charge donne une vue de bonne qualit® et permet
de rsowdre un grand nombre de problgmesd'incotrerce. De plus, il est apparu que ce
m$cansme ne donne une vue incohrerte du systgme que quand des message&rnvoygs
n‘ont pas§t® reous par le processeudevant prendre une d§cisiondynamique au momert
ol cette dernigre intervient. En n, quelques am@liorations g notre m§carisme visart la
r@duction du nombre de message§dang@sont §t® propofies.

Dans les chapitres suivants, nous allons nous int§ressermau comportemert mgmoire et
aux aspectsordonnancemer dela m§thode multifron tale parallgle.Danstouslesr§sutats
présen®s dans les chapitres suivants, les ordonnanceus dynamiques sort badgs sur le
m$cansme d'§hange de l'algorith me 5.3 qui o®rela meilleure vue de I'§tat du sysgme.



Chapitre 6

Comportement m$§moire de la m@thode
multi frontal e parallgle

Tout commece qui a §t§ fait pour le cas sgquertiel dans le chapitre 2, nous nous
int®ressos dans ce chapitre g I'§tude du comportemert mgmoire de la m&thode multi-
frontale dans le casparallgle. En particulier, nous mesuons le pic de mg§moire active et
®tudions le passage |' @helle (scalahlit §) de celu-ci. De plus, nous analysors lesfacteurs
qui limitent ce passagea I'§delle.

Nous commercerors dans la section 6.1 par §tudier la r§partition de la m§moire sur
les processets prenant part g la factorisation. Puis, dans les sectiors 6.2 et 6.3, nous
pr&sererons une §tude du passagep I'§delle de la mEmoire active et de la mg§moire
totale, respectivemen. En n, dans la section6.4, nous donnons lesfacteus limitant une
bonne scalahlit § et un bon comportemert m§moirede la m§thode multifron tale parallgle.

Signalons que nous avons §tudi® le comportemert m§moire de la m§thode multifron -
tale parallgleen utilisant di®§rertestechniquesde renum@rotation : AMD, AMF, METIS,
PORD et SCOTCH (voir 'annexeC pour plus de d§tails). De plus, lestests ont §t§ e®ec-
tu®ssur lesmatricesd@critesdans le tableau 6.1 (une descrigion d§taill$edesmatricesest
donn§edans I'annexeC). En n, signalons que cestestsont §t§ e®ect@issur la plate-forme
IBM SP du CINES! qui est dcrite en dtails dans I'annexe C.

6.1 Distribution du pic sur les processeurs

Lestableaux 6.2 et 6.3 (resp. 6.4 et 6.5 donnert le pic de m§moireactive maximum et
moyen sur 16 (resp. 32) processets pour di®§rertes matrices et techniquesde renum@ro-
tation. S nous corsid@rons la di®§rerce ertre le pic maximum et moyen, nous obsenons
gue la pile n'est pas®qutablemert distrib u§eet que le meilleur §quilibre est obtenu pour
METIS et SCOTCH. Cecipeu &tre expliqu® par le fait que cesrenum@rotations ggngrert
desarbresbien §quilib résou lessows-artresont approximativemert la mémetaille. En ce
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Matrice Ordre Nz Type
BMWCRA_1 | 148770| 5396386 | SYM
GRID 109744| 1174048 | SYM
GUPTA3 16783 | 4670105 | SYM
MSDOOR | 415863| 10328399 SYM
SHIP_003 | 121728 4103881 | SYM
PRE2 659033| 5959282 | NS
RMA10 46835 | 2374001| NS
TWOTONE | 120750| 1224224 | NS
XENON2 | 157464| 3866688 | NS

Tab. 6.1{ Descrigtion des problgmesde test. \SYM" sign e que la matrice est sym@-
trigue,\NS" sign e que la matrice est non symétrique.

qui concerre AMF, les pics de m&moire sur les processets sort trgs dg$quilib r§s. Ceci
estd0 p la topologie desarbres dAMF qui sort trpsirr§gdiers et dggquilib rés (voir le
chapitre 2). De ce fait, des processets pewert par exempe commercer g traiter des
n¥auds de type 2 tandis que d'autres sort encore en train de traiter dessous-arlres, ce
qui peu perturber l'utilisation de la m&moire. Ce mauvais usagepeut etre aussili§ p
un mauvais placemern, du point de vue de la m&moire,des n¥uds de l'arbre; celasera
discu® dans la section6.4.

Remarquwns que dans la strat®gie d'ordonnancemen de la m$§thode multifron tale
parallgle (d§crite dans le chapitre 4), seueslesop®rations ° ottantes pour la factorisation
des matrices frontales sort prisesen compe dans I'§valuation de la charge. De ce fait,
bien que I'§qulibragede la chargede travail estbon, I'@qulib ragede l'utilisation m&moire
n'est pasparfait et la di®®rerceertre le pic maximal et la moyenne peut tre signi cative.

METIS | SCOTCH | PORD | AMF AMD METIS | SCOTCH | PORD | AMF | AMD

BMWCRA_1| 6.752 7.706 5903 | 7.779 | 12.628 BMWCRA_1 | 5.299 5.545 3.904 | 5.323| 8.395
GRID 4.123 3.971 3.384 | 1.929 | 3.523 GRID 3.519 3.42 2.61 | 1438 | 2.849
GUPTA3 9.271 4.989 8.842 | 16.339 | 4.883 GUPTAS3 6.118 3.374 3.051 | 5.632| 2.922
MSDOOR 3.029 2.783 1.626 | 1.797 | 2.623 MSDOOR 1.548 1.723 1129 | 1.132| 1.61
SHIP_003 | 10.024 7.907 5719 | 5.012 | 11.014 SHIP_003 6.667 6.425 4.287 | 3.476 | 8.239
PRE2 9.723 9.966 12.827| 8.669 | 20.457 PRE2 6.9 6.133 9.272 | 6.714 | 16.144
RMA10 0.41 0.365 0.423 | 0.347 0.36 RMA10 0.257 0.238 0.205 | 0.2 0.247
TWOTONE | 3.804 3.638 2.801 | 3.576 | 3.651 TWOTONE | 2.358 1.754 2.141 | 2.427| 2.844
XENON2 6.319 5.002 4.631 | 6.293 | 9.747 XENON2 3.942 4.107 3.262 | 4.391| 7.656

Tab. 6.2 { Pic maximum de la taille de Tab. 6.3{ Pic moyende la taille de la m§-
la m&moire active sr 16 processets (en moire active sur 16 processets (enmillions

millions de r§els). de r@els).

6.2 Scalabilit® du pic de m§moire active

Pour les matrices pour lesqielles la taille de la m§moire active est sign cative, si
nous comparons le pic de la m§moire active mesu@elors de I'ex§cuion squertielle (ta-
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METIS | SCOTCH | PORD | AMF | AMD METIS | SCOTCH | PORD | AMF | AMD

BMWCRA_1| 3.713 3.773 3.442 | 4.259 | 6.691 BMWCRA_1 | 2.835 2.699 2.389 | 2.924 | 5.085
GRID 2.485 1.796 2.054 | 1.247 | 2.287 GRID 1.46 1.336 1.545 | 0.838 | 1.86
GUPTAS 7.735 3.397 8.847 | 16.07 | 3.571 GUPTAS 3.425 1.758 1.931 | 3.099 | 2.169
MSDOOR 1.413 1.445 1558 | 1.185 | 1.74 MSDOOR 0.85 0.929 0.72 0.7 | 1.006
SHIP_003 5.484 4.296 3.15 | 2.635 | 6.154 SHIP_003 3.014 2.873 2.262 | 1.919 | 3.578
PRE2 7.08 5.925 10.709| 6.95 | 10.932 PRE2 3.796 3.25 5.483 | 3.882 | 8.359
RMA10 0.404 0.365 0.359 | 0.347 | 0.313 RMA10 0.22 0.199 0.165 | 0.161 | 0.201
TWOTONE | 2.781 1.935 2771 | 2.467 | 2.672 TWOTONE | 1.546 1.17 1.677 | 1.789 | 1.616
XENON2 3.924 3.518 3.448 | 4.643 | 7.97 XENON2 2.101 2.458 2.002 | 2.941 | 4.209

Tab. 6.4 { Pic maximum de la taille de Tab. 6.5{ Pic moyende la taille de la m§-
la m&moire active sur 32 processets (en moire active sur 32 processets (en millions

millions de r§els). de rgels).

bleau 2.11) g la taille de pile maximale sur 16 (tableau 6.2) et 32 processets (tableau
6.4), nous obsenons que le manque d'&§qulib ragede la mg§moireenre lesprocessets a un
impact n§gatif sur la scalablit § m§moire: en parallgle doubler le nombre de processets,
i.e. la taille m@moire, ne sign e pas que l'on peu traiter des problgmesdeux fois plus
gros.

Les gures6.1(a)et6.1(b) illustrent ceph§nomgre. La premigredonne le rapport erntre
les pics de m§moire active sur 1 et 16 processets. On obsene que ce rapport n'atteint
jamais le rapport §quvalert g une scalablit § parfaite (trait $pais dansla gure 6.1(a)).
La meilleure scalahlit  observe est 11, mais elle se situe ertre 2 et 6 dans la plupart
des cas. Ceci illustre que la m&moire active ne passepas p I'@delle corvenablemen,
excep® pour certain castel que GUPTA3 avecPORD. La gure 6.1(b) donne le rapport
ertre le pic de la m&moireactive sur 16 et 32 processets. Cette fois-ci, la scalablit § est
meilleure, bien que non lin§aireen fonction de la croissarte du nombre de processets. La
scalablit  esteng®rral meilleure pour lesmatricessym@triquesparceque d'une part plus
de processets sort empoy#spour les n¥uds de type 2 que dans le casnon sym@trique
(voir la section4.1, et [7] pour plus de d$tails) et d'autre part, la granularit destacde
mattre pour lesn%auds du haut de I'arbre est plus faible que dans le casnon-synmtrique.

6.3 Scalabilit® de la m&moire totale

D€crdtre la taille de la m§moireactive esten particulier int§ressan dans le casd'une
approche out-of-core o les facteurs sort §crits sur disque au fur et g mesue de la fac-
torisation. Pour un solvew in-core tel que MUMP®%a limitation est la m@§moire totale
(m®moireactive + facteus). Le rapport ertre le pic maximal de mg§moiretotale pour 16
et 32 processets estdonn§ sur la gure 6.2

Nous pouvons obsener que la scalablit § de la m§moiretotale est nettemert meillewr
gue pour la m&moire active. De plus, commedans le casde la m§moire active, elle est
meilleure pour les matrices sym@triquespour les mémesraisors que celle donn§espr@ds-
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demmen pour le casde la mg§moire active (taille destadche maftre et nombre d'esclaves
%#lev@). Cela est d0 au fait que la strat§gie de sglection des esclaves, qui a pour objec-
tif d'§qulibrer la charge de travail, tend aussi g §qulibrer la taille desfacteus sur les
processets.

D'autre part, cortrairement g la taille de la m&moire active, la taille totale desfac-
teurs estindgpendante du nombre de processets. Ainsi, la taille desfacteus divis§epar
le nombre de processets d§crédt forcEmen. Ainsi, la taille desfacteurs par processeu
d&crat plus rapidemen que le pic de m&moire active. De ce fait, le rapport de la taille
de la m§moire active et de la taille desfacteus s'accrét avecle nombre de processets.
Pour les problgmesoy la taille de la m§moire active est grande en comparaisonde celle
desfacteus et/ou pour un grand nombre de processets, la m§moire active jouera un
role important.

6.4 Facteurs limitant la scalabilit® m&moire

Dans cette section nous donnons quelques remarques g propos du comportemert
m&moirede la m§thode multifron tale parallglea n d'exhiber lesfacteus limitant la sca-
labilit 8 m&moire. Nous analyserors des exempes de situations typiquesop le pic de m§-
moire est atteint et nous proposerors dessoluions pour §viter cessituations. Nous nous
int®resseron plus particulipremen g la d§ nition et I'a®ectation des sows arbres et g
I'ordonnancemen dynamique.

6.4.1 Petites matrices

Nous avons observg dans la section6.2 que pour lespetites matricestellesque RMA10,
la m@moire active passemal g I'@delle. En fait, cesproblgmesde petite taille exhibernt
assezpeu de parall§lisme. Quel que soit le placemen et le nombre de processets, le
pic observ est le m&meet est obtenu lors de l'assenblage d'un n%ud avec les blocs de
cortrib ution de ses Is.

6.4.2 Pic m®&moire dans un sous-abre

Nous illu strons dans cette sectionl'imp act de la taille dessouws-arlressur le compor-
tement m§moiredu solveuw. Par exempe, corsid§rons I'ex§cution swr 16 processets de
la matrice SHIP_003 avec METIS ; nous avons obsern que le pic de la m§moire active
est atteint g l'int®riewr du premier sows-arlre trait @ de manipre sgquertielle par le pro-
cesseu 12. Or p cet instant le processeu 12 n'a pas reeu de travail suppl§menaire p
e®ecter (i.e. il n'a pas §t§ stlectiom® commeesclae). Ceci montre que dans ce cas,le
pic de m&moireestd( p la d§ nition statique dessouws-arbres. Une am@lioration possile
corsisterait p d§coiper les sous-arkres critiqu eset g distrib uer les sows-arbres r§sutants
sur di®®rerts processets. Puisque le pic de la m&moire active sur un sous-arkre peut
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etre d§termin§ statiquemen, une strat®giepour §viter le manque de scalablit § d0 p cette
situation est de d§couper les sous-arbres les plus codteux jusgup ce gu'ils vEri ert les
conditiczn S suvantes:

: _ pic(arbre entier en sBquertiel)
pIC(SOLB arbre) < nombre de processeurs

pic(sous-arbre) < ®E£ m&moiredisponible sur le processetavec®< 1

Fig. 6.3{ Am@&lioration statique du comportemert mg§moire.

La gure 6.3 illustre le d§cowpage du sows-arbre. Nous pouvons voir que les sous-
arbres sort plus petits. Ceci a pour e®etd'am$liorer le comportemert m§moire de la
m@thode multifron tale parallgle. Cependant, ce d§colypagedessous-arkrespeut avoir un
e®etn®gatif sur la performanceenraisonde l'augmertation du volume de comnunication.
Cet exempge montre que la m&§moire active doit etre prise en compte dans l'analyse
statique pour avoir une strat§giede d§termination dessous-arlresqui prenne en compte
la m§moiretout en gardant un objectif de performarce.

6.4.3 S8lection des esclaves

Un exemge qui montre I'imp ortance de prendre en corsid@ration la m§moire active
dans la strat®§gie de s§lection est I'ex§cuion sur 32 processets de la matrice SHIP _003
avec PORD. Pour cette excution, le pic de la pile est atteint quand le processeu 4, qui
n'‘a pas ni un de sessouws-arhres, est choisicommeesclae par le processeu 0. Puisque la
priorit § estdonn@eaux tachesesclaes(voir I'algorith me 4.3), la m§moiren§cessairgpour
le traitement de cestades est additionn§e p la mEmoire n§cessairgour le sows-arbre
couant, cequi accrdt la taille de la m§moire occup$e.

Nous avons e®ect® une exprience ol nous avons rajout® une barrigre de synchroni-
sationtelle que tous lesprocessets attendent que tous lessouws-arkressoiert trait §savant
d'activer lesn%uds du haut de I'arbre. M&mesi lesprocessets stockert tous lesblocsde
cortrib ution desracinesdessous-arlres, nous obsenons (sur ce castest particulier) une
diminution du pic de la m&moireactive. Celamorntre que cette situation peut tre gvit§e
enmodi ant la strat§giede stlectiondesesclaresa n de choisir en priorit § lesprocessets
qui ne sort pasimpliqusdans un sows-arlre. Cet exemge illu stre encore une fois que
la m&moire doit etre prise en corsid@ration dans la strat®giede sBlection et une soluion
(qui n'est pas limit §eaux seds casdessous-arkres) est de concewir une strat®§gied'or-
donnancemen dynamique qui tient compe de la mg§moire. Ce gerre de strat§giessera
pré&sen® plus en d§tails dans le chapitre 7.
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6.4.4 Tallle des n¥%uds du haut de l'arbre

Un point limitant le passagep |'8delle de la m&moire, qu'elle soit active ou totale,
est la taille des taches a®ecBesstatiguemen aux processets. En e®et,dans le haut
de l'arbre, la taille destadches maftre peut devenir critique vu que leur besoin m§moire
est corstant et ind§pendant du nombre de processets utilis§s. Une soluion corsiste p
parall§liser les taches maftre desn¥suds de type 2. Cependarnt, cette strat§giepeut etre
d&licate pimpl®merter et comgiquerait fortement la gestiondu pivotagenum@rique. Une
approche plus simple (mais qui induit un surco0t en volume de comrmunication) corsiste
g r@duire la taille de cestachesmaftre en les scindant en une chatne de plusieus n¥auds
(voir [5] pour plus de d§tails) dont la tache maftre correspndante a unetaille raisomable.
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3
NFRONT
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Il Blocs des pivots
Arbre d'assemblage Arbre d'assemblage
(avant limitation de la (a_pres limitation de I.a
taille des taches maitre) taille des taches maitre)

Fig. 6.4{ Limitation de la taille destachesmadtre dans le haut de l'arbre.

Un sch&maillu strant cetype d'op@ration estdonn§ dansla gure 6.4. Une critgre pour
e®ecter ce type d'op@ration pourrait etre de limiter la taille destachesmaftre du haut
de l'arbre p un sedl |i§ aux caractristiquesde la matrice. Par exemge, le sedl pourrait
etre d§ ni commesut :
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o pic(arbre entier en sgquertiel)
nombre de processets

seuil = ®

ou par exempge 0.6 6 ®6 1

6.4.5 S®quence des sous-abres

Un point important pour obtenir de bonnes performarnceset un bon comportemert
m®moire est I'ordre dans lequel les sous-arkres d§crits dans la section pr§didene sort
trait §s.Un exemgpe illustrant I'imp act de I'ordre dessous-arlressur la performarceet le
comportemert mgmoireestdonn®dansla gure 6.5(a). Dansla m§thode multifron tale pa-
rallgle,aprgsune phased'a®ectationdessous-arlresaux processets (voir la section4.2.7),
les processets commercert leur traitement par les sous-arlresles plus p gauche dans la
~gure. Ainsi, dans I'arbre T1, les processets vont commercer par les sows-arlres appar-
tenant p la branche la plus profonde. De ce fait, le processs de remort§e seraexcace.
A l'oppod, dans l'arbre T2, chaque processeu va commercer par son souws-arkre le plus
proche de la racine. Le processs de remort§eva mal exploiter le parall§lismeintrin seque
de l'arbre ce qui va occasiomer une perte de performancespar rapport g l'arbre T1.

Concerrant les aspects m§moire, pour l'arbre T1, les blocs de cortrib ution ggr§rés
sur PO et P1 (correspndant aux sows-artres A et B) serort consomnfsrapidemert. En
revanche, pour l'arbre T2, le processeu PO (resp. P1) doit stocker le bloc de cortrib ution
de la racine du sows-arbre E (resp. D) jusqup l'activation du n¥ud racine de l'arbre T2.

Ceci va donc impliquer une augmertation de I'occupation m&moire pour l'arbre T2 en
comparaisonavec T1.

MA AL
T g
AR" "BA

PO P1

T1 T2

(a) Impact del'ordre aveclequellessous-arbressort trait §s. (b) Exemple d'arbre d'as-
senblage.

Fig. 6.5{ Ordre dessous-arlres.
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Cet exemgpe illustre I'impact de la sBquence des sows-arbres sur le comportemert
m&moire de chacun desprocessets. Dans la sectionsuivante nous allons préserer deux
algorithmesvisart p r@duire I'occupation m§moire en modi ant I'ordre des sows-arkres
dans la sBquence initiale de chacun desprocessets.

6.4.5.1 Algorithme de modi cation de l'ordre des sous-abres.

Dans cette section nous prsemons deux algorithmes simples visart p optimiser la
remort§edans lI'arbre d'assenblage. L'algorith me sebasesur la topologiede I'arbre d'as-
senblage oy on considgre les souws-artres commeune sede tade.

Algorithme 6.1 Algorith me global de g&nération de l'ordre dessouws-arkres.
ordonner _sous-arbres (T) :
d®but
Pour tout i appartenant pl'ensenble desracines:
d#terminer I'ensenble dessouws-arlresdei ;
Classerles sows-arlres dans I'ordre d§croissan de leur distancep i ;
Classerles arbres correspndant aux racinesdu plus profond au moins profond ;
n

L'algorith me 6.1 classeles souws-arlres sur un critgre topologigue qui est la distance
g la racine. Ainsi, les processets vont commercer leurs calcus par les sous-arlres qui
correspndent aux brancheslesplus profondesde l'arbre d'assenblagesimpli € (arbre ou
on considgre chacun dessouws-arbres commeune sede tade). Le fait de faire commercer
les processets par les souws-arlres qui correspndent aux branchesles plus profondesva
favoriser le processis de remort§eainsi que la diminution de la dur§ede vie desblocsde
cortrib utions.

Algorithme 6.2 Algorith me distrib u§ de g§rfiration de l'ordre dessous-arlres.
ordonner _sous-arbres (T,p) :
d®but
Pour tout i appartenant pl'ensenble desracines:
Pour tout j appartenant g l'ensenble dessouws-arlresassigr§sau processeup :
Classerles sous-artresdans I'ordre d§croissan de leur distanceg i ;
Classerles arbres correspndant aux racinesdu plus profond au moins profond ;
n

L'algorith me 6.2 est une variante de l'algorith me 6.1 qui g§ngre un ordre tel que les
processets traitent leurs sows-artres du plus profond au moins profond. La principale
di®8rerce avecl'algorith me 6.1 est le fait que I'ordre est g§r§r localemen sur le proces-
seu (alors que dans l'algorithme 6.1 I'ordre §tait global). Si nous corsid§rors le casde
I'arbre T1 donn® dans la gure 6.5(b), les ordres g&rris par les deux heuistiquessort
idertiques exceftion faite du processeu P2 qui commercera par le sows-arbre C avec
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l'algorith me 6.1 (branche la plus profonde), alors qu'il commercerapar le sous-arbre par
le sows-arlre F avecl'algorith me 6.2 (son sous-arlre le plus profond).

6.4.5.2 R@sultats exp®rimentaux

Dans cette section nous pr&semons desr@sutats concermant I'occupation mgmoiredu
solveur aprgs l'application de I'algorithme 6.1. Cesr@sutats sort compar§s g MUMP&
g un dgrivg de l'algorithme 6.1 qui fait commercer les processets par les branchesles
plus prochesde la racine. Les tests ont §t§ faits sur I'BM SP3 du CINES? d§crite dans
l'annexe C.

Les expBrimertations ont §t§ faites sur les matrices BMWCRA_1, GUPTAS,
MSDOOR, SHIP_003, PRE2, TWOTONE et XENONZ2 (voir I'annexe C pour plus de
d&tails). De plus, lestests on §t% e®ectssur 16 processers sur la plate-forme d§crite
prédidemmen. En n, nous avons utilis§ AMF (Ap proximate Minimum Fill) et SCOTCH
[45 commetechniquesde renum§rotation.

Nous nous int§ressos dans ce qui suit g la taille maximale de la m&moire active sur
tous les processets (maximum des pics). Le choix de cette m$trique est motiv§ par le
fait que cette §tude vise p §tudier lesparamgtresayant unein° uencesur le comportemert
m&moire de manigre p optimiser cette dernigre. Dans ce qui suit nous nous int§ressos g
guatre strat§gies:

Strat §gie 1. Dans cette strat§gie,sed l'ordre desbranchesp l'int§riewr dessouws-arlres
estmodi §pl'aidedela variante de I'algorith me de Liu (algorithme 3.1) qui permet
une utilisation m&moire optimale sur les parties sgquertielles. Concernant le haut
de l'arbre, I'ordre est un ordre psewdo-aatoire oy la seue estrpgleest que le plus
grosn¥%ud Is d'un n¥%ud esttrait § en premier p chaque niveaude l'arbre.

Strat §gie 2. La variante de l'algorith me de Liu (algorithme 3.1) est appliqu§esur I'in -
t®gralit® de l'arbre. Ainsi cette strat®gie tend g privil §gier les branches les plus
profondes.

Strat §gie 3. La variante de l'algorith me de Liu est toujours appliqu@ep l'int&rieur des
sows-arkres, mais les branchesdu haut de I'arbre sort ordonn§esselonl'algorith me
6.1

Strat §gie 4. La variante de l'algorith me de Liu est toujours appliqu@ep l'int§rieur des
sows-arkres, mais les branchesdu haut de I'arbre sort ordonn§esselonl'algorith me
6.2

Lesr@sutats obtenus sort donn§sdans lestableaux 6.6 et 6.7 pour AMF et SCOTCH
respectivemer.

Nous pouvons corstater qu'avecAMF ['algorith me 6.1 permetde I§ggremen diminuer
le pic de m@moire active observ. Ceciest du principalemen au fait qUAMF donne des
arbrestrpsd§®iquilib rs(voir le chapitre 2). Nous pouvons aussiremarquer que l'approche
initialement adopt®e par la strat®§giel (baffesw la variante de l'algorith me de Liu) est

2Certre Informatique National de 'Enseignemen Suprieur
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BMWCRA_1 | GUPTA3 | MSDOOR | SHIP_003| PRE2 | TWOTONE | XENON2
Strat §giel 8.109 16.339 1.495 5.351 8.713 3.272 7.237
Strat §gie2 7.917 16.339 1.797 5.28 9.037 3.744 7.136
Strat §gie3 7.864 16.339 1.797 5.075 9.027 3.395 6.672
Strat §gie4 8.109 13.244 1.495 5.351 9.68 3.76 6.474

Tab. 6.6{ Pics de mg§moireactive (en millions de r§els)observssur 16 processets avec
AMF avecet sars l'algorithme 6.1

dans la majorit § descasmeilleure que la strat®gie2 . Ainsil'ordre bad$ sur la profondeur,

donn® par I'algorith me 6.1 (strat§gie3) peut &tre une bonne approche. Nous pouvons aussi
constater que l'algorith me 6.2 (strat®§gie4) esten g&rral moins bon que I'algorithme 6.1

Ceciestda principalemen aufait que le processis de remort§eestfait g plusieus endroits

simultan®$men. Cependant il estimportant de signaler que sur descasparticuliers,comme
par exempge GUPTA3 avec AMF sur 16 processets, on obtient une diminution de 18,9
%. De plus, d'autres anomaliescommecelle obserieavec AMF sur la matrice MSDOOR

ol les strat®giel et 4 ont la meilleure occupation mg§moire.

Po, P1, P2: processeurs
A,B,C,D,E,F,G : sous-arbres

Fig. 6.6{ lllustration desproblgmesrelatifs p la taille dessous-arkres.

En analysarn cessituations (GUPTAS avec les strat®giesl,2 et 3 et MSDOOR avec
les strat§gies2 et 3), nous avons obsern que le pic mEmoireest atteint p l'int®rieur d'un
sows-arkre. Cela estillustr§ dans la gure 6.6. En e®et,lorsquun processeu a plusieus
sows-arkres et que sessouws-arkres n'‘apparaissem que dans les parties les plus hautes de
l'arbre, il peu traiter plusieus sous-arlresavant que lesblocsde cortrib ution de cew-ci
ne soiert consomn®s. En d'autres termes, et si nous revenons g I'exemple, le bloc de
cortrib ution produit par la racine du sows-arkre situ§ sur la branche la profonde (sous-
arbre E sur PO) seraconsomn® longtemps aprgssa gérration. De cefait il serapr@sem
en m&moire lorsque le processeu traitera sesautres souws-arkres (Qui pewert etre plus
co0teux commemontr§ dans la gure 6.6). Ainsi, dans ce gerre de con guration ou un
processeu(enl'occurenceP0) aplusieus sous-arlres(E et G), il estparfoispr@frable de
faire commercerle processeupar le sows-arbre le plus coiteux, enl'occurenceG, (méme
si cedernier n'est passur la branche la profonde). Il estdonc important de permettre aux
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processets de changer I'ordre donn§ par I'algorith me 6.1 pour am@liorer le pic m§moire.

BMWCRA_1 | GUPTA3 | MSDOOR | SHIP_003| PRE2 | TWOTONE | XENON2
Strat §giel 7.706 4.989 2.783 7.907 9.029 3.652 5.559
Strat §gie2 7.706 4.998 2.783 7.907 9.879 3.652 5.489
Strat §gie3 7.706 4.989 2.783 7.907 10.594 3.506 5.228
Strat §gie4 7.137 5.019 2.783 7.907 10.083 3.984 5.913

Tab. 6.7{ Pics de m&moireactive (en millions de r§els)obserissur 16 processets avec
SCOTCH avecet sars l'algorithme 6.1

En ce qui concerne SCOTCH, nous pouvons voir que l'algorithme 6.1 (Strat §gie 3)
peu &tre moins excaceenterme de comportemert mgmoireque la strat§giel (sur PRE2
par exempge). Ceci peut etre expliqu® par le fait que SCOTCH g8rgre des arbres d'as-
senblage bien §quilibr§s (voir le chapitre 2). De ce fait, I'ordre donn§ par l'algorith me
6.1, qui est bad sur la distance g la racine, n'est pas adapt® vu que les sows-arkres sort
tous p desdistancescomparables de la racine. Une soluion pour ce gerre de problgmes
serait de prendre en compte la distribution desn%auds de I'arbre sur lesprocessets dans
l'algorithme 6.1 Il estaussiimportant de prendre encompte la taille dessouws-artresdans
le choix de l'ordre en sebasart sur lesr§sutats sgquertiels prsen§sdans le chapitre 3.

6.4.5.3 R&sum@

De manigre grrale, il ressortqu'il estimportant de prendre en compte la topologie
de l'arbre, la taille des sows-arkres (taches initiales), et I'a®ectation des taches sur les
processets pour §laborer une strat®gievisant p ggnrerl'ordre dans lequel lessous-arkres
sort trait §s.

Notons cependant qu'un algorithme qui produit un ordre dessous-arlresdevrait etre
cowpl® avec une strat§gie statique d'a®ectation statique de cesderniers ainsi qu'avec un
m@cansme permettant de limiter leur taille.

Dans la suite nous utilisons la strat®giel pour l'ordre dessous-arkres.

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons prsen® une §tude du comportemert m§moire de la
m@thode multifrontale parallgle. Il est apparu que la m§moire active ne passait pas trgs
bien p I'§delle et que sadistrib ution sur lesprocessets pouvait etre am@lior§e.En cequi
corcerre la m§moiretotale, nous avons obser que cette dernigrepassaitmieux pl'§delle
et cecigracep une bonne r@partition desfacteus sur les processets. Puis, nous avons
d€crit lesfacteus limitant I'obtention d'un comportemert m&moirede meilleure qualit§.
Ainsi, nous avons mis en avant desproblpmesli§saux choix desesclaeset p la gestion
destadches statiques sur les processets. De plus, une §tude exprimertale pr&liminaire
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a permis de mettre en avant I'impact de l'ordre de traitement destadesinitiales sur le
comportemert de la m$&thode.

Cette ®tude a permis de montrer les points critiquesp soluionner pour obtenir une
bonne scalablit & et une occupation m§moireraisomable pour la m&thode multifron tale
parallgle. Ainsi, en sebasart sur cesr§sutats, nous proposors dans le chapitre 7 un en
senble de m§cansmeset d'algorithmesvisant I'am@lioration du comportemert mg§moire.
Cesdernierscorrespndert pdestechniquesd'ordonnancemen dans lesqiellesla m&moire
est corsid@reen priorit §.
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Chapitre 7

Strat §gies d'ordonnancement pour la
m®moire dans la m@#thode multifrontal e

Nous avons §tudi® dans le chapitre 6 le comportemert m§moire de la m§thode mul-
tifrontale parallgle dans le cas du solveur multifrontal MUMP®lous avons pu voir lors
de cette §tude que le comportemert mgmoire de la m§thode multifron tale parallple pou-
vait etre am@lior. Comme prsen® dans le chapitre 4, I'approche multifron tale parallgle
utilise une conbinaison de strat®giesd'ordonnancemer statiqueset dynamiques. Ainsi,
nous pr@semons dans ce chapitre de nouveaw m@cansmesd'ordonnancemen dynamique
bagissur la m&moirevisart I'am§lioration du comportemert mgmoirede la m§thode mul-
tifrontale parallgle. Un premier aspect concerre la strat§gie de silection d'esclavespour
les taches parallglespendant la factorisation. Le deuxipme aspect porte sur les strat®-
gieslocalesde sglectiors des tades assigifesde manigre statique p chaque processeu
(voir la section4.3.2pour une pr@semation d§taillfede cesm@carismes).Cesm@carismes
visert la r@auction de la m&moire n§cessaireg la factorisation ainsi que I'am®lioration
de I'8qulibrage de la m§moire ertre les processets prenant part g la factorisation. Il
estimportant de sigraler que cette §tude va permettre de mieux appr&hender les e®ets
des ordonnanceus badis sur la m&moire et constitue un premier pas vers |'§laboration
de strat®gieshybridesqui seront excacesen terme de performarnce et qui auront un bon
comportemert mgmoire.

Dans ce chapitre, nous commercerors par prsemer une strat§gie de s§lection d'es-
claves badie sur la m§moire. Puis, dans la section 7.2, nous d&crirons des m§carismes
visart p am@liorer la qualit® des d§cisiors prisespar la strat®gie de silection d'esclaves.
Ensuite, nous introduirons dans la section 7.3 une strat§gie de sflection de taches avec
cortraintes mg&moirequi $tend celledonn®edans la section4.3.2 (voir le chapitre 4). En-
" n, dans la section 7.4, nous prseiterons une §tude explrimertale qui illustre I'apport
des strat§giesd'ordonnancemen dynamique baffessur la mgmoire. Finalemen, nous
corclurons.

95
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7.1 Strat®gie de slection d'esclaves base sur la m§-
moire

Nous d®crivons dans cette section une nouvelle approche pour la sglection d'esclaves
pour lesn¥auds de type 2. Cette approche a pour principal objectif de diminuer la taille de
la m&moiren®cessairg la factorisation enam@liorant I'§quilib ragede la m§moireertre les
processets. Cet algorithme est compggtemert dynamique et se basesur descortraintes
dynamiquesli§esp la m&moire.De cefait il estfortemert d&pendant du m&cansmeutilis &
pour fournir au processeumaftre une vue de I'§tat desautres processets. Rappelorns que
dans tout ce qui suit, nous utilisons l'algorith me 5.3 (prsen$ dans le chapitre 5) pour
fournir au processeula vue du systgmen@cessair@ leur sglectiond'esclaves.L'algorith me
de stlectiond'esclaresbadf sur la m&moire est donn$ ci-dessos :

Algorithme 7.1 Sglectiond'esclavesbadtesur la m§moire.
Debut

Classerlesesclaespotertiels dans I'ordre croissan de leur m§moireoccuperespec-

tive; P

Trouver le plus petit i, nombre de processets, tel que J!=1(mem[i] i mem[j]) est

plus petit que la surface du bloc g distribuer sur les esclaes;

Pour j =1gpi:
Attrib uer le nombre de lignes correspndant g (mem[i] j mem[j]) au processeu
)

A®ecterleslignesrestartes §qutablemernt ertre lesprocessets 1..i ;

nombre_esclaes=i;

******************* Pic m moire courant

PO

S lection d'esclaves
sur PO

P1 P2 P3

Fig. 7.1{ Strat®giede sglectiond'esclavesbadgtesur la m&moire.

L'algorith me choisit les processets esclaesen sebasart sur la m§moire occupesur
chacun d'eux (le tableau mem dans l'algorithme 7.1). 1l tend p sglectiomer le plus petit
nombre de processets qui §qulibre le mieux la m&moirede manigreglobale sars dgpasser
le pic courant (i.e. pic observg depuis le d§but de la factorisation). La gure 7.1 illustre
le processs de sBlectiond'esclavesd§crit par I'algorithme 7.1 Lorsquun processeu doit
choisir des esclaes, il commerce par lestrier dans lI'ordre croissan de la taille de leur
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chargem@moirerespective. Puis, il distribueleslignesde la matrice frontale d'une manigre
telle que la m&moireest§qulib r§eertre lesprocessets et que le pic courant estprseng
(si possibe). Le d§cowpagede la matrice produit par l'algorith me est maintenant irr §gu
lier aussibien pour les cassymitriqueset que non-symiitriques (voir la gure 7.3). Ceci
est motiv§ par le fait qu'un dg§cowpageirr§guier permet d'avoir un §qulibrage plus per-
formant qu'un d§cowpager@gdier dans lequel tous les processets sglectiom$sreeoivert
une tade esclave de mémetaille. En e®et,si nous corsidérons la situation donn§edans
la gure 7.2 dans laquelle une sglection d'esclaves doit &tre faite par un processeu au
momen oy le sysiameest trgsdg§gquilib r§, nous pouvons constater qu'un §qulibragede
meilleure qualit® est obtenu avec un d§cowpageirr§gdier pour lestachesesclaes.

Charge

Charge P1 P2 P3

S lection d'esclaves O Charge
sur PO

P1 P2 P3

P1 P2 P3

Fig. 7.2{ Comparaisonernre d§cowpagesr@gdiers et irr§guiers pour les matrices cor-
respondant aux n¥uds de type 2.

En n, signalons gque leslignesattrib u§esp chacun desprocessets sort cortigugs.

Ma tre (PO) Ma tre (PO)

4 4

Ma tre (P0) Ma tre (P0)
_— —
Eaclave URIR

RSt R

Non-sym trique Sym trique

Fig. 7.3{ Exemple de partition nemen de la matrice asseiep un de type 2 pour lescas
sym@triqueset non-symitrique.

Bien que l'algorithme 7.1 soit coneu pour fonctionner aussi bien pour les matrices
sym@triquesque non-symiitriques, nous allons dans ce qui suit nous concertrer sur le cas
non-symétrique, le d§cowpagedes matrices sym@triques®tant plus compiqu$.
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Maitre Esclave

/Traitement d'une nouvelle tache

Probléme avec la coh rence des informations relatives a la m moire

Temps Temps

— — Informations relatives a la m moire

— D signation d'esclave

Fig. 7.4{ Exempe illustrant la n§cessi® de pr&dre I'activation destades.

Comme dcrit prédidemmen, l'algorithme 7.1 sglectiome les esclaes en se basan
sur la taille de la m§moire occupe sur chacun desprocessets. Cette information §tant
tr gs instantan@e, des variations de la taille de la m§moire occup§e pewent avoir lieu
ertre le momert oy le choix desesclaesestfait et le momert o la tache est r§ellemen
trait §esur le processeuesclae. Ainsi, dessituations critiqu espeuwernt survenr au niveau
desprocessets esclares.La gure 7.4 donne une illu stration de ce phnomgne. Quand un
processeumattre i slectiome un processeuj pour lui attrib uer une tadche esclae, il doit
prendre encompe lestadhesqui seror trait §essur I'esclave dans un futur proche. Si nous
cornsid@rors I'exemple donn§ dans la gure 7.4, la nouvelle tache trait §esur le processeu
esclae peut avoir de grosbesoirs mgmoireet donc peut occasiomer une augmertation du
pic m&moire.ll estdonc utile de prendre en compte lestadchesp-venr sur lesprocessets
esclaes potertiels pour ®viter les situations critiqu es d§crites prgdidemmer. Dans la
section suivante, nous nous int§ressos g l'injection de ce gerre d'information dans la
strat@giede sflection d'esclaresbaffesur la m§moire.

7.2 Am@lioration des strat §gies dynamiques basies sur
la m@moire

Dans cette sectionnous pr&setons desm$carismesannexesq la strat§giede silection
d'esclavesprsen®edansla sectionprdidernte. Commemontr § dansla sectionpr@didene,
lesstrat§giesdynamiquesdoivent prendre en compe lestadchesp-venir sur chaque proces-
seu dans un futur proche avant de prendre une d&cisiond'ordonnancemen. Cestades
sort caractrisgespar le fait qu'elle sort statiqguemert assigrfs p un processeu donn§.
Pour assuer un bon comportemert mgmaoire, nous dewvons fournir desinformations rela-
tivesp cestadies. Nous distinguerons dans ce qui suit lestadesqui appartiennent g un
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souws-arkre (voir le chapitre 4) de cellesqui appartiennert aux coucheshautes de I'arbre.
Ainsi, deux m&cansmesqui corsistert pinjecter desinformations statiguesdans leschoix
dynamiquesde l'algorithme 7.1 sort pr@sen§s.

7.2.1 Les sous-abres

Les sows-arkres pewen @etre critiques en terme d'occupation m§moire (voir le cha-
pitre 6). Ainsi, une strat§giedynamique bagfesur la m&moiredoit prendre en compe le
fait gu'un processeu est en train de traiter un souws-arbre pour §viter une trop grande
augmertation de la taille de la m§moire occup@e sur I'esclave. En e®et,les sows-arbres
sort caractrisggspar le fait que la mg§moirepeut avoir de grandesvariations pendant leur
traitement. De plus, dans cette partie de I'arbre d'assenblage, le bas de I'arbre en l'oc-
currence, lestachesne sort pastrpgscoiteuseset celaimplique desvariations importantes
de la m§moire dans de faibles intervalles de temps. La strat®§gie dynamique baftesur la
m@moire doit alors €tre au courant du fait qu'un processeu est en train de traiter un
sows-arhre. Ainsi, lorsquun processeu commercele traitement d'un sous-arlre, il envoie
le codt m@moirede l'int&gralit§ du sows-arkre ptous lesautres processets. A la rcepion
d'un tel messagechaque processeu ajoute le co0t du souws-arbre resu dans le message
la taille de la m&moire occupBesur le processeu §metteu. Ainsi, cette strat§giecorser-
vatrice permet d'§viter les problgmesm@moire dis aux sows-arbres. Une descrigion du
m@cansme est donn§edans l'algorithme 7.2 Il estimportant de signaler que pour §viter
de compabiliser deux fois la m@moire occup®e par le sows-arkre, la taille occup$e par le
souws-arkre p chague instant estretranch§ede la taille de la m&moire occup$esur chacun
desprocessets. Ce m@cansmesuppl§mertaire n'est pasd$crit dans I'algorith me 7.2 pour
desraisors de clart®.

Algorithme 7.2 Gestion dynamique dessous-arlres.

I nitialisation
Construire le tableau ssarbr cortenant le pic de chacun dessous-arkres;

Au d®but du sous-arbre i :
Envoyer un messageale type maj_ssarbr cortenant ssarbr[i] p tous les autres proces-
seus;

M la n du sous-arbre i :
Envoyer un un messagede type maj_ssarbr cortenant j ssarbr|i] g tous les autres
processets;

M la r@ception d'un message maj _ssarbr en provenance du pro cesseur P; :
mem[i] = mem[i] + contenu du message

En n il est g noter que cette strat§gie de gestion dynamique des souws-arbres doit
etre conmbin§ep un m#carisme de r§duction statique de la taille dessouws-artres (voir la
section6.4.2du chapitre 6).
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7.2.2 N3%auds du haut de l'arbre

Concernant lesn¥%uds du haut de l'arbre, c'est-@rdire les n¥uds n'‘appartenant pasg
dessous-arkres, nous devons etre capables, au niveaudynamique, d'anticip er I'activation
d'un n¥%ud. En e®et,tout processeui doit §viter de slectiomer un processeuj pour
une tade esclae si ce dernier va commercer dans un futur proche une tadce mattre qui
peut avoir un codt m&moireimportant. Considgrors par exempge la situation présenge
dans le gure 7.5dans laquelle le processeu Py va traiter dans un futur proche un n¥%ud
de type 1. Une augmertation du pic mgmoire peut etre observBesi le processeu Py est
sBlectiom® commeesclae (voir la gure 7.5(a), dans laquelle la ligne pointill §erepr@sere
le pic m@moiredepuis le dgbut de la factorisation).

M moire M moire M moir
,,,,,,,,,,,,,,, Pic m moire ceeee-ee-eo---.Pic mmoire - - -------.pic mmoire

Sans pr dictions
—_—

S lection d'esclaves
pour P1

—_—
Activation d'un tache
maitre

P2

PO P2

PO

D M moire initiale M moire envoy e par PJ@ Colt m moire de la t che matre

(a) Sansm@canismede prédiction

M moire M moire M moire
,,,,,,,,,,,,,,, Pic m moire ----e---------.Pic mmoire -e-e----------Pic m moire

Avec pr dictions

—_r 5
S lection d'esclaves
sur P1

_—
Activation d'une tache
maitre sur PO

D M moire initiale M moire envoy e par P@ Colt m moire de lat che matre | stimation du co(t m moire de la t che ma tre a-venir

(b) Avec m§canismede prgdiction

Fig. 7.5{ Stuation critique lors du traitement d'un n¥%ud du haut de 'arbre.

A n d'8viter cegerre de situations critiqu es, il estn§cessairele prdre I'activation de
tellestadhes.Cecipeut etre fait simplemert graceg la structure de l'arbre d'assenblage.
En e®et,un n%ud deviert activable lorsque tous ses Is ont §t§ trait §s. De ce fait si
chaqgue processeutraitant un des Is du n¥%ud ervoie un messageu processeuen charge
pgre lorsquil commerce sontraitement, le processeu charg§ du pgre saua que la tache
assaife au ppre va devenir activable dans un futur proche. Il peut alors envoyer le colt
m@moirede cette tadhe p tous lesautres processets. De plus, si plus d'une tache estdans
ce cas(i.e. activables dans un futur proche), le processeu envoie le codt m§moire de la
tadhe, dans I'ensenble destachesqui devierdront activables dans un futur proche, ayant
les plus gros besoirs m§moire.En n, dgsque la tade est active,le processeu concerri
envoie le nouveau colt correspndant g la tade ayant les plus gros besoirs m§moire et
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appartenant gl'ensenble destachesqui devierdront activablesdans un futur proche. Une
descrigion plus d§taillede ce m§cansme est donn§edans l'algorith me 7.3. Un exempe
de l'impact d'un tel m@cansmeestdonn§edansla gure 7.5(b). Nous pouvons constater
gue l'in formation concermant la prochaine tache maftre sur Py a §t§ utile pour §viter un
accroissemeindramatique du pic sur ce mémeprocesset

Algorithme 7.3 Gestiondesn¥auds du haut de l'arbre.
I nitialisation
E = ; ; ensenble destachesqui devierdront activablesdans un futur proche
nb.f utur = 0; nombre destadcesactivables dans un futur proche
Pour tout i 2 haut del'arbre :
fils[i]=nombre de Isdei;
Au d@®but d'une téache t; du haut de l'arbre
Envoyer un messagele type Is_ok(t;) au processet en chargedu pgre;
M la r@ception d'un message de type Is _ok(t;) :
filsti]= fils[ti]i 1;
Si fils[ti] = 0 Alors
nb_f utur = nb.f utur + 1;
E=E[ ftig;
Envoyer un messageale type tachefutur contenant mé:lx(co()t m@moirede la tade) ;

M la r@ception d'un message tache_futur en provenance du pro cesseur P; :
mem[i] = mem[i] + contenu du message
N l'activ ation d'une tache t; :
E = Enft;g;
nb_f utur = nb_futur j 1;
Envoyer un messagele type tAchefutur contenarn : mEax(coGt m@moirede la tade) j

(co0t m&moirede la tadet;) ;

Dans cequi suit nous appellerors\algorith me 7.1" I'algorith me 7.1 dans lequel lesdeux
m@cansmesd§crits préddemmern sort utilis§s. Ainsi, nous utiliserons un algorithme de
silectiond'esclavesqui prend encompe lescortraintesli§esaux sows-arbreset aux n¥auds
du haut de I'arbre de grande taille.

7.3 Strat §gie de s@lection de tAchesavec contraintes mé§-
moire

Dans cette sectionnous pr&semons une strat§giede sglectionde tachesaveccortraintes
m®moire. Le terme tade dgsigre les n¥auds de type 1 et les maftres de type 2 assigr$s
statiguemert aux di®§rerts processets. Nous rappelons que lestadchesesclaessort prio-
ritaires par rapport aux tadchesauxquellesnous nous int§ressos dans cette section (voir
l'algorithme 4.3). De plus, il est important de rappeler que chaque processeu dispose
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d'un ensenble locale de taches activables dans lequel il choisit la tadche p activer (voir
la section4.3.2. La strat®gie de silection dans cet ensenble est une politiqu e @dernier
arriv®, premier servi (LIFO). En n, il estimportant de signaler que dans la strat§gie
de sBlection d'esclavesbadfe sur la charge de travail (voir la section4.3.]), la charge du
processeu est mise g jour (i.e. ervoy®e vers les autres processets en utilisant un des
m@cansmesprsen§sdans le chapitre 5) dgsqu'une tadce estinsr§edans I'ensenble des
tachesactivables. N I'oppo, pour lesstrat§giesd§critesdans ce chapitre, qui sort basges
sur la mg§moire, l'in formation relative g la taille de la m§moire occup®esur le processeu
n'est miseqtjour qu'une fois que la tache est activie (i.e. extraite de I'ensenble).

Ainsi, lesstrat§giesbagfessur la chargede travail disposen d'une vue g plus ou moins
long terme de ce qui va se passersur le processeu alors que les strat§giesbagfessur la
m&moire ont une vue trgsinstantan$e de la mgmoire occup®e. Ceci a pour consquence
de rendre les choix li§s p la m@moire plus d§licats : il est plus ditcile de garartir que
la d&cisionque le processeu prend g un instant reste bonne au momert oy les esclaes
commercert le traitement destadesesclaes.

ElE|.-|E|E|.--: T T2 Ensemble des t ches activables de PO

Sous-arbre 1 Sous-arbre Z che A

Activation d'une nouvelle t che

20

0%
032 /90”*/7/77
o> e

M moire M moire . .
L4- - --pPicmmoie - ——--- Pic m moire
Cotdelatche A
Co t du sous-arbre
courant (Sous-arbre 2)
Activation de la t che A (noeud de type 2) Activation des noeuds appartenant au Sous-arbre 2

Occupation m moire courante

Fig. 7.6 { Exemple d'une situation critiqu e avec la strat®§giede sglection d'esclaves.

Le principal incorv@nient de la strat®§giede sglection de tachesbafe sur une gestion
LIFO estqu'elle ne prend pas en compe la m§moire n§cessaireau traitement du n¥ud
dans le processis de choix de la tade g activer. En e®et,si nous considgrors par exempe
la situation présen@edansla gure 7.6 dans laquelle un processeuestentrain de traiter
un sows-arbre lorsquun n¥%ud de type 2 estinsBr§ dans sonensenble de tachesactivables,
la strat®giede baseva activer cen¥%ud mémesi la taille de la m&moireoccup®eestcritique
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(situation degauchedansla gure). Ainsi, le codt mg§moiredu nzud detype 2 va s'ajouter
au co0t mgmoiredu souws-arkre et celapeut occasiomer une augmertation consgquene de
la taille de la m§moireoccupBesur ceprocesseu A I'oppost, sile processeuretarde l'ac-
tivation du n%ud de type 2 jusqup ceque la taille de la m§moireoccup®edevieme moins
critique, le pic m&moire ne va pas augmerter. Dans le but d'@viter de telles situations,
nous proposors un algorithme de sglection de taches plus sophistiqu® (algorithme 7.4).
Cet algorithme choisit la tadhe g activer en prenant en compte descorraintes baffessur
la taille de la m&moireoccupesur le processeu

Algorithme 7.4 Strat§giede sBlection destadcesactivable.
Si la tadhe la plus jeune appartient g un sows-arkre Alors
Renvoyer la tade la plus jeune

Sinon
Pour i 2 ensenble destachesactivables: [* parcouruesde la plusjeunep la plus
ancienng

Si coot_m@moire(i) + m&moire occup®e (incluant le pic du sows-arbre courant) 6
pic m&moire mesu® depuis le d§but de la factorisation Alors
Renvoyer i
Sinon
Si i appartient g un sous-arlre Alors
Renvoyer i
Renvoyer la tade la plus jeune

S le processeu est en train de traiter un sows-arlre et que la tace la plus jeune
de I'ensenble appartient p un sous-arkre, elle est systmatiquemen activge. Ceci est
motiv§ par le fait que les sows-arlres pewern etre trgscoiteux en mgmoire et qu'il est
donc pr&f§rable d'essger de les traiter dans une p§riode assezcoute. S par cortre le
n¥ud le plus jeune dans I'ensenble destadchesactivablesn'appartient pasg un sows-arlre
(i.e. n¥%ud du haut de l'arbre), l'algorith me la sflectiome uniquemert si elle ne va pas
augmerter le pic mgmoire observg depuis le dgbut de la factorisation. Dans le casoy elle
ne peu pasetre activée,l'algorith me essage d'activer lestadeslesunesaprgsles autres
jusqupa cequ'il trouve une tache qui n‘augmerte pasle pic mgmoire.ll estimportant de
signaler que lors de la recherche de la tadhe p activer dans ce cas,l'algorith me s§lectiome
une tache appartenant g un souws-arkre dgs qu'elle est rencortr §e dans le processs de
recherdhe. Ainsi, nous tentons de garder en priorit § une approche visarn la remort§edans
l'arbre. Il serait globalemen dangerew de trop s'§loigrer de ce m§carisme de remorie
d'abord qui tendrait p activer un nombre de tachesimportant simultan®men augmertant
ainsi la m&moire active globale.

7.4 R@saultats exp®rimentaux

Il est g noter que la conception desalgorithmespr@sen®sdans les sectiors 7.1, 7.2.2
et 7.3 sort le r§sdtat d'un grand nombre d'exp®rimertations et nous nous concertrons
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sur l'illu stration de leurs e®etsglobaux.

Dans le but d'§tudier I'imp act desstrat®giesd'ordonnancemer dynamique présenges
dans les parties pr&didertes, nous exprimertons nos strat§giessur di®grerts problgmes
(voir le tableau 7.1). Lestests ont §t§ e®ectssur la plate-forme IBM SP de I'IDRIS?
qui est d§crite en d§tails dans I'annexe C.

Matrice Ordre NZ Type
BMWCRA_1 148770| 5396386 | SYM
GUPTA3 16783 | 4670105| SYM

MSDOOR 415863| 10328399 SYM
SHIP_003 121728 4103881 | SYM
PRE2 659033| 5959282| NS
TWOTONE 120750| 1224224| NS
ULTRASOUNDS3 | 185193| 11390625 NS
XENON2 157464 3866688 | NS

Tab. 7.1{ Problgmesde test.

Nous avons test® nos strat®giessur 32 processets de la plate-forme d§crite ci-desss
en utilisant di®§rertes techniques de renum@rotation : AMD, AMF, PORD et METIS
(voir I'annexe C pour plus de d§tails). Malheureusemen, il ne nous a pas §t§ possibe
d'utiliser SCOTCH sur cette madine en raison de dixcu lt®s p porter le logiciel. Ces
techniques sort utilis§espour §tudier le comportemert de nos strat§giessur di®grertes
topologiesd'arbres d'assentlage (voir le chapitre 2 pour une §tude de l'impact de la
renum@rotation sur la topologiede cesarbres). En n, il faut §galemen signaler que dans
cequi sut nous nous int§ressos p la mesue de la m§moireactive. Les r§sutats obtenus
sort donn$§sdans le tableau 7.2

METIS | PORD | AMD | AMF

BMWCRA_1 3 0 0.6 4.1

GUPTA3 - 0 0 0

MSDOOR 14.3 0 2 0
SHIP_003 2 -1 2.1 0.2
PRE2 10.3 1 8.8 | -10.5
TWOTONE -0.3 -4.9 10.9 | 50.6
ULTRASOUND3 | 16.5 3.5 -2 3.9
XENON2 3.5 0 12 | 12.4

Tab. 7.2{ Pourcerntage de r@duction du pic de mg§moireactive obtenu par la conbinaison
de nos strat®§giesdynamiques.

Nous obsenons que les strat§giesdynamiques baffessur la m§moire am@liorert le
comportemert mgmoirede la m§thode multifron tale parallgle pour quelguescouwples ma-
trice/tec hnique de renum@rotation.

Pour lesmatrices sym@triques,nous obsenons qu'une majorit § desgains donn§sdans
le tableau 7.2 sort nuls. Cesr@sutats n§gatifssort d0s au fait que le pic m§moireest at-
teint pendant le traitement d'un sous-arkre alors qu'aucune sflectiond'esclave n'a encore
%8 faite. De ce fait, nos strat§giesne pewert pas §viter ce type de comportemerts qui
sort li§sp l'aspect statique de I'ord onnancemer.

linstitut du D®wveloppemert et desRessourcesn Informatique Scierti que
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Cette obsenation montre que dans le cassymitrique, la d§ nition de la strate Sy (voir
la section4.2.1ainsi que la gure 4.2) doit &tre am@liore pour prendre en compte des
critgresm@&moiretels que cew pr8sensdans la section6.4.2 Ainsi, la scalablit § de la
m®moire active pourra etre amgliore.

Concerrant les matrices non-synftriques, certains gains sort sign catifs, mais dans
plusieus casle gain par rapport g la strat§giebaffesuwr la chargede travail estfaible. De
plus, il estimportant de signaler que dans le casop le gain est n§gatif, le pic est obtenu
lors de l'activation d'une tache maftre correspndant p un gros n¥%ud de type 2 (voir la
partie gauche de la gure 7.1). Par exemge, si nous prenons le casdu problpme PRE2
avec AMF, le pic de m&moire active est atteint lors de I'activation d'une tache mattre
dort la taille estde 3.6 millions d'§§meris alors que le pic mEmoireestde l'ordre de 5.4
millions d'§@merns.

Pour pallier cegerre de problgmesnous proposors unemodi cation statiquedel'arbre
d'assenblage en scindant certainestaces,enl'occurence cellesqui posen problgme,en
une chatne de plusieus n%uds (voir la section 6.4.4). Ainsi, nous avons utilis§ un seul
arbitraire  x® g 2 millions d'&@meris pour la d§ nition de cette strat§gie. En d'autres
termes, nous n'‘autorisons pas un n¥sud du haut de I'arbre p avoir une taille sup$rieue p
2 millions d'§@mers.

Lesstrat§giesm®moiresort moins limit §espar la préserce de tachesmeaftre de grande
taille et donnent de cefait de meilleurs r@sutats sur cetype d'arbre. Dans le tableau 7.3,
nous donnons les r@sutats obtenus sur un arbre avec limitation de la taille des n%auds
madtre par nosstrat§giesm@moirepar rapport g cew obtenus avecla strat§giebagesur la
chargede travail. Nous pouvons constater que lesgains sort globalemern plus sign catifs
dans ce cadre expirimertal.

METIS | PORD | AMD | AMF

PRE2 11 16.9 4.3 0.8

TWOTONE 9.2 0 141 | 514

ULTRASOUND3 5.9 134 | -28 | 141
XENON2 12.9 0 -3.3 9

Tab. 7.3 { Pourcentage de r@duction de la taille de la m§moire active en utilisant les
strat®giesdynamiques; I'arbre a §t® modi & pour limiter la taille destachesmadtre.

En ce qui concernre TWOTONE avec AMF, le gain est approximativemert le méme
gue celu donn® dans le tableau 7.2 parce que toutes les taches avaiernt initialement une
taille inf@rieure g notre seul.

Nous obsenons une augmertation de la taille de la m§moire active en utilisant nos
strat§giesm@moire sur les arbres modi §s statiquemert dans sedemert deux cas. Pour
ULTRASOUND3 et AMD, l'augmentation estprincipalemen due aux mgcansmesd@crits
dans les sectiors 7.2.1 et 7.2.2 relatives g la gestion dynamique des sows-arlres et g la
pr&dction de l'activation destachesdu haut de l'arbre, respectivemert. En e®et,dans ce
cas,le pic de m§moireactive estatteint quand un processeu(P;) commercele traitement
d'une tache esclare ervoy§epar un autre processet (P;). Cecine peut pasnormalemert
augmerter le pic m&moire,mais g ce momert de la factorisation, tous les processets ont
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approximativemen la mémetaille de m§moire occup@e et la plupart d'entre eux (mis
p part P;) ont ervoy® une information de pr&dction. Ainsi, quand P; silectiome ses
esclaes, il va choisir en priorit § cex qui n'ont pas de tades activables dans un futur
proche.

En ce qui concerne XENONZ2 et AMD, le pic est atteint avant toutes les sglectiors
d'esclaves. Ce ph&nomgne est un e®etde bord de m§cansme de gestion destacesacti-
vables prsen® dans la section4.4. En e®et,dans cet exempe, le processeu est en train
de traiter un sows-arlre quand un n%ud de type 1 du haut de 'arbre deviert activable.
Ainsi, en utilisant l'algorithme 7.4, le processeu va d§cider de retarder 'activation de
cette tadhe. Il traite alors le sows-arbre jusqua sa n. Le pic est alors atteint lorsque
le n¥%ud de type 1 est activg. A ce momert, sa m§moire ne cortient que des blocs de
cortrib ution, qui correspndent aux racinesdessous-arlrestrait §s,et le n%ud de type 1.
Le fait que sa m§moire cortienne beawoup de blocs de cortrib ution est d0 p des choix
locaux au niveau d'autres processets. En e®et,les processets responsales des n¥suds
pgpresdes racines des sous-arlres du processeu pour lequel le pic a §t§ obtenu ne les
ont pasactivsen appliquant l'algorithme 7.4. Ceciillu stre les limitation s de I'approche
puremert locale de I'algorith me 7.4. Ce problgme pourrait &tre soluionn§ en ayant une
strat®giede sflectionde tachesqui ait descritpresplus globaux, prenant par exemge en
compte la m§moire lib§re sur les autres processets par l'activation de la tache et/ou
®vitant I'activation simultan®§ed'un trop grand nombre de branchesde l'arbre.

Dansle but d'illu strer sBparmert lesgains d0s g la limitation dela taille destacheset
aux strat§giesdynamiques, nous donnons dans le tableau 7.4 les pics de m§moire active
obtenus pour deux castests ou nous avons obtenu de bons r§sutats.

ULTRASOUNDS3 { METIS XENON2 { AMF
pasde limitation s | taille limit §e | pasde limitation s | taille limit §e
Strat §gie dynamique basesur la 7.56 6.09 3.14 3.14
chargede travail
Strat §giedynamique bagfesur la 6.13 5.73 1.55 1.52
mE&moire

Tab. 7.4{ Pic de m@moireactive (sur tous les processets) pour deux matrices. Dans le
casde la limitation statique de la taille destadesmadtre du haut de l'arbre, le sedl a
#t% x® p deux millions de r§els.

Finalemen, lesgains ertre algorithmesbadgssur la chargede travail sars modi cation
statique et cewx bafissur la m&moireavecmodi cations statiquesde l'arbre sort donn§s
dans le tableau 7.4. Mis g part le casde TWOTONE avec METIS et PORD (mauvais
résdtats dos p I'algorith me 7.4 { mémesituation que XENON2 et AMD pr&didemmert),
cesr@sutats montrent le potertiel de la combinaisondesapprochesdynamiquesavecdes
modi cations statiquesde l'arbre d'assenblage.

Une comparaisonertre lespicsmg§moireobservsenutilisant lesstrat§giesdynamiques
bagfiessur la mEmoireavec un arbre modi § statiquemert et les strat§giesbafiessur la
chargede travail avecl'arbre original est donn§edans le tableau 7.5.

Concernant le temps de factorisation, une comparaison du temps de factorisation
sur 32 processets ertre les strat§giesbagfessur la m@moire et les strat§giesayant un
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METIS | PORD | AMD | AMF

PRE2 12.5 31 245 1
TWOTONE -1.3 -3 141 | 51.4
ULTRASOUND3 | 24.2 51 31.6 | 39.5
XENON2 13.8 0 18 | 32.7

Tab. 7.5{ Pourcentage de r@duction du pic de m§moire active ertre l'utilisation des
strat§giesdynamiques baggessur un arbre modi § statiquemen et les strat§giesbafies
sur la chargede travail avecl'arbre original.

objectif de performarce est donn§e dans le tableau 7.6. Nous pouvons obsener que les
strat@§giesbadtessur la m&moireont un e®etnBgatif sur lesperformances.De cefait, il est
n§cessairaele concewir desstrat§giesqui ont un objectif de performarncetout en gardant
un bon comportemert m§moire. Des strat§giesvisarn cet objectif seront prsemnesdans
le chapitre 8.

METIS | PORD | AMD | AMF

BMWCRA_1 7.6 -125 | -3.7 |-354

GUPTA3 - 216 | -66.3 | -62.1
MSDOOR -2.3 -24.5 | -8.6 -5
SHIP_003 4.9 -549 | -28.2| 9.9
PRE2 -15.9 -1.8 4.3 2.1
TWOTONE -2.8 -1.4 -0.7 | 1.7
ULTRASOUND3 | -2.5 -8 1 -4.1

XENON2 -7.3 -154 | -5.6 |-15.6

Tab. 7.6{ Pourcerntage de perte de performarceertre lesstrat§giesbasgessur la m§moire
et lesstrat§gieshadfessur la performarce.Lesvaleus n§gativescorrespndert gune perte
de performarce.

7.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons proposg des strat®giesd'ordonnancemen dynamiques
visant I'am@lioration du comportemert mg§moire de la m$§thode multifron tale parallgle.
Nous avons mis enavant deslimitation s statiquesde I'imp act de notre approche. Ainsides
modi cations statiquesde I'arbre d'assenblagesebasart principalemen sur la limitation
dela taille destachesdu haut del'arbre (enscindant lestachesp coit mgmoireimportant)
ont §t® propo®es.Ces dernigresont permis de mortrer le potertiel de nos strat§gies
dynamiques.

Les aspects statiques prsen®s dans ce chapitre pewert etre am@liors d'une part
en am@liorant la strat§gie de limitation de la taille des tadces (le critpre devrait &tre
d®pendert de la taille du problgmenp traiter), et d'autre part en scindant les souws-arbres
de manigre p §viter les situations critiqu es causespar cesderniers spcialemem pour le
cas symiitrique. De plus, les strat®§giesde sflection de tades avec cortraintes mgmoire
pewernt etre am@liorfesen lesrendant moins locales.Cecipeut @tre fait par exempe en
prenant en compte la m§moire consomnfeau niveau desautres processets au momert
de l'activation d'une tade.
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Nous avons obsen (voir le tableau 7.6) que le temps n§cessairq la factorisation (qui
n'@tait pasl'objectif de cette §tude) augmentait avecl'utilisation de nosstrat§giesbafies
sur la m@moire. Il serait donc int§ressah d'am@liorer le comportemert m§moire de la
m@$thode tout en tentant de garder de bonnesperformances.Pour ce faire, desstrat§gies
hybridesprenant en compe la mg§moireet ayant un objectif de performarce doivert §t§
comsues.Une pr&semation d§taill§ede telles approchesest donn§edans le chapitre 8.

En n, la minimisation de la m&moire active ainsi que I'amlioration de la scalahlit §
vont permettre de traiter desproblgmesplus grosvu que la m§moireactive reprsere le
facteur limitant pour la factorisation parallgle sur un nhombre de processets important.
De plus, de telles approchespeuwen etre coupl®esp dessh®masde factorisation out-of-
core (implicites ou explicites). fitant donn§ que les facteurs ne sort pas rac@dgs aprgs
leur g&rration, ils pewert etre stock®§ssur disque. De cefait, il estimportant de rduire
la taille de la m@§moirerestarte i.e. la m§moireactive.



Chapitre 8

Strat §gies d'ordonnancement hybrides

Compte tenu des§tudese®ect@esdans leschapitres prgdidens nous nous int§ressos
dans cechapitre p desstrat§giesd'ordonnancemen ayant pour objectif de bonnesperfor-
mances,tout enayant un bon comportemert mgmoire.En e®etlesstrat§giesbasessur la
m&moiredu chapitre 7 ont montr § une baissede performarnces.D'autre part, d'un point
de vue pratique, il estimportant de pouvoir bien estimerla m&moirequi serautilis§elors
de la factorisation, et de pouvoir respecter cette cortrainte au niveau desordonnanceus
dynamiques.

Aprgsune introduction (section 8.1) destravaux r§cens li§sp l'optimisation desper-
formances de I'approche multifrontale parallgle, nous prsemons nos nouveawx mca-
nismeset les analysors de manigre exprimertale.

8.1 Intro duction

Historique et motivations

Motiv §spar la volont® de pouvoir prendre en compte \n aturellemert” I'aspect impr§-
visible de la charge desprocessets et/ou du r§seauainsi que du pivotage numrique, le
choix d'une gestion dynamique destadesde calcu a §t§ retenu dans I'imp I§menation
de la m&thode multifron tale parallgle (MUMBSaussibien pour la criation destacesque
pour leur a®ectationp un processeu Aprgsune analysestatique simple permettant (voir
la gure 4.1 et l'algorithme 4.1) d'iderti er deux zones dans I'arbre d'assenblage (une
zore op chaque sows-arlre est a®eck p un mémeprocesseu et une partie haute laissart
la part belle au sgquencemen dynamique).

Sur un nombre moyen de processets (- 64) lestravaux présemngsdans [4] ont montr §
la robustesseet la comptitivit § de cette approche par rapport g une approche comgp-
tement statique (n'o®rart en plus pas la possihlit § d'e®ectier du pivotage num@rique).
Cette §tude a cependant aussi r§\VBI§ deux incorv@nients de cette approche. Dans un
contexte de choix aussi dynamique, il s'avgre ditcile d'une part d'avoir une estimation
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raisomable de la m§moire n§cessairepar processer; d'autre part d'exploiter la topo-
logie de I'arbre pour obtenir de la localit$ dans les commnunications. Dans un sowci de
robustesse,l'estimation m§moire est en fait badfe sur une estimation du cas pire, ne
correspndant en girral mémepas g un casr§alisabe.

L'utilisation de la notion de processets candidats [2] (utilis®e avec sucgas dans le
contexte d'un ordonnanceu statique [34]) limite la libert§ o®erteaux dgcisiors dyna-
miques g certains processets d§termin§s de manigre statique, et permet d'obtenir une
meilleure localit® dans les comnmunications (de type a®ectation"subtree to subcube") et
de meilleures estimations de la m§moire n§cessaire.

Contexte de notre §tude et a®ectation statique

Dans la section 10 de [2], les auteurs proposaien de plus de relacher le nombre de
candidats dans le haut de I'arbre a n d'o®rir plus de libert® au gestiomaire dynamique
de tachespour corriger les erreus/retard s accunul§sdans le basde l'arbre.

On peu aussisothaiter o®rir une plus grande lib ert§ dans le basde 'arbre (au-dessis
de la strate Sp d§ nie par l'algorith me 4.1) et cecipour quatre raison principales:

1. lesstrat®gies'tout” dynamiquessort etcacessur un faible nombre de processets;
2. la prise en compte assematurelle de la localit® au seind'un n¥ud multip rocesseu;

3. la diminution de la taille de la m&moire et des tampons de commnunication (en
pratique sowert fortemert cortrainte par desn¥uds situ§sdans le bas de I'arbre
et pos&dant un bloc de cortrib ution de grande taille).

4. o®rir une plus grande lib ert® dans I'a®ectationde la strate Sy permettant §vertuel-
lemert ainsi de respecter la localit® desprocessets sur la strate Sp.

Il r§sdte de ces propositions un nouveau d§colpage statique en quatre zores de
l'arbre d'assentlage durant I'§tape de descete de l'algorithme 4.2 (voir la gure 8.1).
Chaque zore correspnd p une strat§gie particuligre d'a®ectation proportionnelle et est
ensuite utilis§epour guider le choix descandidats durant |'§tape de remort§e (voir I'al-
gorithme 4.2).

La zore 3 peu en fait etre caractrise par le nombre de processets np qui lui est
a®ech. Pour tout n¥ud X, soit S, I'ensenble des processets a®ecls au n¥sud x. On
sothaite alors que les deux propri®tfs suvantes soient respectfes.Soit x un n¥%ud de
I'arbre et soit z un ascemant de x alorsona S, %2 S,. Soit x un n¥%ud tel que jSsj - np
alors x appartient g la zone 3.

En fait, autant la libert§ suppl®menaire o®ertedans le zore 1 perturbe en ggrral
relativemert peu lesestimations m§moirebadessur une estimation du caspire autant la
relaxation comppte o®erteen zore 3 peut perturber de fagonimportante toutes les esti-
mations. Pour pouvoir b§r§ cier de cette lib ert§ accrue, nous avons donc d0 changer les
m@carnsmesd'estimation m&moirebadssur un caspire par descomportemerts moyers.
En d'autres termes nous supposors que chaque n¥ud est d§cop® de fason §qutable
erntre tous les processig candidats. La ditcu lt® de I'ordonnanceu dynamique est alors
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s ® Sy T Zone3
. Sx ; \‘ Sx S Sy !
T sy, Sy =

Zone 4

Zone 2
Proportionnel strict

Fig. 8.1{ lllustration des zores d'a®ectation proportionnelle di®grerte. (Sx et S, in-
diquert le nombre de processets a®ect au n¥sud voisin)

de corvertir p chaque instant la m§moire disponible en libert§ o®ertepour g§qulibrer le
travail ertre lesprocessets.

Nous dgcrivons dans ce chapitre des strat®gieshybridesd'ordonnancemen pour les-
guellesle meilleur §quilibragedu travail sous cortraintes mgmoireestrecherc§. En s'ins-
pirant de cequi a §t§ fait dans le chapitre 7 pour la m§moire,et a n de limiter la port§e
locale d'une d€cisionde I'ordonnanceu dynamique (d€ja limit § par la notion de proces-
seus candidats), desm$&cansmesd'anticip ation/p r@dction ont §t§ mis en place.D'autre
part, pour permettre une plus grande r§activit® avec un meilleur §qulibrage descharges
detravail et pour o®rir plusdelibert® dansl'utilisation dela mg§moiredisponible p chaque
Btape, desd§cowagesirr §guiers quelcorquesont aussi §t® mis en place (de manigre si-
milaire p cequi a §t§ fait au chapitre 7). Cesd&copagesirr §guiers cherchernt g gquilibrer
le travail (sous cortraintes m§moire) ertre les di®§rerts processs candidats. De plus,
Anticip er le dgmarragedu futur mattre d'un n¥ud de type 2 peut s'av@rer critiqu e aussi
bien pour I'&qulibrage descalcus que celu de la m§moire.

D'autre part, compte tenu desremarquessur les aspects statiques pouvant &tre cri-
tiguespour la m&moire (chapitre 6), nous avons augmert® le nombre de n¥auds scind§s
(voir la section6.4.4) et rabais$ I§caremen la strate Sy, de manipre arti cielle.

Nous introduisons dans la section 8.2 le nouveau m&cansme d'estimation de la m®-
moire et d§crivons les m§cansmesmis en place pour §danger les nouvellesinformations
de charge n§cessairegt la mise en place de notre strat§giehybride. Le nouvel algorithme
utilis® pour la silectiondynamique d'esclavesest ensuite d§crit dans la section8.2.1 En-
" n la section 8.4 est d§d$ep I'analysede performance et nous montrons que l'ajout des
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cortraintes m§moire dans le sEquenceu ne perturbe pas les performarcesdu solheur, et
gue I'estimation en moyeme est en fait tr gsproche de la m§moirergelleutilis §e.

8.2 Processus d'estim ation de la taille de la m&moire

Le processs d'estimation de la taille de la zone m&§moire qui sera utilis§e par la
m@thode multifron tale parallgle est bagtesur un parcous enremort§ed'abord de l'arbre
d'assenblage au niveau de chacun des processets. Ce processs est e®ect® aprgs la
phase d'a®ectation des taches aux di®§rerts processets participant p la factorisation
de la matrice. Pendant le parcous, dgsqu'un processeu atteint un n%ud qui lui a §t§
assigr®, il estimela co0t m&moirecenaud. Il estp noter que touteslesop@rations pouvant
engerdrer une variation de la taille de la m§moiresort prisesen compe dans le processs
d'estimation (activation du n¥sud, assenblagedesblocsde cortrib ution des s et stockage
du bloc de cortrib ution du n¥aud).

En ce qui concerre les n¥%uds de type 2, nous considgrons que la m&moire attrib u§e
p chacun desprocessets esclares potentiels (processets candidats) estla méme. Ainsi,
pour le casnon symitrique, si un processeu est candidat pour un n%ud de type 2, la
taille de la tadhe esclare qui lui seraassigre par le maftre est la taille moyenme d'un
bloc si le processeu mattre prenait tous sesprocessets candidats commeesclaes. Ceci
correspnd g un d&§cowpagede la matrice frontale du n%ud de type 2 en blocs r§gdiers
de mémetaille. En d'autres termes, la taille m&moirede chaque tadce esclae est §galep
la taille du bloc g distribuer divis§e par le nombre de processets candidats, au lieu du
caspire permettant de prendre en compte tous les choix dynamiques possilles, comme
cela®tait le casavant.

La taille destampons de communication ncessairepour lescommnunications estaussi
calcu$®edurant la phased'estimation. La taille du tampon d'&mission(resp. réceiion)
est §galep la taille maximale d'un messagalevant &tre envoy® (resp. resu). Cette taille
est ensute relach®e en la multip liant par un facteur pour pouvoir §viter des problgmes
lorsquil y a du pivotage par exempe, et pour permettre un d§couypage moins cortraint
sur les matrices frontales de grande taille (sars relaxation, sed un d&cowage rguier
serait potertiellement possibe).

Dans la section suivante, nous d&crivons un m@cansme ba$t sur des §danges de
messagesyant pour objectif de donner au niveau de chaque processeu maftre une vue
de la m&moire suppl®menaire encoredisponible sur tous les autres processets.

8.2.1 M#®@canisme dynamique d'@changes d'info rmations

Dans le but d'assuer que les d§cisiors dynamiques sort sutsammert proches des
pr&dctions faites au cous de la phased'estimation, nous avons consu un m§carisme qui
donne p tout momert la taille m§moire maximale d'une tadce esclare que peut recewir
chacun desprocessets. Le m§cansme est bad sur I'§hange de messagesortenant les
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variations dela mg§moiresuppl®meriaire (messagese type maj_m@moire_suppmentaire)
qui seront utilis§s par chacun des processets pour garder une vue de la m#§moire sup-
pl€meraire disponible chez les autres. Au d&but de la factorisation, chaque processeu
di®usela taille de sam&moiresuppl®mertaire (correspondant g la relaxation sur la taille
de la m§moire estim@e). La taille de la m§moire suppl®mernaire va permettre de donner
de la libert® aux ordonnanceus dynamiques. En e®et,si la taille de la m§moire suppl§-
mertaire vaut 0, la d§cisiondynamique va suivre cequi a §t® prvu pour cen¥sud lors du
processi d'estimation de la taille de la m@moire.ll estp noter que la taille de la m&moire
suppl®menaire est misep jour aprpschaque stlectiond'esclaves. L'algorith me 8.1 d§crit
le m§carisme d'§dangesde messagepr@sen® ci-dessis.

Algorithme 8.1 M@&carisme d'§dange desinformations relatives p la m&moire suppl§-
mertaire.
I nitialisation  sur le pro cesseur P; :
1. m@moire_suppBmentaire(P;) = taille de la m§moire suppl§menaire assciep P; ;
2: Inclure dans un messagede type maj_m@moire_suppfmentaire la mgmoire suppl§-
mertaire m§moire_suppfmentaire(P;) ;
3: Envoyer (de manipre asyrchrone) le messagemaj_m§moire_suppmentaire aux
autres processets;
Apr pgs la sBlection d'esclaves sur le pro cesseur P; pour le n¥ud j :
4: Pour tout k 2 ensenble de processets candidats dej :
5. Si k a §t§ sBlectiom® commeesclae pour j Alors

6: im = (taille estim@edesfacteus de la tade esclave de k) | (taille e®ectie des
facteus de la tache esclae de k) ;

7 Inclure dans un messagede type maj_m@#moire_suppfmentaire la variation de
m&moire+tm a®ecBeau processeuk ;

8:  Sinon

9 +m = taille estim@edesfacteus de la tadche esclave dek;

10: Inclure dans un messagede type maj_m&moire_suppfmentaire la variation de

m@moire+tm a®ecBeau processeuk ;
11: Envoyer (de manigre asyrchrone) le messagemaj_m@moire_suppfmentaire aux
autres processets;
M la r@ception d'un message de typ e maj _m&moir e_suppl §mentair e :
12: Pour tout (P;;#m;) dans le message
13:  m@moire_suppfmentaire(P;) = mEmoire_supp®mentaire(P;) + m; ;

Le m&canisme prsen® dans I'algorith me 8.1 fournit une estimation de la taille de la
m&moiresuppl®meriaire de chacun desprocesss, qui seraensuite utilis§epour construire
lescortraintes m&moirepour lesd§cisiors dynamiquesrelativesg la slectiondesesclaes.
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8.3 Aspects dynamiques

Nous prsemons dans cette sectionlesaspectsdynamiquesde notre nouvelle approche.
Nous commereons par donner une descrigtion de la strat§giede sBlectiond'esclavesavec
cortraintes m&moire dynamiques, puis nous introduisons un m§carisme proche de ce qui
a §t8 fait dansla section7.2.2du chapitre 7, a n d'anticip er lestachesde co0t important
et d'am@liorer leur prise en compte au niveau desordonnanceus.

8.3.1 Strat §gie de sBlection d'esclaves

Dans cette sectionnous préserons une strat§giede sflectiond'esclavesvisart I'&§quili-
bragede la chargede travail avecdescortraintes mgmoire.Les cortraintes mgmoiresort
calcu®espar le processeu mattre pour chaque processeu candidat du noeud de type 2.
Les cortraintes m&moiressort liesp :

i) Une estimation de la m&moirelibre sur chacun desprocessets candidats.

i) Lestailles de tampons d'§missionet de r§cepion pour chacun desprocessets can
didats.

iii) Uneborne sup®rieure pour la taille du bloc desfacteus ass@i$ g la tadhe esclare pour
chacun desprocessets candidats. Cette borne est calcu$een somman la m§moire
suppl®menaire (voir la section8.2.]) et la taille du bloc desfacteus estim@elors du
processig d'estimation.

Ainsi en prenant commecornraintes mgmoirela plus petite valeu ertre lestrois com-
posartes donn§espr@didemmen, nous obtenons une cortrainte m§moire par processeu
candidat qui correspnd g la taille maximale de la tadche esclave qu'il peut recewir g ce
momert de la factorisation.

En cequi corcerre la strat®giede silectiond'esclaves, elle tente d'§qulib rer au mieux
la charge de travail ertre les esclaes. De plus, elle v@ri e les cortraintes m§moire pour
®viter de donner une tadhe trop importante g un esclae qui ne peu pas la traiter. Le
partition nemert de la matrice frontale est irr§guier et est similaire g ce qui §tait fait
pour la m&moiredans la section7.1 L'algorith me 8.2, donne une descrigion d§taill§ede
la strat®§giede sflectiond'esclaves.

Cet algorithme produit une partition de la matrice qui donne le meilleur §qulibre
de la charge de travail dans le systgmetout en respectart les cortraintes mgmoires.La
strat§gie di®gre selonla position de la tadce dans I'arbre d'assenblage. Ainsi, lorsque
le n¥%ud de type 2 est dans la zone3, la sBlection d'esclave peut cr§er un dgfqulibre
arti ciel dans le but de crerdestachesesclaresde plus grande taille pour desraisors de
performarce et de limitation du volume de comnunication. A I'oppo<g, lorsque le n¥%ud
est hors de la zone3, l'algorith me tente d'&§qulibrer au maximum la charge de travail
ertre les processets candidats.

Il est g noter que la variable nb_escla ves_ref permet d'avoir un nombre d'es-
claves maximal qui ®vite d'avoir des tades esclaes de trop petite taille. Ainsi, dans
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Algorithme 8.2 Strat$gie de stlection d'esclaves bagfe sur la charge de travail avec
cortraintes m§moire dynamiques.
Construire les cortraintes mg§moire correspndantes g chacun des processets candi-
dats;
Classerles processets candidats dans I'ordre croissan de leur charge de travail ;
Si le noeud esten dehors de la zone 3 Alors

tra vail _maPtre =qu antit  de travail du processeu mattre pour le n¥sud ;

tra vail _tot al =quartit § de travail g distribuer sur lesprocessets esclaespour le

n¥sud ;

nb_escla ves_ref =tra vail _tot al /tra vail _-maPtre 5

Trouver le plus grand i, nombre de processets, tel que ,!:1 (charge]i]j chargd]j])

est plus petit que tra vail _tot al ;

Si i >nb_escla ves_ref Alors
I =nb_escla ves_ref ;

Pour j =1gpi:
nb_lignes| ]=le nombre de lignescorrespndant p chargeli]j chargelj];

Si la taille de la m&moire corresppndant g nb_lignes| ] est sup®rieue p la borne
donn§epar la contrainte m§moire Alors
nb_lignes| ]=le nombre de lignescorrespndant g la cortrainte m&moire;
Sinon [* le n¥ud appatient p la zone 3*/

char ge_maxX=maXensenble des processeurscandidats Charge[i]

Pour i = 1 au nombre de processets candidats :
nb_lignesj]= le nombre de lignescorrespndant g char ge_max j chargei];
nb_lignes[]=min (nb_lignes[], nombre de lignesnon-attrib u§esdans la matrice) ;
Si la taille de la m§moire correspndant g nb_lignes|] est sup@rieure g la borne
donn§epar la cortrainte mg§moire Alors

nb_lignes|]=le nombre de lignescorrespndant g la cortrainte m§moire;
Assigrer leslignesrestartes §qutablemert aux processets si lescortraintes mgmoires
sort respectes (1)
Si il y a deslignesnon-attrib u§esAlors

Si i <nombre de processets candidats Alors
=1+ 1;

Tant que il y a deslignesnon attrib ugeset i <nombre de processets candidats :
Assigrer les lignesrestartes §qutablemen aux processets si les cortraintes m§-
moiressort respectes (2)
i=i+1;

Si il y a deslignesnon attrib u§esAlors
Assigrer les lignesrestartes §gutablemert aux processets qui n‘ont pasencore
atteint leur cortrainte mgmoire;

Si il y a deslignesnon attrib uesAlors
Reladher la cortrainte m@moirela plus forte (si cette dernigre est li§ep la taille
de la m@moire suppl§menaire) ;
Assigrer les lignes restartes §qutablemert aux processets si les nouvelles
cortraintes mg§moiressort respecties (3)
nombre d'esclaves=i ;
Renvoyer (i,nb_lignes);




116 CHAPITRE8. STRAT#GIESD'ORDONNANCEMENTHYBRIDES

charge de travai
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Fig. 8.2{ Attrib ution deslignessuppl§menaires.
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le casou le sysiame est initialement bien §qulibr§, I'algorith me 8.2 ne va choisir que
nb_escla ves_ref esclaes(si lescortraintes mg§moiresort respectfes)meémesi celaim-
plique d'introduire un dg$qulibre deschargesde travail sur lesprocessets. Dans le cas
opu l'algorith me doit a®ecterles lignesrestartes non attrib ug§es(voir (1), (2) et (3) dans
l'algorith me 8.2), I'a®ectation des lignes est faite de telle sorte que les processets qui
n‘ont pasencoreatteint leur cortrainte mgmoirereeoivent le mémenombre de lignes.De
plus, dansle casou I'a®ectationdeslignessuppl§meraires peut engerdrer un dg$gqulibre
dans le systame,le nombre desprocessets choisis peut augmerter. Ceci estillustr§ par
la gure 8.2 dans laquelle le processet P, choisit des esclaes. Aprgs avoir §quilibré la
chargeertre P; et P,, Py doit attrib uer leslignesrestartes (cette phasecorrespnd g (1)
dans l'algorith me 8.2). Ainsi, le processeu Py va attrib uer deslignesp P, et augmerter le
nombre deslignesassigresp Py, P, et P5. L'ajout de P, dans I'ensenble desprocessets
shlectiom@sest fait pour assuer un §qulibre corvenable en sortie de l'algorith me 8.2

La situation (3) dans 'algorith me correspnd au casop la mgmoire suppl§menaire
sur tous les processets candidats ne sutt pas pour la distribution de la matrice sur les
processets esclaes.Ainsi, dans ce cas,nous d§cidons de ne pas prendre en compte cette
cortrainte mémesi ce choix risque de poserdes problgmesult §rierement.

Dans la sectionsuivante nous préseitons le m§cansmequi anticip e l'arriv §edestaches
du haut de l'arbre de manigre g permettre aux strat§giesdynamiques de prendre de
meilleures dcisiors.

8.3.2 M#®canisme d'anticipation des n%wuds du haut de l'arbre

Pour desraisors proches de cellesprsenesdans la section 7.2.2 I'anticipation de
I'arriv §e des taches du haut de l'arbre, c'est-@-dire des n¥suds qui n'‘appartiennent pas
B un sows-arbre, a une importance non-nggligealle. En e®et,compte tenu du caractre
irr@gdier destades esclares produites par I'algorithme 8.2, il est n§cessairede pr§woir
I'arriv §e de taches colteusespour §viter de charger un esclae dans le casoy il serait
conduit g traiter une tace de ce type. Ainsi, ce m§carnsme d'anticip ation va servir g
guider l'algorithme 8.2 Tout commele m&cansme pr§sen$ dans la section7.2.2 il se
basesur la structure de l'arbre d'assenblage. Rappelons qu'un n%ud deviert activable
lorsquetous ses Is ont §t§ trait §s.Ainsi, si chagque processeutraitant un des Is du n¥aud
ernvoie un messageu processet en chargedu pprelorsquil commerce sontraitement, le
processeu charg® du pgre saua que la tadche assaife au pgre va devenr activable dans
un futur proche. Il peu alorservoyer le co0t de cette tache p tous lesautres processets.
La descrigion du m&cansme est donn§e dans l'algorithme 8.3. Il est g noter que ce
m@&carnismede pr&dction est utilis® dans lesexplriencesde la sectionsuvante, aussibien
pour la strat§gie standard que pour la nouvelle strat§gie bagge sur un ordonnancemen
hybride.
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Algorithme 8.3 Anticipation de l'activation desn%uds du haut de l'arbre.
I nitialisation
E = ; ; ensenble destachesqui devierdront activablesdans un futur proche
nb_f utur = 0; nombre destachesactivables dans un futur proche
Pour tout i 2 haut del'arbre (zones 1,2 ou 3) :
fils[i]=nombre de Isdei;
Au d@®but d'une tache t; du haut de l'arbre
Envoyer un messagele type Is_ok(t;) au processeu en chargedu pgre;
N la r@ception d'un message de type Is _ok(t;) :
ti =pre(t;) ;
fils[ti] = fils[ti]i 1;
Si fil s[tj] = 0 Alors
nb_f utur = nb_f utur + 1;
E=EJ[ ftig;
Envoyer un messagele type tachefutur cortenant le co0t de la tade;
M la r8ception d'un message tache_futur en provenance du pro cesseur P; :
charge[i] = chargeli] + cortenu du message
N l'activ ation d'une tache t; :
E = Enft;g;
nb_f utur = nbfutur j 1;
Envoyer un messagale type tachefutur cortenant le co0t de la tache en n§gatif (i.e.
-cont) ;

Problpme taille | non-zfros| Facteus  PORD | Facteus METIS | Nombre d'op$rations | Nombre d'op@rations
(millions d'entr §es) | (millions d'entr@es) | METIS (milliard s | PORD (milliard s
d'op@rations) d'op@rations)
CONV3D64 836550| 12548250 4699.9 2693.9 23880 48540
ULTRASOUNDSO | 531441| 33076161 1044.9 981.4 3915 5225

Tab. 8.1{ Problgmesde test.

8.4 [tude expBrimentale

Dans cette section nous illustrons le comportemert de notre approche prenant g la
fois en compte la m§moireet lesperformancessur deux problgmesnon symitriquesd'as-
sezgrande taille (voir le tableau 8.1), avec deux strat®§giesde renum@rotation menant g
destopologiesd'arbrestr psdi®§rertes, PORD, METIS (voir le chapitre 2). Lestestsont
8% e®ectssur la plate-forme IBM SP de I''DRIS ! qui est dcrite dans I'annexe C. I
estimportant de noter que la plate-forme de I'IlDRIS a §wlu§ de fason sign cative au
cous desdi®Brerts tests e®ect@sdans cette thpse.Ainsi certains r@sutats du chapitre 5
correspndent g descon gurations mat@riellesdi®grertes. D'autre part, la nouvelle stra-
t®gied'ordonnancemen hybride utilis§edans les r§sutats qui suivent est plus riche que
celle utilis§eau chapitre 5.

linstitut du D®wveloppemert et desRessourcesn Informatique Scierti que
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Nous avons e®ectl§ destests sur 64 et 128 processets pour mesuer les apports de
notre nouveaush$made gestiondu parall§lisme.Nous nous sommesnt&res§saussibien
au temps de factorisation qu'au comportemert mg§moire. Les r§sutats obtenus sort pré-
sertsdans lessectiors 8.4.1et 8.4.2 Ainsi, une comparaisonertre di®Rgrertes strat§gies
d'ordonnancemert, statiquesou dynamiques,est prsenfe.Dans noscomparaisors, nous
utiliserons les strat§giessuivantes :

{ Unestrat®gie\tou t dynamique” (versionutilis §edans [4] pour une comparaisonavec
Super LU_DIST[38]) pour laguelle la phased'a®ectation est faite sars processets
candidats, i.e. lorsquun processeu doit choisir des esclaes, il peut sklectiomer
n'imp orte lequel desautres processets. Cette strat§gieest §quvalerie g une stra-
t®gie badfe sur les candidats pour laquelle le nombre de candidats pour chaque
n¥aud de l'arbre d'assenblage est §galau nombre de processets qui participent g
la factorisation.

{ La strat®giestandard de la m§thode multifron tale parallgle (voir le chapitre 4) dans
lagquelle la phased'a®ectationest bafesur le concept de processets candidats, et
g laquelle a §t® ajout® le m§cansme d'anticip ation d§crit par l'algorithme 8.3 La
sflection d'esclaves est bagfe sur une strat§gie qui a®ecteaux processets choisis
destachesde mémetaille.

{ La strat®giequi correspnd p la combinaison des algorithmes et m§cansmespr§-
sen®sdans lessectiors prédidentes de ce chapitre. Cette strat®gieestbaffesur une
a®ectationstatique am@liorie baffe sur les candidats (voir la section 8.1), le pro-
cesss d'estimation d§crit dans la section 8.2 et la strat§giede sglection d'esclaves
présemngedans la section8.3.1

8.4.1 Etude m&moire

Rappelons tout d'abord que les strat§giesstandard et la strat§giecompptemen dy-
namique utilisent un processs d'estimation dans le pire des cas alors que la nouvelle
strat®gieutilise un processss d'estimation en moyenne. De plusil estimportant de signa-
ler que pour toutes lesstrat§gies a taille estim@ede la mEmoireestrelach®ep l'aided'un
coexcient §galp 20% dans la majorit § descas(ce coexcient est|§garemen r§duit pour
CONV3D64 sur 64 processets pour ne pas d&passerles capacits mg§moire). En n, no-
tons que lesr@sutats relatifs p la I'estimation de la taille dela m§moirecorrespndent pla
I'estimation produite lors de la phased'analysede la matrice sars appliquer de relaxation.

Le tableau 8.2 donne les r§sutats relatifs au comportemert mg§moire de la m§thode
multifron tale parallgle avec les di®§rertes strat§giesd'ordonnancement d§crites préds-
demmen. Nous pouvons constater que la strat§gie compggtement dynamique donne des
estimations m@moiretr gs sup@rieures p celle desautres processs d'a®ectation Cela est
d0 au fait que les approches badffessur les processets candidats utilisent cette notion
dans le processi d'estimation. De plus nous pouvons constater que la nouvelle strat§gie
donne des estimations de meilleure qualit® par rapport p cellesdonn§espar la strat§gie
standard. Cesr@§sutats §taiert pr@visibles puisque le processis d'estimation en moyeme
donne naturellemert des estimations plus nes que celles produites par un processs
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tout dynamique candidats Nouvelle strat§gie

Problgme estim@ estim§ e®ectif| estimg e®ectif
CONV3D64 Maximum - - - - -

PORD Moyeme/ proc | - - - - -
CONV3D64 Maximum 137.7 98.44 84.53 | 8499 76.78
METIS Moyeme/proc | 118.3 68.98 60.84 |61.3 60.93
ULTRASOUNDSO0 | Maximum 103.8 4531 32.85 | 33.23 34.66
PORD Moyeme /proc | 94.3 30.03 24.82 | 25.40 24.73
ULTRASOUNDS80 | Maximum 110.1 36.08 37.42 | 28.75 26.75
METIS Moyeme /proc | 104.0 26.24 22.79 |23.02 22.37

Tab. 8.2{ Comparaisondestailles m&moire (million s de r§els)e®ectieset estimBessur
64 processets pour di®%rerts sh§masde gestiondu parall§lisme.

Nouvelle

Problgme Candidats | strat§gie
CONV3D64 METIS 72.98 50.85
CONV3D64 PORD 93.17 89.71

ULTRASOUNDS0 METIS 32.69 18.99
ULTRASOUNDS80 PORD 63.18 24.47

Tab. 8.3{ Estimation dela taille de la m&moire(en millionsde r§els)sur 128processets.

d'estimation dans le pire descas.Les mesuesrelativesaux estimations pour la strat§gie
standard et la nouvelle strat®gie sur 128 processets sort donn§esdans le tableau 8.3.
Nous pouvons voir que |'§cart entre les estimations est encore plus grand que sur 64
processets et atteint desrapport proche de 2.5 dans certains cas, ULTRASOUNDS0 et
PORD enl'occurence.

En ce qui concerre le comportemert mg§moire de la m&thode multifron tale parallgle,
lesr@sutats sur 64 processets sort donn§sdans le tableau 8.2 Signalons que lesr§sutats
manquants sort das p desex@cuions pour lesqiellesla taille de la m&moiredisponible sur
lesn%auds de la plate-forme ne permettait pasde factoriserla matrice (problgmedalloca-
tion end§but defactorisation). Nous pouvons constater qu'en g@rféral la nouvelle strat§gie
occuype moins de m§moireque la strat§giestandard. Le bon comportemert mg§moirede la
nouvelle strat@§giepeut etre expliqu® par les cortraintes mg§moiredynamiquesqui ont §t§
introduites dans le process de sBlectiond'esclaves.En ce qui concerre lesr@sutats des
mesuesdu pic mEmoiresur 128 processets, ils sort présemnfsdans le tableau 8.4. Nous
pouvons obsener que le pic de mgmoiretotale pour la nouvelle strat§gieest tr gs proche
de celu de la strat®giestandard exceqion faite pour la matrice ULTRASOUNDSO0 avec
PORD. En n signalons que les pics de m&moire totale e®ectifssort dans une majorit
descastrpsprochesdesestimations avecla nouvelle strat®&gie(voir le tableau 8.2).

Nouvelle

Problgme Candidats | strat§gie
CONV3D64 METIS 46.28 46.78
CONV3D64 PORD 68.06

ULTRASOUNDS80 METIS 17.45 18.22
ULTRASOUNDS80 PORD 26.56 20.99

Tab. 8.4{ Pics e®ectifsde m&moiresur 128 processets (millions de r§els).



8.4. BTUDE EXPERIMENTALE 121

Nouvelle Nouvelle

Problgme Candidats | strat§gie Problgme Candidats | stratfgie
CONV3D64 METIS 293.11 228.64 CONV3D64 METIS 236.59 181.76
CONV3D64 PORD - - CONV3D64 PORD - 617.34
ULTRASOUNDS8O METIS 57.66 48.83 ULTRASOUNDS8O0 METIS 45.62 46.65
ULTRASOUNDS80 PORD 62.21 55.68 ULTRASOUNDS80 PORD 57.32 61.93

Tab. 8.5{ Temps de factorisation sw Tab. 8.6 { Temps de factorisation sur
64 processets (secorues). 128 processets (secorues).

8.4.2 Performances

En ce qui concerre les performarces,les mesues destemps de factorisation pour les
di®8rertes conmbinaisors problgme/technique de renum@rotation sur 64 et 128 processets
sort donn§esdans lestableaux 8.5 et 8.6, respectivemert. Nous obsenons que la nouvelle
strat®giea un temps de factorisation inf§rieur p celu de la strat®gie standard dans une
majorit § de cas.Ainsi, si nous corsidgrors le problgme CONV3D64, nous pouvons obser-
ver desr@duction du temps de factorisation de l'ordre de 20%. Ceciillustre I'apport des
nouvelles strat§giesdynamiques et particulipremen la strat®§gie de sBlection d'esclaves
qui permet d'avoir une meilleure r@partition du travail entre lesprocessets. De plus, ces
nouvellesstrat§giesdynamiquespermettert de r@duire de fason sign cative I'occupation
m@moiretout en s'adaptant g un espacede travail trgsr§aduit.

Pour la matrice ULTRASOUNDBS8O0 swr 128 processets, Nous pouvons remarquer que
les gains en performarce de la nouvelle strat§gie sort moindres. Cependant, les gains
en m@moire sort tels que d'une part la strat§gie de silection d'esclaves est fortemernt
cortrainte et d'autre part il y a un surco0t li® p la gestion mEmoire dans ce cas. En
e®et,dans le casparallple, la pile desblocs de cortrib ution n'est pas forcgmer acddie
g son sommet. De ce fait, des esmceslibres pewen apparaftre au milieu de la pile.
Ainsi, si I'espace mg§moire cortigu disponible p un instant de la factorisation n'est pas
sutsant pour le stockagede la tache courante, une op@ration de compressionde la pile
est ertreprise. Cesopfrations induisert un surcolt et expliquert I'§cart de performarnce
mis en avant pour ULTRASOUNDBS8O sur 128 processets, O NOUS avons pu obsener
gu'elles §taiert beawouwp plus nombreusesavec la nouvelle strat§gie qu'avec I'anciemne
ou la m§moire allou§e §tait beawcoup plus relach§e. S nous corsid§rons le cas de la
matrice ULTRASOUNDBS8O avec PORD sur 128 processets, en augmertant la taille de
la m&moire suppl®mertaire pour la nouvelle strat§gieavec un facteu de relaxation §gal
g 100% (i.e. nous doublons la taille de I'espacede travail), la nouvelle strat§gie va 5%
plus vite que la strat®gie standard tout en allouant un espmce m&moire 38% infgriewr
g celu de cette dernigre. En n, nous pouvons obsener g partir destableaux 8.5 et 8.6
gue le passagen |'@delle n'est pas parfait entre 64 et 128 processets. Cette §tude §tant
pr&liminaire, nous n'avons pas encore §tudi® les raisons de ce comportemert. Notons
cependant, que lesaspectsstatiques, particuligpremen la granularit § destachesmattre et
la d§ nition de la strate Sy, pewen constituer un facteur limitant g l'obtention d'un
meilleur comportement.

Rappelons que la nouvelle strat®gieutilise une notion de m§moiresuppl®mernaire qui
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lui permet de savoir sileschoix qu'elle fait ne sort pastrop §loigrisde cequi a §t§ prévu
pendant la phased'analyse. Ainsi, si la m§moire suppl§menaire est de petite taille, la
strat®giede sflectiond'esclaresva tendre p etre tr gsproche de cequi a §t® prévu pendant
la processs d'estimation. Dans le cascortraire, elle disposede plus de libert§ et peut
donc prendre de meilleures d§cisiors. Dans les tests que nous avons préseins, la taille
de la m&moire suppl®menaire est§galep la relaxation appliqu§ep la taille estim§ede la
m&moire.Pour &tre plus pr§cis,dans tous nostests nous avons pris une taille de m§moire
suppl®menaire §galep 20%de la taille estim@ede la mgmoire.Pour illustrer I'imp act de
la taille de la m§moiresuppl®mertaire sur le comportemert de la nouvelle strat§gie,nous
avons fait varier la taille de celle-ciet mesu® le temps nfcessairqa la factorisation ainsi
gue le pic de m§moiretotale e®ectif.Lesr@sutats destestssort donnisdansla gure 8.3.
Nous pouvons constater que le temps d'ex@§cuion diminue avec la mise g disposition de
m@moiresuppl®menaire. Il estp noter que lestemps de factorisation relativemern grands
obtenus pour des relaxations §galesp 5% et 10% sort dOs g une conbinaison enre le
manque de libert® de la strat®giede sBlectiond'esclaveset le surco0t induit par la gestion
de la m@moiredans ce cas(compressiondesesgaceslibresdans la pile).

350 : T T T 50

. 4 45

300 | T Temps d'ex cution --->K---
R Pic de m moire totale - /-
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- 40
250 | i

4 35
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Pic m moire (en millions de r els)
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Fig. 8.3{ fivolution du tempsd'ex@cttion, du pic de m&moiretotale, et du pic de m&moire
active avec la variation du pourcertage de relaxation pour le problgme CONV3D64 sur
128 processets.

Concernant le pic m§moire, nous pouvons constater que le pic de m§moire totale
tend p augmerter avec l'augmenation de la taille de la mg§moire suppl®mertaire. Pour
ce qui est de la m&moire active, il senble aussi qu'elle augmerte avec l'augmertation
de la taille suppl®meraire m&éme si le comportemert est plus irr§guier par rapport g
la m&moiretotale. Notons cependant que le comportemert m§moire (pic e®ecti) senble
moins sersible g la relaxation m§moireque lesperformances,mais cette relaxation permet
une libert® suppl®menaire pour les d§cisiors d'ordonnancemern.
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8.5 Conclusion

Dans cechapitre, nous avons propod desstrat®giesd'ordonnancemen hybrides,c'est-
p-dire ayant un objectif de performarnce tout en ayant un bon comportemert mg§moire.
Les strat®giesintroduites dans ce chapitre portaient sur une modi cation de la phase
d'a®ectationstatique, un processis d'estimation optimiste de la taille de la m§moire n§-
cessaireet une strat®gie de stlection d'esclares bafte g la fois sur la charge de travall
et sur la m@moire. Cette strat®gie de sBlection d'esclaves est badge d'une part sur un
partition nemert irr §gdier de la matrice frontale sur les esclaes, et d'autre part sur une
v@ri cation dynamique de cortraintes m§moire. Les r@sutats obtenus avec cesnouvelles
strat§giesmontrent le potertiel d'une telle approche. En e®et,desgains sign catifs ont
pu etre observes que ce soit du point de vue du temps de factorisation, de la qualit® de
I'estimation de la m&moire, ou du comportemert m§moire de la m§thode multifron tale
parallgle. Cette §tude pr&liminaire n‘ayant port® que sur le casnon symfitrique, I'exten-
sion au cassymitrique peut sefaire naturellemert. La principale di®8rerce ernire les cas
sym@trique et non symitrique provient du schmade comrmunication pour les n%uds de
type 2.

Cesnouvellesstrat®§giespeuwvert encoreétre ernrichiespour am@liorerle comportemert
de la m&thode multifrontale. En e®et,descortraintes mgmoire plus importantes pewen
etre introduites dans la phasestatique d'a®ectation des n¥uds de I'arbre pour minimi-
serles e®etsnBgatifs lifs g la partie statique de I'ordonnancemen swr le comportemert
m@&moire. De plus, il serait aussiint§ressah d'§tendre les m§cansmesintroduits dans le
chapitre 7 pour lesutiliser dans cette nouvelle strat§giedans le but d'am@lioreren particu-
lier la gestiondynamique dessouws-arbreset la priorit § dans la gestiondestadcesprétes.
En n, il serait int§ressah de prendre en compe |'§vertuelle h§t&rodirit§ des plates-
formes utilis§esdans le processs dynamique de silection d'esclaves. Ceci peut etre fait
dans un premier temps en se concertrant les architectures de type grappe de multip ro-
cesseuens'inspirant destravaux présemn$sdans [3]. Ensute, dans un deuxipmetemps, il
serait int§ressah d'§tendre cesstrat§giespour grer des plates-formesh@t§roganes quel-
conques.En e®et,de par la soylessequi caractrisela partie dynamique de la nouvelle
strat®gie,la gestionde I'n §t®rodir@it® aussi bien au niveau mgmoire que performarce de
la madhine peut etre faite assezaturellemert.

Dans le chapitre suivant, nous nous int§resserosp |'§tude desac@sm§moireet de la
pagination de la m§thode multifron tale. De plus, nous proposerors un sh§made pagina-
tion adapt® aux ac@sm@§moirede la m§thode multifron tale dans le cassgquertiel.
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Chapitre 9

M@&canisme de pagination adaptati ve
pour la m&thode multifrontal e

La r@soldion de sysgmeslin§airescreux g l'aide d'une m#§thode directe n'est pas
toujours possible pour desraisors mgmoire.Pour palier ce problgme,il est n§cessairale
concewir des m#thodes de r§soldion out-of-core dans lesqtellesles calcus sort ernre-
coupls par desphasesd’'E/S. Ce gerre d'approches ncessiteune restructuration totale
de la m§thode de r§soluion utilis§e[18]. Pour §viter une telle rorgansation, une solution
triviale consisterait p utiliser le m§cansme de mgmoire virtuelle du sysigme d'exploita-
tion dans lequel la gestion des op@rations d'E/S est transparerte. Malheureusemet, il
est comu que ce gerre d'approche n'est pas performart si des strat§giesde pagination
standards sort utilis§es(politique LRU par exempe).

Dans [47], Liu a montr & th&oriquemert que la m&thode multifron tale r@auit I'activit €
dela pagination encomparaisondesautres m&thodesdirectesde factorisation. Ce meilleur
comportemert estprincipalemen d0 p une meilleure localit® spatiale desac@smg§moire.
Cependant, il a montr que pour desproblgmesde grande taille, les e®etsde la localit$
sort d&t®riors par I'espace de travail temporaire n§cessaireau stockage de la pile des
blocs de cortrib ution qui fait que la m&moire utilis§e peu etre suprieue p celle des
autres. Il a propodt alors un sch§made factorisation hybride dans lequel la factorisation
est faite avec la m&thode multifrontale jusgu@ ce que la taille de la m&moire devieme
importante pour passerensute g un sdh®maright-looking.

Dans ce chapitre, nous proposors une nouvelle approche dans laquelle les calcus
sort faits avec le schma multifrontal, pour b&n§ cier de la localit§, et dans laquelle
la pagination est g&re avec une politique adapt®e aux acgas mgmoire de la m§thode
multifrontale. Pour ce faire, nous utiliserons l'outi MMUM&MMUSJGEELqui permet la
gestionde l'activit § de pagination au niveaude I'application. Ainsi, comaissan le sh§ma
desac@sm&moirede I'application, nous pouvons concewir despolitiqu esde pagination
qui am@liorerort le temps d'ex@cution gracep une meilleure gestiondesop@rationsd'E/S.
Ce gerre d'approche g l'avantage qu'aucune restructuration au niveau de l'application
n'est n§cessaireCependant, il faut instrumenter l'application pour fournir g la nouvelle
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politiqu e de pagination desinformations relativesaux ac@smgmoire.

Nous allons commercer par donner une descrigion des m$carismesde pagination
des systamesd'exploitation dans la section9.1 Puis, dans la section 9.2 nous d§crirons
les shmasd'aces p la mEmoire de la m§thode multifrontale et nous montrerons les
limitation s des strat®§giesde pagination standards. Ensuite, nous proposerors dans la
section 9.3 un nouveau sh§ma de pagination pour la m$§thode multifrontale basf sur
l'outii MMUM&MMUSESIELEN n, dans la section 9.4, nous §tudierons exprimertalemert
le comportemert de notre nouveau shma de pagination qui impl§merie un processs
de factorisation out-of-core implicite. Finalemen, nous conclurons.

9.1 Pagination m&§moire

Les systgmesd'exploitation modernes fournissen des m&cansmesde gestion de la
m®&moire virtu elle qui ont pour objectif de permettre le partage de la m§moireertre les
processs et de s'abstraire dans une certaine mesue des limitation s de la taille de la
m&moire physique préseite sur la madine.

9.1.1 Translation d'adresse

Le partage de la m@§moireertre lesprocesss estobtenu par le m§carismede transla-
tion d'adresse De plus, chaque processs disposed'un espaced'adressagevirtu el propre.
Un m@cansme physique de translation d'adresseint®g® dans les processets est alors
utilis® pour traduire g la vol§eles adressesvirtu ellesdesacgs m§moire du processss en
desadresses=n m&moire physique.

Le calcu desadressephysiquesestobtenu par I'interm@daire de la tabledetranslation
d'adresse De plus, I'espace d'adressagem$moire est d§cowp® en blocs, gérralemen de
taille variant ertre un et quelquesdizainesde kilo-octets. Cesblocssort eng@niral appels
pages m&moire. Chaque adressem@moire se divise alors en un num@ro de page (bits de
poids fort) et un o®setdans le bloc (bits de poids faible).

D'autres informations sort en giréral asseiesp chaque pagem@moire. Typiquemert
desdroits d'acqgsen §criture (une pagepeu etre accessite enlecture seude), un drapeau
indiquant quele cortenu de la pagea §t§ modi &, ou un drapeauindiquant quela pagen'a
pas de page m§moire physique assaie (ce qui provoque en général une erreur d'acs).

A chaque processis est ass@i§ une table de translation d'adressequi d§crit une asso-
ciation enre sesblocsvirtu els et desblocs de la m§moirephysique. Une table peut aussi
etre partag§e enre di®§rerts processs si cewx ci doivert partager un méme esgace vir-
tuel. L'asscciation entre les pagesvirtu elleset les pagesphysiquespartition ne I'ensenble
despagesphysiquesernre les di®rerts espacesd'adressagevirtu els.
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9.1.2 La pagination

La pagination permet d'§tendre virtuellement la taille de la m§moire physique dispo-
nible en empoyant desdisques. Les pagese®ecties,i.e. r§frercespar I'ensenble des
processs, sort alors stockesen m&moire physique ou sur lesdisques. Cet accroissemen
virtu el de la taille de la m§moire permet d'augmerter le nombre d'applications s'ex@cu
tant de manigre concurrente sur la macdine, ou alors permet g une application de traiter
des problgmesde grande taille, i.e. de taille sup®rieure p celle de la m§moire physique.
C'est cette dernigre propri®t® qui nous int§ressedans ce chapitre.

L'ensenble despagesd'un esmcevirtu el donn§ est partition n§ en trois. La premigre
partie correspnd p I'ensenble despagesqui sort chacune assai§esa une page mgmoire
physique. Le secom ensenble cortient les pagesqui sort chacune assaifesg une page
sur disque. En n, la dernipre partie cortient des pagesqui ne sort pas assaifesg un
contenu parcequ'ellesn'ont jamais §t§ acdidies.

Lorsquun processigs ac@de p une pagevirtu elle, la pageest soit en mgmoirephysique,
dans ce casl'accgsestimm@dat, soit elle n'est pas prsette : c'est le dfaut de page On
distingue deux caspour les d§faus de page:

i) c'estla premigre fois que la page est acdidie. Dans ce casune page physique libre
lui estassife.

i) la pageestassaifep une pagesur le disque. Dans ce casla pageest lue dans une
pagephysique qui lui estalors assei§e: c'estle page-in

Dans la plupart des systgmesd'exploitation, cette pagination est e®ecte p la de-
mande i.e. c'est au momert de l'accgs g une page non présetie en m§moire que cette
dernigreestlue.

Le systgmed'exploitation doit maintenir un ensenble de pagesphysiqueslibres pour
satisfairelesdi®®rerts page-in Pour cela,il doit Sglectiomer despagesvictimes qui serort
gvincBesde la mEmoirephysique. Notons que si la pagevictime silectiom$@ea §t8 modi §e
elle devra etre (r§)®crite sur le disque.

Pour une exicution excace,il est ncessairale r§duire lesva et vient desdi®§rertes
pagesvirtu elles ertre le disque et la m&moire physique. C'est l'objectif des politiques
d'@viction despages.

Une autre optimisation que nous n'aborderors pas dans cette §tude est celle du pla-
cemern des pagessur les disques de telle manigre que le temps d'acaas g cesdernigres
soit r§duit. Dans certains cas, I'accgs sgquertiel p la mgmoire par exemge, la politique
de placemen peu sersiblemert r@duire le temps de traitement d'un d§fau de page.
Notons cependant que dans une majorit § des cas, la dgradation des performarcesde
la pagination sort duespg une mauvaise exploitation de la localit® temporelle des ac@s
m$moire.
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9.1.3 Politique d'§viction des pages

Dans cette section nous pr&serons lespolitiqu esstandards utilis §esdans lessystgmes
d'exploitation pour le chargemen ou I'§viction des pagesvirtu elles.Le but du systgme
d'exploitation estd'avoir le moins d'§dangespossille, c'est-@rdire qu'il y ait le moins de
d&fautsde page Pour cela,il corvient d'avoir en m&moirephysique lespagesvirtu ellesqui
vont etre utilis§esdans un avenir proche. Ainsi, plusieus techniquessort ervisagealtes.
Lesdeux politiquesles plus cowrammert utilis§essort donn§esci-dessos :

LR U (Least Recently Used) : les pagesvirtuellesp garder en m§moire sort celles
qui ont §t® le plus rEcemmen acddies.Les autres pagespewen etre §vincesde
la m§moire.

FIF O (First In First Out) : lespagesvirtu ellesp garder en mgmoiresort cellesqui
ont §t# le plusrécemmen chargies.Cette politiqu e estadapt§eaux parcous de ° ux.
Une variante de cette politique, enl'occurence I'algorith me FIFO seonde chane,
garde lespagespendant un certain temps dans un cade avant de les®vincer. Ainsi,
ce m§carisme permet d'@viter desacq@sau disquessi cespagessort r@utilis §es.

G#®riralemen, cespolitiques sort excacesquand l'application pr§seme une bonne
exploitation delalocalit®temporelledesacgspla mg§moire.Cependant, ellessort sowert
misesen d§fau par les applications corsid§res.Par exempe, les techniquesde ramasse
miettes (garkage collection) dans les m§cansmesde gestion de la m§moire dynamique
ac@dernt p deszoresm@moire pour sign er leur d§r§frercemen, i.e. qu'elles ne seron
probablemert plusacdidiesdansun futur proche.De cefait, la politique LRU consid§rera,
au cortraire, qu'elle seront bientdt acdidiesp causede cesac@s.

Dans ce qui suit, nous montrerons pourquoi cestechniques gérriques de gestionde
la pagination pewert &tre inadapt§esau shEmadesaca@sp la m§moire de la m§thode
multifron tale.

9.2 Comportement m&moire de la m&thode multifron-
tale

Commepr@sen® dans le chapitre 2.3, la m§thode multifron tale utilise trois zonesm$-
moire, une zore pour le stockagedesfacteurs, une pile contenant lesblocsde cortrib ution,
et une zore cortenant la matrice frontale courante [17]. Pendant la travergede l'arbre,
la taille de la m&moire occup®e par les facteus crc®t toujours tandis que la taille de la
m@moireactive (qui cortient lesblocsde cortrib ution ainsi que la matrice courante) varie
selonlesop@rations e®ect@es: quand la factorisation d'une matrice frontale estterminge,
le bloc de cortrib ution est empl® ce qui accrdt la taille de la pile; par corire, quand
une nouvelle matrice frontale est form§e et asserbl§e pour un nouveau n¥sud trait §, les
blocs de cortrib ution de sesn¥ud Is sort d§pilsce qui d&crct la taille de la pile. De
plus, pendant le processs de factorisation, dgsque desfacteus sort ggr@érs,ils ne sort
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plus r@ac@disavant la phasede r§soldion. Seue la m§moire active qui cortient la pile
desblocs de cortrib ution et la/les matrice(s) frontale(s) active(s) est/sont r§ac@dée(s)
pendant la factorisation. Ainsi suivant que lesfacteus sort gardgsen m§moireou stock®s
sur disque dpsleur production, il estpossible de d§ nir I'espacede travail de la m§ithode
commesuit :

{ S lesfacteus sort gardsen mgmoire,la taille de la m§moire n§cessaireest §gale
au pic de mgmoiretotale (tel que d& ni dans le chapitre 3).

{ S lesfacteus sort §crits sur disque dgs leur production, la taille de la m§moire
n§cessairest §galep la taille maximale de la m&moireactive.

Ainsipour traiter desproblgmesde grandetaille, nous pouvonsimaginer deux shmas
d'ex@cuion. Le premier s'appuie sur la pagination du sysigmed'exploitation. Ainsi, sila
taille de la m&moire utilis®e par la m$§thode multifron tale d§passela limite reprsen$e
par la taille de la m&moire physique, le politique de pagination silectiome des pagesp
®vincer de la m&moire pour charger les zones m&moire n§cessairesll est important de
signaler qu'avecla strat§giepar dgfau du sysigmed'exploitation (LRU), une dg§gradation
des performarcespeut etre observe lorsque le m§carisme de pagination est utilis§. Le
deuxipme sdh®ma correspnd p un processs de factorisation out-of-core dans lequel les
op®rations d'E/S sort faites explicitement. Dans ce sth§ma, il est int§ressah dans un
premiertemps d'§crirelesfacteurs sur disque dgsleur production. Puis, dans un deuxipme
temps, une gestionout-of-core de la pile doit &tre consue.

9.2.1 Sch#ma de pagination pour la m&thode multifrontale

Dans cette section nous §tudions le shmadesacgs m§moire de la m&thode multi-
frontale. Nous donnons le comportemert desacq@saux di®grertes parties de la m§moire
de la m@thode. Ensuite, nous pr@semons quelques m@cansmesvisart I'am@lioration des
performancessur desmadiinesp mgmoirelimit §e.

Commed§crit dans la sectionprdiderte, la m§thode multifron tale utilise un espace
m®&moire divis§ en trois parties : les facteus, la pile desblocs de cortrib ution et la/les
matrice(s) frontale(s) courante(s). Nous avons aussivu que les facteurs n'§taiert pas r@-
acddisaprpsleur g&rration. Ainsi, ils n'ont pas g etre prsens en mgmoireet pewen
donc etre stock®s sur disque dgs leur production. En ce qui concerre la pile des blocs
de cortrib ution, nous avons vu qu'un bloc de cortrib ution n'est utilis® qu'une sede fois
pendant la phased'assenblage.De cefait, lesdonn§escortenuesdans un bloc de cortri-
bution pewen etre d§truites aprps la phase d'assenblage. Une consguence est qu'on
pourrait imaginer informer le sysigmed'exploitation que cette zone m§moire (le bloc de
cortrib ution) n'a pasetre stock®esur disque si elle est sglectiom$e commepagevictime
lors d'une phasede pagination. Ainsi, le co0t deI'§criture de cette zone sur disque estsup-
prim® cequi peut am@liorer le temps de traitement d'un d§fau de pagesur desmadines
g m@moirelimit §e.Nous d§ nissors cette op§ration de lib§ration commeun mem.release
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9.2.1.1 Limitations de la politique de pagination LRU dans le cas de la m§thode
multifrontale

M moire virtuelle de
MUMPS

Traitement dune  Bihisi
nouvelle matrice frontale
—_—

zone crite sur disque

D fauts de page
( criture sur disque

M moire physiqu d'une partie de la pile)

ancienne
en m moire physique

[] Zone m moire inutilis e [ Zone occup e par la pile
Zone occup e par les facteu ] Zone occup e par la matrice frontale active

Fig. 9.1{ Illlustration de la strat§giede pagination du systgmed'exploitation.

La pagination estun facteu limitant pla performarcelors del'utilisation de madcines
g m&moirelimit §e.En e®et,lorsque le processs de pagination est utilis§, la politique de
pagination du systame d'exploitation (LRU) peut prendre de trgs mauvaisesd§cisiors
relativesp la sBlection despagesvictimes qui vont etre §critessur disques. Par exempe,
nous corsid@ronrs la situation donn§edans la gure 9.1 dans laguelle une nouvelle matrice
frontale doit &tre trait §e.L'assenblage de cette matrice n§cessiteun ac@sg toute la pile
des blocs de cortrib ution (nous faisors cette supposition pour illustrer les choix de la
politique LRU). Dans notre exemge, la m&moire cortient d§ja desfacteurs produits par
la factorisation desmatricesfrontales pr@didenes ainsi que tous lesblocsde cortrib ution.
De cefait, la matrice frontale n§cessitd' §viction de certaineszonesde la m&§moire pour
etre stock®e.La politique LRU va d&cider alors d'§crire sur le disque les parties les plus
profondesde la pile desblocs de cortrib ution. Ainsi, vu que la phased'assentlage doit
acdider p ceszores(lespartieslesplus profondesde la pile), desd&faus de pagevont avoir
lieu. Cet exempe, illustre le fait que la politiqu e standard LRU du systgmed'exploitation
ne prend pastoujours lesbonnesd§cisiors dans notre cas.Ici, lesd§faus de pageauraient
pu etre §vit§sen §crivant sur le disque leszonescorrespndant aux facteurs d§ja produits.
Ceci pourrait etre fait en\d isarnt” au sysgme d'exploitation que ceszonesn'ont plus g
&tre en m§moire.

9.3 Sch#ma de pagination adapt® p la m&thode multi-
frontale

Dans la section pr&didente nous avons montr § que la politique standard LRU pour
la gestionde la pagination n'§tait pas toujours adapt®e au sh¥ma des ac@as mgmoire
de la m@thode multifrontale. De plus, nous avons fait des propositions ayant pour ob-
jectif d'am@liorer le comportement du systgme de gestion de la pagination bad§ sur la
comaissarte du processs de la factorisation. La principale id§e est d'instrumerter la
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factorisation, ou pour etre plus pr§cisle code correspndant g la factorisation, avec des
directives qui serort utilis§espour guider le sysame de gestionde la pagination. Dans
cette section nous d§crivons un m§carnsme qui permet de gérer la pagination. Il estba$§
sur un processis sgpar® appel®\moniteur” qui estconcurrent au processis de factorisation
et qui garel'espacevirtu el de la m§thode multifron tale. De cefait, nous allons commercer
par pr&seter I'imp I§meration du moniteur. Puis, nous d§crirons lesinteractions ernre le
solveuwr et le moniteur.

9.3.1 MMUBt MMUSSEL

Dans cette section nous pr&serons l'outil que nous avons empoy® pour la mise en
Yauvre d'un moniteur de pagination. D'une manigreg@&rrale,pour cortrdler la pagination,
il y a deux approches,soit d§tourner lessigraux sysigmeayant trait pla gestionm@moire
et employer desfonctions fournies par le systgme,soit empoyer un sysiemespici que.

La premigre approche est badfe sur l'utilisation desfonctions mlock, mmayet mpro-
tect pour gBrerleszonresde l'espaced'adressagealu processs. Cette approche utilise un
gestiomaire de SIGSEGYV pour intercepter les d§faus de page. Ce gestiomaire utilise
desdonn§esbas niveau du sysgmed'exploitation pour récyp®rer 'adressedu d§fau de
page.De cefait, le gestiomaire estd§pendant du systgmed'exploitation. La librairie lib-
sigsgV* estle meilleur exemge de cegerre d'outils. Le principal incornv@nient de cegerre
de techniquesest qu'elles sort assezntrusivesvis g vis du systgme: la m§moiredoit etre
verrouill §esars collaboration avecle sysigme,alors que d'autres processis pewert avoir
besoinde m§moire.

La seconle approche pour la gestionde la m&moirevirtu elle est badfesur desnoyaux
spiicialk comme Grasshopper [60] ou micro-kernel L3/L4 [57]. Cesnoyaux permettent
une gestionde la pagination, d§faus de page et §criture des pagesvictimes, au niveau
utilisateur. Ainsi, si le systgmea besoinde plus de mg§moire(pour un autre processis par
exempe), il demarde au gestiomaire de pagination au niveau utilisateur de lib§rer des
pages.Ce dernier choisit alors les pagesvictimes. Cette m&thode de pagination est plus
collaborative avecle systgme, mais elle requiert un systemed'exploitation spfci que.

Nous avons donc utilis® cedernier type de corirdle de la pagination graceg un outil de
cetype dwelopp® dans la thpsed'Olivier Cozette[63], et qui fonctionne souws Linux. Cet
outil estcorstitu® d'une librairie appeffe MMUWemory Managemen in User Mode), et
d'un module noyau Linux appel® MMUSSHEMemory Managemen at User SpaceLevel).
Le module interagit avecle noyau pour la gestiondespagesm&moire.

Un moniteur de pagination estun processs standard ayant sonpropre espaced'adres-
sagevirtu el qui s'excue de manigreconcurrente avecle processs pour lequel il doit grer
la pagination. Il s'attache p I'application par un appel g la fonction MMUMivante :

mmum_attach(pid,begin, end, pf, swo)

Ihttp ://libsigsegv.sourceforge.ne t.
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dans laquelle pid estle PID (num@ro du processs) du processis dont il doit grer la
m&moire, pf et swosort desfonctions handers appel§esen casde d&§fau de pageou de
swapout. Tous lesd@faus de pagedu processss attach§ concernant la zone comprise ertre
lesadressedegin et end sort alorstrait §spar le moniteur avecla fonction pf qui reeoit
'adressedu d§fau de page.D'une manigre similaire, lorsque le noyau d$cide d'§crire
sur disque quelques pagesm&moire du processs attach® (pour des raisons de manque
de m&moire), le moniteur est appel par le biais de la fonction swoqui reeoit I'ensenble
des pagesm@moire p etre §crites sur disque. Nous dewvons rappeler que cesop§rations
d'§criture (page-fault3 ne sort pas une consgguence directe d'un dfau de page. Le
principal objectif des op®rations d'§criture sur disque est de maintenir un ensenble de
pageslibres pour satisfaire les futurs d§faus de page. Ces m§cansmessort d§clerch@s
par desheuristiquescompexesbadessur le temps et |'activit § m&moire.

Nous pr&semons ci-dessos un ensenble de fonctions utilis§espar le moniteur pour
gBrer 'espacede m&moirevirtu el

{ mmum_get(pid,a,b) : la pagephysique correspndant g la pagevirtu elle a du pro-
cessi attach$§ pid est assciie p I'adressevirtu elle b dans I'espace m&§moire du
moniteur. La page physique est dgr@ffrerce de I'adressevirtu elle a : lorsque le
processss attach$ tente d'acdider p la page,un d§fau de pageest g§rir§.

{ mmum_put(b,pid,a) : la pagede m&moirephysique asseiep la pagevirtu elleb de
I'espaced'adressagedu moniteur est asseiep l'adressea de I'espaced'adressage
virtu el du processs attach$ pid .

{ mmum_cont(pid): relancer le processg attach$§ pid lorsquil a §t® bloqu§ par un
d&fau de pageg®r® par le moniteur.

{ mmum_release(pid,a) : d®@frercer la page de m§moire physique assaife p
l'adressevirtu ellea du processig attach® pid causart la perte desdonn§escorntenues
dans la page.La pagevirtu elle est corsid§fe commeune pagejamais acdidie.

Gracep cesfonctions, le moniteur est capable de grer 'espacem@&moiredu processs
attach®. Par exempe, il peu d&cider de pr§darger certaines parties de la m§moire du
processig attach® qui seron utilis§esdans le futur.

Pour illustrer le fonctionnemen d'un moniteur de mg§moire, nous présemons un code
souce de moniteur (voir la gure 9.2) qui projette un chier dans une zore de I'espace
d'adressagedu programme prsen® dans la gure 9.3. Ce dernier cre une une zore de
m&moire virtu elle et lance le moniteur qui projette un ~chier dans cette zore. A chaque
aca@sp une nouvelle pagede la zore par le processig attach®, la fonction pf du moniteur
estappe@epour lire la pagecorrespndante g partir du chier. La fonction swq quant g
elle, estappelBelorsque le systgmed'exploitation §crit sur le disque une pageappartenant
p cette zore. La pageestalors misedans I'espaced'adressagalu moniteur qui I'§crit dans
le chier et la supprime de la m&moire physique.

Il est g noter que le moniteur s'excue de manigre concurrente par rapport au pro-
cesss attach®. De plus, ce dernier n'est pas perturb® par le moniteur : son ex@cuion
se d§roue normalemen. Le moniteur ggre les acqs m&moire du processig attach® par
la successiondes d§faus pagesg@r@riespar ce dernier. Ainsi, nous pourrions imaginer
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#include <stdio.h>
#include <mmussel2.h>
int fd ; /* Descripteur de fichier du fichier projetfe
void * start,end; /* Adresses de dgbut et de fin de la zone g§rge
[* par le moniteur
char * buf; [* Tamponpour la lecture d'une pagee
void pf(int pid,void * a) /¥ Il 'y a un dffaut de page p l'adresse a dans
[* le processus attachfe pid
{
lIseek(fd,a-start, SEEK_SET);
read(fd,buf, PAGE_SIZE); [* Lire la page g partir du ficher
mmum_put(buf,pid,a); /* Placer la page lue dans l'espace virtuel
/* du processus attachfe
mmum__cont(pid); /* Le processus attachfe peut étre dgbloqu®
}
void swo(int pid, void * la, void *a) /* 1l 'y a une requete d'fecriture d'une page sur
[* le disque
[* a est l'adresse de la page p etre 8crite
/* dans la n#moire virtuelle  du processus attachfe
/* la est l'adresse de la page das l'espace
[* d'adressage du moniteur
liseek(fd,address-start, SEEK_S  ET);
write(fd,local_address,PAGE_SI  ZF); /* Ecrire la page dans le fichier
mmum_release(getpid(),local_ad dress); /* Lib%rer la page de n€moire physique
}
int main(int argc, char ** argv)
{
int pid;
fd=fopen("MappedFile.dat',O_RD WR; [* Projection du fichier en n#&moire
pid=atoi(argc[1]); /* PID du processeur attachfe
start=atoll(argv[2]); /* Adresse de d§but de la zone gfrge par le
/*  moniteur
end=atoll(argv[3]); /* Adresse de fin de la zone gfrge par le
/* moniteur
buf=memalign(PAGE_SIZE,PAGE_H¥); [* A page tampon allign{ ee
mmum_attach(pid,start,end,pf,s  wo); [* Attacher la zone g§rfe par le moniteur
kill(getppid(),SIGCONT); /* Reveiller le processus attachfe
while (1) sleep(100); /* boucle infinie
}

Fig. 9.2{ Code souce du moniteur pour la projection d'un chier en m&moire
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#include <stdio.h>

#define N 400*PAGE_SIZE
main()
{ char *A;
char Pid[10],Add[20],Size[20];
int i

A=memalign(PAGE_SIZE,N); /* Allouer une zone n€moire de taille N
sprintf(Pid,"%d",getpid()); /* PID du processus attachfe
sprintf(Add,"%ld",(long)a); /* Adresse de la zone n&moire
sprintf(Size,"%Id",(long)N); [* Taille de la zone n&moire
if (fork()==0)

execlp("./monitor",Pid,Add,Siz e); [* Lancement du moniteur
wait(); [* Attendre le lancement du moniteur
for (i=0;i<N;i++)  AJi]++; /* Accops p la nemoire correspondant au fichier

[* projetfe

Fig. 9.3{ Exemple d'une projection de chier en m@moireen utilisant un moniteur

concewir un moniteur qui serait capable d'optimiser la pagination en sebasar sur ces
informations (d§faus de page).Par exempe, dans [62, 59 lesauteurs prsement quelques
moniteurs de m§moireintelligents splici quesp certainesclassegl'application. Cependant

pour lesapplication ayant un sh§macompexe d'accasp la mgmoire(commec'est le cas
pour la m§thode multifron tale), il senble ditcile d'§tendre de tellestechniques.Une autre

approche serait de conmbiner une analyse statique du code p la compilation avec un outil

de gestion de la m&moire virtu elle comme ce qui a §t§ fait par Mowry dans [58]. Ce-
pendant cegerre d'approchesstatiquesne pewert pasfonctionner avec desapplications
irr gguigrescommele sort lesm§thodesde factorisation de matricescreuses.Pour cegernre
d'applications, une solution pour am@liorer la pagination estd'instrumerter le processs
attach® d'une manipgre telle qu'il donne desinformations sur cesac@s mg§moire au mo-
niteur dynamiquemert. Dans la sectionsuvante, nous d§crivons le shmad'interaction
ertre MUMPS |le moniteur.

9.3.2 Sch#§ma d'interaction entre MUMRS le moniteur de pagination

La communication ertre MUMP& le moniteur de pagination est badfe sur un méca-
nismede priorit §s.En e®et, MUMPSRectedi®8rertes priorit §saux zonesde sonespcede
travail suivant leur importance. Ainsi, le moniteur d§cide quelle zore doit etre §crite sur
disque et quelle zore doit etre chargeen m&moireen sebasart sur leur priorit®. Si par
exempe une zore a une priorit  nulle, elle est §crite sur disque (c'est la seue zonre §crite
systmatiquement swur disque). D'un autre cot®, si une zore a une priorit  maximale,
elle est chargie en m§moire et ne serapas §vincgetant qu'elle a cette priorit§. En n, le
moniteur tente de maintenir en mg§moire les zones ayant les priorit §s les plus grandes.
La fonction permettant de positionner la priorit® d'une zone mgmoire est la fonction

*
*/
*/
*/

*
*

*/
*/
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reg_mem

Concernant la gestionde la pile desblocs de cortrib ution, nous utilisons la fonction
mem.release introduite p la section9.2.1 Nous rappelors que cette fonction informe le
moniteur qu'une zore de la mgmoire est libre. Ainsi, le moniteur peu la lib®rer pour
Bviter le co0t de I'§criture sur disque desdonn@esqu'elle cortenait.

La comrmunication ertre MUMRS le moniteur estfaite p desinstants particuliers de la
factorisation. En e®et,suvant la nature de l'op®ration e®ectle(assenblage,factorisation
partielle ou stockaged'un bloc de cortrib ution), MUMP8net desinformation dans le but
d'aider la gestionde la pagination au niveaudu moniteur. Le schmade commnunication
enre MUMPE& le moniteur estillustrg dansla gure 9.4.

Facteurs Matrice frontale Pile
- i ~ T
Allocation d'une nouvelle
// matrice frontale
- > re < g m—
Priorit =0 Priorit =max Priorit =max Priorit s croissantes

en partant de 1

: tapes d'assemblage

—r—>
Priorit =0 Priorit =max mem_release()

Factorisation

Priorit =0 Stockage du bloc de contribution

E Stockage de facteurs
. et d placement du
<>

— > P— — <«—»<—— Dbloc de contribution
Priorit =0 Priorit =0 mem_release() Priorit =P+1 P 1

Temps

Fig. 9.4{ Sch&mad'interaction entre MUMP& le moniteur.

L'interaction entre MUMRS le moniteur estfaite p chaque §tape dela vie d'une matrice
frontale. Une descrigion desdi®®rertes phasesdu traitement d'une matrice frontale est
donneci-dessos :

Allo cation de la matrice frontale. Avant l'allocationd'unenouvelle matrice frontale,
la priorit § de la zore m&moire qui va la cortenir est mise g la valewr maximale en
utilisant la fonction regmem Cette phasecorrespnd g |'§tape\Allo cation d'une
nouvelle matrice frontale" dansla gure 9.4.

fitap es d'assemblage. Avant chaque §tape d'assenblage, MUMPSositionne la priorit §
deszonresqui seromn acddgespendant cette phasep la valer maximaledela priorit §
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en appelart la fonction reg.mem Ceciest fait pour dire au moniteur que ceszones
doivert tre pr§semesen m§moirephysique avant le dg§but dela phased'assenblage.
De plus, dgs que la phased'assentlage d'un bloc de cortrib ution est e®ectfie, la
zore m&moirelui correspndant est lib§epar un appel p memrelease

Factorisation. Vu quela priorit § de la zone m§moirecorrespndant pla matrice frontale
a d@ja la priorit @ maximale (ceci a §t§ fait avant l'allocation de la matrice), sa
factorisation est faite sars commnunication ertre MUMP& |e moniteur. Une fois la
factorisation e®ectfe, le bloc de cortrib ution de la matrice doit etre stock® au
sommetde la pile desblocsde cortrib ution. La priorit § de la zone contenant le bloc
de cortrib ution au sommetde la pile et alors positionn§ede la manigre suvante :

priority _cb= priority _top_of _stack + 1

ou priority _top_of _stack repr§sere la priorit § de I'§®mert qui §tait au sommetde
la pile avant la cope. En ce qui concerre les facteus de la matrice frontale, leur
priorit § est mise g zZ&ro vu qu'ils ne seron plus rac@dgs.

Il estimportant de signaler gqu'il n'y a pas d'interaction entre le MUMP& moniteur
pendant la factorisation d'une matrice frontale. Ainsi, s'il y a desd$&faus de pagependant
la factorisation, ils sort g&rispar la strat§gieLRU du systgmed'exploitation . De cefait, Si
la matrice frontale ne tient pasen m&moire,une augmertation de I'activit § de pagination
peut etre observie.Cecipeut engerdrer despertesde performarnce importantes.

Dans la sectionsuivante, nous prsemons quelquesoptimisations aux ac@s mgmoire
de MUMPéh utilisant le moniteur de pagination.

9.3.3 Optimisation des accgs m&moire

Nous allons commercer par donner une descrigion du mgcansmede cope du bloc de
cortrib ution optimis$® g I'aide du moniteur. Puis, nous pr&setons quelguesam@liorations
p la phased'assenblage visant g obtenir de meilleures performancespour des problgmes
de grande taille.

Optimisation du processusde copie du bloc de contribution

Aprpsla factorisation d'une matrice frontale, le bloc de cortrib ution correspndant
doit etre d§pac versle sommetde la pile desblocs de cortrib ution. La phasede cope
estillustredansla gure 9.5.

Ce processi parcout la matrice par ligne en copiant pour chaque ligne la zore cor-
respondant au bloc de cortrib ution dans la zore situ§e au sommetde la pile. De plus
il compresseles facteus de manigre g ce qu'ils soiert cortigus en mgmoire. Ainsi, nous
pouvons constater sur la  gure 9.5 que la copie du bloc de cortrib ution produit de l'es-
pacelibre dans la m§moire de MUMPE&es zones pewent &tre §critessur disque sur des
madhinesp m&moirelimit §edans laquelle la matrice frontale et sonbloc de cortrib ution
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Matrice frontale
courante

Fac{eurs bloc de contribution

>
Zone libre

Fig. 9.5{ Op@ration de cope du bloc de cortrib ution.

ne tiennernt pas en mémetemps en m&moire. Le surco0t induit par I'&criture de telles
pagessur le disque peut etre §vit® en faisart appel g la fonction mem.releasefournie par
le moniteur.

Optimisation de la phase d'assemblage

La phased'assentlage d'une matrice corsiste en un parcous desvaleus cortenues
dans la zore corresppndant aux blocs de cortrib ution des n¥uds Is en sommarn ces
dernigresavec les valeus correspndantes dans la matrice frontale courante. Ainsi, nous
dewons acdider g la zone m&moirequi correspnd au sommetde la pile desblocsde cortri-
bution et p certaines parties de la matrice frontale. Cette op§ration peut @tre colteuse
si I'espace m&§moire n§cessaireau stockage de la matrice frontale courante et desblocs
de cortrib ution qui doivert etre acdidisest sup8rieu g la taille de la m&moirephysique.
En e®et,dans cette situation, de nombreux dgfaus de pagevont étre grr§spendant la
phased'assenblage. Dans le but d'am@liorer les performarcesde la phased'assentblage
dans ce gerre de situation, nous lib®rors les zones qui ont d§ja §t§ parcouuesdans le
sommetde la pile p l'aide de la fonction mem.release commeillustr§ dans la gure 9.6.
Ainsi, si un d&fau de pagesurvient, le sysigmeva utiliser les pageslib®espour charger
les pagesdemard$es.De cefait, le co0t des®criture de cespagessur le disque est §vit§.
Tout commepour la phasede cope du bloc de cortrib ution, les lib§rations sort faites
sur deszoresde taille raisomable pour §viter une granularit§ trop ne.
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Matrice frontale
courante blocs de contribution

|

<>
mem_release

§ -

mem_release

Fig. 9.6{ Optimisation de la phased'assenblage.

9.3.4 Impl®mentation du moniteur

La gure 9.7 d&crit I'impl§menation du moniteur de pagination et son interaction
avec MUMP&e moniteur est compodt de deux processs :
{ Le premier traite les requetes m§moire §misespar MUMP@eg_ mem, mem.release
ainsi que les dgfaus de pagede ce dernier.
{ L'autre processis ggre le prdargemen de zones m&moire de grande taille. Ceci
permet de cortinuer de traiter lesrequetespendant une grosseop@ration d'E/S.
Chaquefois quele moniteur traite unerequetedetypereg_mem il metgjour sonimage
de la m&moire de MUMPG&e. une liste de zones m&moire avec leur priorit § respective).
De plus, il sglectiome les zores devant etre chargesou §critesdu sur le disque d'une
manigretelle que leszonesde haute priorit § sort laisffesen m§moirephysique. Leszores
g charger ou §crire sur disque sort alors trait §esalors que les zones m&moire de grande
taille (taille sup®rieue g 1 Mo) sort pr&hargiesde manigre asyrchrone.

A la rcepion d'une requete de type mem.releasg le moniteur libpre la/les page(s)
physique(s) assai®e(s) p la zone m§moire concerrfge par la requete. Cette fonction est
bloquante au niveaudu processis de MUMPE&N e®et,vu que I'application et le moniteur
sort ex@cu®sde manigre concurrente, il estncessaireue le traitement desmem.release
soit fait de manigre synchrone. Le traitement asynchrone desmem.releasepeu @tre dan-
gerewx dans le casop MUMP&uilise la zone correspndant p un memreleaseavant que
le moniteur n'ait trait § la requete. Ainsi, une perte de donn§esapparatt dans ce cas.

Les ®criture sur disque ainsi que les d§faus de page provenant du systgme d'exploi-
tation sort trait §snormalemen par cedernier. Pour un d§fau de page,la pageg lire est
chargea partir du chier d'§@change. En ce qui concerre les §critures sur disque (swap-
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Gestlonnalr MMUM

VM Linux Mode noyau
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D faut de page
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File des messages :
mem_release, reg_mem

Fig. 9.7{ Interaction entre MUMP#MMUM/MMUS&HE moniteur de pagination

Mode utilisateur

out), les pagesp ®crire sort stock§esdans le chier d'§dcange. Il est g noter que le but
du moniteur est de garder en mgmoire toutes les pagesn§cessairesu calcu. De plus,
il va aussi pr@darger certaines zores de la m&moire en se basart sur desinformations
fournies par I'application. Ainsi, le moniteur va r&duire le nombre de d§faus de pageet
d'§crituressur disque qui pewent seproduire pendant I'ex§cution de I'application.

9.3.5 Instrumentation de MUMPS

L'imp I§menation du m&cansme de communication d§crit dans les sectiors pr&di-
dentes a §t§ fait enintroduisart desappelsde fonctions dans le code souce de MUMP&e
psewlo-cade correspndant aux di®rertes fonctions de comnunication ertre MUMPS le
moniteur est donn§ ci-dessos :

C mem_releasede la zone correspondant g la
C zone nefmoire [A(BEGIN_INDICE),A(END ND CB) ]

CALLMEM_RELEASE(A(BEGINI BD AEND | NDI CB)
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* ,REQUEST_NUMBER)

positionne la priorit] e de la zone n&moire
correspondant p la zone [A(BEGIN_INDICE),A(END NJ CE) |
g PRIORITY

OO0

CALLREG_MEM(A(BEGIN_INDI@ERND | ND CB)
* PRIORITY,REQUEST NBMBE

L'imp I$menation du sh&made communication entre MUMRS le moniteur a §t§ faite
en ajoutant un petit nombre d'appelsde fonction (moins de 100lignesde codesajout®es
pour un code souce de 120000lignes).

9.4 R8aultats exp®rimentaux

Pour illustrer lesgains obtenus avec notre moniteur de pagination, nous l'avons exp§-
riment® avecdi®grerts problgmes(voir le tableau 9.1) provenant de di®grertes collections
(voir 'annexe C).

Lestests ont §t® e®ect@ssur une grappe de six n¥uds §qup®sde processets Alpha
EV56 p 533 Mhz (voir I'annexe C pour plus de d§tails). Chaque n¥%ud a un maximum
de 128 Mo de m@moire. |l estp noter que pour nos tests, nous avons utilis§ METIS [37]
commetechnique de renum§rotation.

Matrice Ordre NZ Type
GUPTA3 16783 | 4670105 SYM

SHIP_003 | 121728| 4103881 SYM GUPTAS3 | SHIP_003 | THREAD | TWOTONE | XENON2

THREAD 29736 | 2249892 SYM 84.74 47.19 367.03 39.07 108.66

TWOTONE | 120750| 1224224 NS
XENON2 | 157464| 3866688 NS

Tab. 9.2{ M&moire n§cessaire la fac-
Tab. 9.1 { Problgmesde test\SYM"  iqrisation (en millions de rels), METIS
sign e symgtrique, \NS™ signi e non-  agt tilis § commetechnique de renumg-
symgtrique. rotation.

Lestailles m§moire des processets utilis§ssort §galesp 64 Mo et 128 Mo. Ce choix
est motivg par le fait que le m&me comportemert peut etre obtenu avec des madines
8qupBesde mEmoire plus importante avec des problgmesde plus grande taille. M titre
indicatif, la taille de la mg§moiren§cessairq la factorisation de chacune desmatrices est
donn§edans le tableau 9.2

Le tableau 9.3 donne le temps de factorisation de MUMP$&ars le moniteur de pagina-

tion. Nous pouvons obsener que le temps n§cessairq la factorisation augmerte avecla
diminution de la taille de la m@maoire physique. De plus, le temps d'ex§cttion out-of-core
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Taille | GUPTA3 | SHIP_003 | THREAD | TWOTONE | XENON2
64Mo | 323(71) | 4472(975) | 1445(450) | 1496(465) | 3224(1605)
128Mo | 350(71) | 2303(975) | 742(450) | 598(465) | 1907(1605)

Tab. 9.3{ Temps de factorisation (en secomes)de MUMPs&rs le moniteur de pagination.
Le temps de factorisation in-core est donn@ ertre parerthgses.

est trps®loing® de celu du casin-core pour les problgmesde taille importante par rap-
port g la taille de la m§moire (SHIP _003 par exempe). Il estg noter que pour la matrice
GUPTABS le temps avecune madine ayant une mg§moirede taille 64 Mo estplus petit que
celu obtenu avecune m&moiredetaille 128Mo. Cecipeut etre expliqu® par le mg§cansme
d'®criture sur disque despagesp §vincer (swap-ouj : avecmoins de m§moire,cesgcritures
sort d§clerch§esplus sowert ce qui conduit g un meilleur recowremert entre §critures
et calcus. Sur destaille de m&moireplus importantes, les§crituressort dgclerch§esplus
tard cequi peut bloquer le processs p caused'un manque de pagesm&moirelibres.

taille GUPTA3 | SHIP_003 | THREAD | TWOTONE | XENON2
64 Mo 179k 852k 222k 226k 505k
128 Mo 132k 373k 99k 101k 202k

Tab. 9.4{ Nombre de d§faus de page(k : kilo)

Le tableau 9.4 donne le nombre de d&faus de page sars le moniteur de pagination.
Nous pouvons obsener que le nombre de dgfaus de pageaugmerte avecla r@duction de
la taille de la m@§moire physique.

M&moire | Matrice Moniteur Moniteur lecture temps totale | temps total suco0t  du
(utilisateur) (systame) asyrchrone | moniteur moniteur (%)
64 SHIP_003| 58 6.7 30 94 2688 35
64 XENONZ2 | 48 6.5 0.6 68 2312 2.95
128 SHIP_003| 44 45 8.5 62 1610 3.85
128 XENON2 | 40 5 0.8 50 1862 2.97

Tab. 9.5{ Surco(t induit par le moniteur de pagination.

Le tableau 9.5 donne le surcolt induit par le moniteur de pagination. Nous pouvons
constater que le surcolt estfaible. Cependant, le temps pas® dans lesappelsde fonction
correspndant aux reg_mem et mem.release dans le processs de MUMPRewernt &tre
co0teux commepar exempge avec la matrice TWOTONE. Ce surcot peut &tre r§duit
en r@duisart le nombre desrequetes§misespar MUMP&h augmertant la granularit § par
exempe.

La gure 9.8 donne le pourcertage du gain (ou perte) enterme de nombre de d§faus
de pageet ®criture sur le disque (swap-ou) sur desmadiinesa 64 et 128 Mo de m§moire

Nous obsenons une rgduction du nombre d'§critures pour tous les cas. Ceci est une
consiquence desbonnesd§cisiors prisespar le moniteur quant p la s§lection despagesp
®crire sur le disque graceaux priorit §s positionn§esp l'aide de la fonction reg.mem De
plus, le m§cansme mem.releaseaide p diminuer le nombre d'§critures vu que les pages
lib§rBesn'ont pasp etre §critessur le disque.
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Fig. 9.8{ R®&duction du nombre de d$faus de pageet de swap-outavec le moniteur de
pagination sur di®grertes tailles de mg§moire.

En ce qui concerre le nombre de d§faus de page, nous pouvons obsener que le m§-
canisme dans lequel les mem.release sort d§sactiviis donne des gains sign catifs. Ceci
peu etre expliqu® par l'utilisation du m§cansmede priorit §set p une meilleure politique
de pagination. Ainsi, les pagessort moins sowent §critessur disque. De plus, nous pou-
vons constater que le nombre de d§faus de pageaugmerte lorsquon active le m§cansme
de lib®ration des pages(mem.releasg. Cecipeut etre expliqu® par la situation dans la-
guelle une page est lib®re puis r§ac@die dans un intervalle de temps r@duit g§rran
ainsi un d§fau de page.Ce gerre de d§faus de page n'est pas codteux en terme de
temps de traitement vu que la pagephysique est disponible (elle a d§ja §t€ lib8§epar le
mem.relaasg. Ce type de d§faus de pagesurvient grralemen lorsque le moniteur n'a
paseule temps de traiter la requete de type reg-memaquand I'application (MUMP&cqde
g la zore correspndante (zone lib§r§e).
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Fig. 9.9{ Gains entemps d'ex§cuion sur desmadinesavecdi®grertes tailles m&moire.

La gure 9.9 donne la r@duction (resp. augmertation) du temps de factorisation avec
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notre moniteur de pagination en comparaisondu temps mesu® avecles politiqu esde pa-

gination standards pour desmadiinesayant une mgmoirephysique de 64 et 128Mo. Nous

pouvons obsener qu'une réduction du nombre de d§faus de pageconduit g une diminu-

tion du temps d'ex@cuion avec une exceion pour la matrice TWOTONE sur 128 Mo.

Pour ce dernier cas, l'augmertation du temps de la factorisation est due au surco0t du

moniteur (ou plus pr@ci®mer aux surco0t des appels de fonctions de comnunication

avecle moniteur). En e®et,pour cette matrice, un grand nombre de requétessort §mises
par l'application versle moniteur concernant destades(n¥auds de I'arbre d'assenblage)
de granularit® ne (detaille inf§rieure p 10 Ko). Pour mieux illu strer ce ph§nomgne, nous

avons mesu® pour la matrice TWOTONE 95000requétesavecle moniteur pour 600 se-
condesde factorisation alors qu'avec la matrice SHIP_003 nous obtenons 35000requetes
pour un temps d'ex@cuion de 1200secomles.De plus nous avons mesu$ le temps n§ces-
sairef la factorisation dans di®§rertes con gurations pour illustrer le surco0t induit par

lesappelsaux fonctions de comnunication ertre MUMRS le moniteur de pagination. Les
r@sutats sort donnfs dans le tableau 9.6. Nous pouvons obsener que le fait d'appeler
les fonctions du moniteur si ce dernier est inactif a un cot assezimportant puisque le

temps de factorisation passede 598p 696 secomles.De plus nous pouvons obsener que le

fait d'utiliser le moniteur pour g@rer la pagination dans ce caspermet d'avoir une petite

diminution de temps de factorisation (674 secomles) par rapport au cas oy ce dernier

®tait appel® en §tant inactif. Ceciillustre le fait que le traitement du moniteur n'est pas
trgscolteux en terme de temps d'ex@cttion.

Moniteur actif | Moniteur inactif avecappel aux fonctions | Moniteur inactif sars appel aux fonctions
674.04secomles 696.04secomnles 598.77seconles

Tab. 9.6{ Surco0t induit par lesappelsde fonctions de comnunication avecle moniteur
de pagination dans le casde TWOTONE avec 128 Mo de m&moire physique.

En n, nous obsenons que les gains en temps d'ex@cuion sort meilleures sur 64 Mo
gue sur 128 Mo. Ceci est d0 au fait que l'activit § de la pagination est plus importante
sur 64 Mo. Ainsi, la r§duction du nombre de d§faus de pageavec 64 Mo de m§moirea
un plus grosimpact que sur 128 Mo (voir la gure 9.8). Pour mieux illustrer ce compor-
temert, nous avons test§ notre moniteur de pagination sur 32 Mo de m§maoire physique.
Nous avons obtenu une r@duction de 37.4%pour la matrice GUPTA3 et 27.4%pour la
matrice XENON2 en comparaison avec la strat§gie de pagination standard du systgme
d'exploitation. Il estimportant de signaler que pour detellestailles de m§moirephysique,
certainesmatricesfrontales densesne tiennent pasen mg§moire.ll faut alors concewir un
sch®made factorisation out-of-core pour lesmatricesfrontales qui ne tiennent pasen m§-
moire. Ceci explique, en partie, pourquoi nous n'obtenons pas desgains plus importants
sur destailles m&moire aussi petites.

Nous donnons dans le tableau 9.7 I'imp act desm$&cansmesd'optimisation de la cope
du bloc de cortrib ution et de I'optimisation de la phase d'assentlage introduits dans
les sectiors 9.3.3 et 9.3.3 respectivemen, sur une madine ayant 64 Mo de m&moire. ||
apparatt que pour une matrice avecdesn¥auds de taille importante, SHIP _003enl'occur-
rence, l'apport desdeux mcarismesest sign catifs et peut permettre une r§duction du
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Matrice | Schmastandard | Schma sars optimisation de la | Schmasars optimisation de l'as-
copie du bloc de cortrib ution senblage
SHIP_003 | 2687.86secorles | 2840.43secomles 2783.62secomnles
XENON2 | 2312.16secomles | 2363.16secormles 2325.42secomles

Tab. 9.7 { Impact des m§cansmesd'optimisation des acgs mgmoire avec le moniteur
pour deux matricessur une madine g 64 Mo de m§moire.

temps de la factorisation avec un factewr proche de 10%. En ce qui concernre XENONZ2,
nous pouvons constater que nos m§cansmesn'ont pas un grosimpact sur le temps de
factorisation. Cela est expliqu® par le fait que sur ce castest, la taille de la majorit &
desmatricesfrontales est petite en comparaisonde la taille de la m&moire physique. Ces
résdtats montrent I'imp ortance de tels m&cansmeslorsque la m$§thode est corfront§ep
desmatrices frontales de grandestailles sur desmacdinespg m&moire limit §e.

1000 T T T

1000 T T T

T T T T
outofcore 3 outofcore 3

incore T ingore T

100 ¢ 100 ¢

10 | 10 |

Temps de r solution
Temps de r solution
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3 z = Q & 3 z = S o
o Matrice E o Matrice E
(a) 64 Mo (b) 128 Mo

Fig. 9.10{ Comparaisonertre le temps de r&soldion pour lescasin-core et out-of-core.

En n, nous preserons dans la gure 9.1Q le temps n§cessairea la r@soldion dans
le casin-core et dans le casout-of-core, dans lequel la factorisation a §t§ faite avec le
moniteur et la phasede r§soldion avecle shmade pagination standard, sur une madine
g 64 Mo et 128 Mo de m&moire. Signalons que le shmadesac@sp la mEmoirede la
phasede r§soldion correspnd p un parcous desfacteus en deux passesNous pouvons
constater que le temps n§cessairea la r§soluion est trgsimportant dans le casin-core
puisque la totalit § desfacteurs ne peut pasetre stockEeen m&moire.De plus, dans le cas
out-of-core, le temps de la phasede r@soluion peut reprserer jusqua 10%du temps de
traitement total de la matrice alors que dans le casin-core ce facteur ne dgpassait pas
1% pour la majorit § desproblgmes.Ceciillustre le fait, qu'il est n§cessairale conce\oir
dessth®made r@soldion out-of-core, qu'ils soiert implicites ou explicites.
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9.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons pr&ésen® une nouvelle approche pour I'§tude et 'am®lio-
ration des performancesde la factorisation de sysigmeslin§airescreux de grande taille.
En e®et,dans le but d'§viter une restructuration du code de I'application §tudi§e pour
impl®merer un algorithme out-of-core dans lequel lesop@rations d'E/S sort g@réesexpli-
citemert, nous proposors de modi er le sysigmede pagination pour rendre lesop§rations
d'E/S transparertes. Cecia §t# fait en utilisant I'outii MMUM&MMU$BEbermet la ges-
tion de l'activit § de pagination au niveau de l'application. Ainsi, nous avons commerc
par §tudier le sh®ma d'acqas aux donn§esde la m&thode multifron tale dans le but de
concewir les mcansmesqui servirort g am@liorer les d§cisiors prisespar le m§carisme
de pagination. Dans la m$§thode multifron tale, la m§moireestdivisgeentrois parties: les
facteurs qui sort stock®§sdans une zore §criture-unique lesblocsde cortrib ution qui sort
dans une zonre §criture-uniqué lecture-unique et un escede travail cortenant la matrice
couante qui doit tre en mg&moire.Nous avons alors d§crit la conceftion et la r§alisation
d'un moniteur de pagination qui permetd‘avoir une politiqu e de pagination plus adapt§e
au sh§ma d'acaas aux donn§esde la m@thode multifrontale. Cette politique tente de
maintenir en m§moireleszoresutiles au calcu tout en §vitant d'e®ectier desop§rations
d'E/S inutiles dans le casdesdonn§eslecture-unique(les blocs de cortrib ution).

Les expirimertations ont montr § que cette premigre politiqu e de pagination est ca-
pable de r§duire de manigresign cative le nombre de d§faus de pagecequi peut conduire
g une diminution du temps d'ex@§cuion sur desmadinesg mgmoirelimit §e.Cependant,
il estapparu que notre politiqu e avait desdixcu lt®§slorsque la matrice frontale ne tenait
pas en m&moire. De ce fait, il serait int§ressah d'am@liorer la strat®gie de pagination
pendant la factorisation partielle de la matrice frontale avec un schmaproche de ce qui
a §t® fait dans [61]. En n, dans la dernigre partie du chapitre, nous avons mis en avant
la n§cess® de concewir une phasede rsoldion avec sh#ma out-of-core. Ainsi, nous
pouvons concewir, en utilisant notre moniteur de pagination, des politiqu es de pagina-
tions adapt§esau sh¥madesac@sde la phasede r§soluion. Cecipermettra d'§tudier le
comportemert desapprochesout-of-core pour la r§soldion dans le but futur de concewoir
une phasede r§soldion baffesur un sh&maout-of-core explicite. Notons qu'une phase
de r§soldion out-of-core peut reposersur le traitement de plusieus secomls menbres
simultan®mert pour augmerter le rapport entre calcu et volume d'E/S.

Il serait aussi int§ressan d'§tendre notre moniteur au casdes ex@cuions parallgles.
L'extension peut etre faite assematurellemen exceion faite de la gestionde la pile des
blocs de cortrib ution qui deviert plus compexe. De plus, il serait int§ressan d'§tudier
la m@§thode multifrontale parallgle avec politique de pagination adapt§e cowl®e p des
strat®§giesd'ordonnancemen badgessur la m§moire(voir le chapitre 7). Ensuite, il serait
int®ressan de prendre en compe desinformations li§esg la taille de la mg§moirephysique
non-utilis e au niveau de chaque processeu dans les strat§gied'ordonnancemen badges
su la m&moire.
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Conclusion

Les di®®rerts chapitres de cette thpseont permis d'appr&hender et de mesuer le role
critiqu e que peut jouer la m&moiredans les m$thodesdirectesde résoluion dessysigmes
lin§airescreux. Ainsi, il estapparu tout au long de cette §tude que la mg§moire,plus que le
temps d'ex@cuion, pouvait etre le facteur limitant au traitement de problgmesde grande
taille. Lesrecherchese®ectieset lestechniquesdg§weloppBesdans les di®rerts chapitres
de cette thpsecorstituernt un pas sign catif dans la concegtion de nouvelles approches
ayant g la fois un bon comportemert mg§moire et une performance raisomable.

Nostravaux ont n§cess# desexprimertations pous$esdans le cadre d'un ernviron-
nemert logiciel (MUMP $itilis® par la comnunaut® scierti que. lls ont pour certains §t§
int®g®s p ce logiciel, et ont d'autre part ouvert des voies nouvelles pour les m§thodes
directes. Nos principalescortrib utions sort les suvantes:

Impact des techniques de renum §rotation sur la m&moire : Nous avons montr §
l'imp act des di®8rertes familles de techniques de renum@rotation sur d'une part
la topologie de I'arbre d'assenblage et d'autre part le comportemert mg§moire de
la m&thode multifrontale. Ainsi, desliens ertre la technique de renum@rotation,
la topologie des arbres d'assenblage et le comportemert m§moire de I'approche
multifron tale ont pu &tre mis en avant dans le chapitre 2.

Optimisation de la m&moire de la m®&tho de multifron tale : Nous avons propos
dans les sectiors 3.5 et 3.6 des algorithmesqui donnernt une occupation mg§moire
optimale pour la m§thode multifron tale dans le cadre d'un sch§mad'ex§cution out-
of-core et in-core (respectivemert), grace g un ordre optimal de traitement des
n¥auds de I'arbre d'assenblageet g un nouveausth®mad'activation destaces.Ces
travaux §tendert lestravaux de Liu [4]] relatifs g la minimisation de la m&§moire
pour la m§thode multifron tale.

ftude et optimisation du comp ortement m$moire dans le cas parall ple :
L'®tude prsen®e dans le chapitre 6 a permis de mettre en avant les problgmes
li®sau mauvais comportemert mgmoirede la m§thode multifron tale parallgle ainsi
gue les facteus ayant un e®etnggatif swr dernier. Ainsi, des strat®giesd'ordon-
nancemen dynamiques ont §t®§ proposfesdans le chapitre 7 pour am@liorer le
comportemert mgmoirede la m§thode multifron tale parallgle. Il estapparu que ces
approchesdynamiques$taiert limit §espar la partie statique de I'ord onnancemer.
De cefait, certainesam@liorations li§esp la granularit® destaches ont §t§ propo-
shes. Malhewreusemenm, nous avons pu constater que ces approches d§gradaiert
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fortemert les performarcestout en am@liorant le comportemert m§moire. Nous
avons alors propost dans le chapitre 8 des strat®giesd'ordonnancemen hybrides
qui visert g obtenir une bonne performarnce tout en ayant un bon comportemernt
m®moire. Ces approches sort baffessur la conmbinaison de modi cations de la
phasestatique d'a®ectationdestachesaux processets et de strat§giesdynamiques
badfessuwr la performarce avec respect des cortraintes sur la mg§moire. M&me si
cesstrat®giessort perfectibles, il est d§ja apparu qu'elles avaiert un fort potentiel
aussi bien en terme de performarce, puisque des rductions sign catives du
temps d'ex@cuion ont pu etre observies,que de comportemert m§moire, ou elles
permettent de s'adapter dynamiquemen g descortraintes mgmoire beawouwp plus
fortes, et de r§duire le pic de m&moiree®ectie.

M §canisme de coh®rence de vues dans un systgme distribu & : Nous avons pr§-
sen® dans le chapitre 5 des m§cansmespermettant d'am@liorer la qualit® de la
vue du systgmeau niveau de chacun desprocessis d'un systgmedistrib u§. Cette
vue est utilis®§e par desordonnanceus dynamiqueslocaux g chacun desprocesss.
Ainsi, plutdt que d'utiliser I'approche classique du snapshotdistrib u§[16] intro duite
par Chandy et Lamport, nos mgcansmesmaintiennert une vue du sysggmetout au
long de I'ex@cution du calcu. Nous avons propost un m$carisme excace fournis-
sart desinformations (chargede travail, m§moiredisponible, ...) colrertes p des
ordonnanceus distrib u§s. Cette approche a %t utilis$edans la m&thode multifron -
tale parallgle pour fournir les informations n§cessairesiux d€cisiors dynamiques
d'ordonnancemern.

Pagination adaptativ e pour la m#&tho de multifron tale : Dans le but d'@tudier les
points cl§ de la conception d'une approche out-of-core pour la m§thode multifron -
tale, nous avons propodt dans le chapitre 9 un sch&maout-of-core implicite adapt$.
Ainsi, aprgs une §tude du sth§mad'acqsg la mgmoire, nous avons consu g l'aide
del'outil MMUM&MMUESEUN moniteur qui ggrel'activit § de pagination au niveau
de lI'application p l'aide d'informations pas$espar cette dernigre. Cette approche
a l'avantage gu'elle ne n§cessitepas une restructuration de I'application pour la
concegion d'un sch&ma d'ex@cuion out-of-core. Ainsi, nous avons pu §tudier le
comportemert d'une telle approche et mettre en avant lesfacteus limitant lesper-
formancessur desmadinespg m&moirelimit §e.

Les §tudes prEsenBesdans cette thpseont permis d'am@liorer le comportemert m@-
moire de la m§thode multifron tale, m&émes'il reste de nombreusesvoiesp explorer. Les
approchesdynamiquesintroduites sort g la fois limit §espar les aspects statiquesde I'or-
donnancemen et par la dynamicit® et le cot® local des d&cisiors. Ainsi, des d§cisiors
dynamiquesli§esp la sglection de la prochaine tache g activer pourraient @tre prisesde
manigre plus globale,a n d'une part d'am@liorer le processis de remort§ede I'arbre avec
un objectif orient® performarnce et d'autre part pour lI'am@lioration du comportemert
m®moire. Grace g de telles strat§giesplus globales, des problgmesm&moire sur un des
processets pourront &tre soluionn@s par I'activation par d'autres processs de tades
consommatricesdesblocs de cortrib ution locaux. D'autre part, il estapparu que l'ordre
initial des tadhes dans I'ensenble des tades activables avait une in° uence importante
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sur le comportemert de la m§thode multifron tale parallgle que ce soit d'un point de vue
performance ou d'un point de vue mg§moire.

Une autre perspective prometteuse corsisterait p $tendre les algorithmes proposs
dans le chapitre 3 au casparallgle a n, dans le casd'arbres trgslarges, de consommer
les blocs de cortrib ution au niveau de chacun des Is au plus tdt. Dans un premier
temps, les techniques du chapitre 3 doivernt etre appliquesaux parties sgquertielles de
I'arbre d'assenblage(sous-arbres). Dans un deuxipmetempsil estpossibie soit de modi er
arti ciellemernt la structure de l'arbre par l'ajout de n%uds ctifs ne senant qu'p la
consommationdesblocs de cortrib ution desn¥suds " Is, soit en articipant I'allo cation du
nud pgre. Dans les deux cas, les d§cisiors relatives g l'allocation d'un n%ud devrort
r@sdter d'une conmbinaisonde critgresstatiqueset dynamiques.

L'®tude de strat®giesd'ordonnancemen pour plates-formesh&t®roganes constitue un
autre aspect int®ressan pour la m§thode multifron tale parallgle. Il appara?t aujourd'hui
gue méme les calcuateurs haute-performarnce deviemen de plus en plus h§t®rogenres
(machines de I'IDRIS par exempe). Pour les grappes de multip rocessets, les travaux
présemn®sdans le chapitre 8 doivert mieux prendre en compte la localit® desprocessets
au seind'un n¥ud de calcu. D'autre part il estpossille de s'adapter p desarchitectures
h&t®roganesquelcorgues, voire multi-u tilisateurs. Pour cela, il est possilde de prendre en
compte I'n§t@rodir@it® de la plate-formelors de la phasestatique, et de gérerla dynamicit®
du sysgmeau cous du temps graceaux strat§giesdynamiques.

En n, la concepion d'approches parallgles de r§soldion out-of-core pour des sys-
tgmeslin§airescreux constitue une perspective int§ressate de I'§tude présengedans le
chapitre 9. Lestravaux sur le cassgquentiel peuwent etre §tendus trgsnaturellemernt au
cas parallgle (un premier cowplage §tant en cous). Puis, une approche out-of-core ex-
plicite peut &tre consue en se basarn sur les rsdtats des di®§rertes §tudes utilisant la
pagination adaptativ e. Pour cela,la premigre phaseconsisterap §laborer une gestionout-
of-core desfacteus produits lors de la factorisation. Puis, dans un deuxipmetemps, une
strat®gie out-of-core de gestionde la pile desblocs de cortrib ution ainsi qu'un sch§ma
de factorisation partielle pour lesmatricesfrontales ne rentrant pasen mg§moire physique
pourront @tre consus. Cestravaux devrort etre comp®t®s par des §tudes au niveau de
'ordonnancemen de manigre p faciliter le processs d'E/S lors du placemen destacdes
sur les processets. Cecipeu &tre fait dans un premier temps en utilisant desstrat®gies
d'ordonnancemen badfessur la m§moiresimilaires p cellesproposgesdans le chapitre 7.
De plus, il ne faut pas oublier I'§tape de r@soldion triangulaire, ou le rapport calcu-
lecture disque seraen g&rféral plus critiqu e que pour la factorisation. Cestravaux doivert
permettre de r§soudre avec des performancesraisomables des problgmesde trgsgrande
taille (plusieus dizainesde millions d'&qguations) pour lesqgtelsil y a une forte demarde
de la part d'utilisateurs vergsdans le monde de la simulation, et pour qui les m§thodes
directes, parfois cowpl®esp des m§thodesit §ratives, sort sowen n§cessaires.
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Annexe C

Environnement exp@rimental

C.1 Environnement logiciel

Dans le but d'exp@rimerter et de valider les algorithmes et m§cansmes que nous
avons propoges, nous les avons impl§meri§s dans le logiciel MUMP$MUItifron tal Massi-
vely Parallel Solver) [7, 5]. Ce dernier impl§merie un solvewr multifrontal parallgle avec
pivotage partiel pour lesfactorisation LU et LD LT, et utilise la bibliothpque de passage
de messagedPI [20]. De plus, il permet l'utilisation de di®§rertes techniquesde renu-
m@rotation (une descrigion destechniquesutilis §esestdonn§esdans la sectionsuvante).
Concernant la gestiondu parall§lismedans MUMPR8lle correspnd g ce qui a §t§ d§crit
dans le chapitre 4.

C.2 Techniques de renum@rotation

Deux sth&maspopulaires de renum@rotations sym@triquessort lesheuristiqueslocales
telles que le deg® minimum (AMD [6], MMD [39]) ou le remplissageminimum (AMF,
MMF) [44, 48], et lesheuwristiquesglobalesbadggessur le partition nemert du graphe de la
matrice, commelesdissectiors enbPt§es[30]. Une autre classed'algorithmesa aussi §t$
consue qui combine lesheuwristiqueslocalesaveclesheuristiquesglobales(voir le chapitre 1
pour plus de d§tails). Nous consid§rors les heuristiquessuvantes :

{ AMD : le minimum degt® approxim® [6];

{ AMF : le remplissageminimum approxim® tel qu'imp|®mern® dans MUMBS

{ PORD : un couwplagestrict de techniquesde renum@rotation localeset globales[57];

{ METIS : nous utilisons la routine METIS_NODEpBvenant du logiciel METIS qui

impl€merte une m#thode hybride bade sur de la dissectionembd’t®e p plusieus
niveaw et du minimum deg@ multip le.

1Disponible sur http://graal.ens- lyon.frf/MUMP S
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{ SCOTCH : nous utilisons une version de SCOTCHI5| fournie par l'auteur dans
laquelle un couwplage entre la dissectionenbc®t§eet le (halo) remplissageminimal
approxim® (HAMF ) est fait d'une manigre proche de ce qui a §t§ fait dans [11].

C.3 Machines utilis §es

Lors de nos exprimertation s, nous avons utilis® principalemen trois madines. Ces
dernigressort d§critesci-dessos :

CINES. 2 Cette madine estun sysiemelBM SP ayant les caractristiquessuivantes :
{ 29n%wuds SMP (NH2) p 16 processets, 464processets Power3+/375 Mhz, 16 Go
par naud.
{ 2 n%uds SMP(Regatta) p 32 processets, 64 processets Power4/1,3 Ghz, 64 Go
par n¥sud.
{ Ensenble interconnect§ par un switch Colony (1 Go/s).

IDRI S. 2 Cette machine estun sysgmelBM SP orgaris§ de la manigre suivante :

{ 1 grappe de 8 n¥suds SMP de 32 processets Power4/1.3Ghz P690 (256 proces-
seus, 832Go de m§moire,puissarcecréte totale : 1,33T° ops) interconnectspar
un r§seaude type Colory :

1 n%ud avec 256 Go de m&§moire partage,
2 n¥uds avec 128 Go de m§moire partagge,
5 n%uds avec 64 Go de m&moire partag@e.

{ 1 grappe de 12 n%uds SMP de 32 processets Power4/1.7Ghz P690+ (384 pro-
cessets, 1,536To de m&moire,puissarcecrétetotale : 2,61T° ops) interconnectis
par un r§seaude type Federation :

12 n¥%,uds avec 128 Go de m§moire partagge.

{ 6 grappesde 16 n%uds SMP de 4 processets Power4/1.7Ghz P655 (384 proces-
seus, 768Go de m&moire,puissarcecréte totale : 2,61 T° ops) interconnectispar
un rseaude type Federation :

96 n%auds avec 8 Go de m&moire partagie.

Il est g noter que la plate-formede I''DRIS a subi de nombreusesmodi cations au
cous de nos exprimertations. Les r§sdtats p l'int®§rieur de chaque chapitre sort
corsistarts, mais il peut y avoir desdi®grercesde con guration (taille desn¥auds
SMP, fr@quence desprocessets, réseayl...) ertre chapitres.

Grapp e d'Alphas. Cette grappe localisfe au LaRIA* est constitu§e de 8 n¥uds mo-
noprocessets Alpha EV56/533Mhz §qup®sde 128 Mo de m&moirepar n¥%ud. Les
n¥auds sort interconnectls par r§seauMyrinet g 2 Gb/s (130 Mo/s) avec un bus
PCI p 133 Mols.

2Certre Informatique National de I'Enseignemen Supgrieur
SInstitut du D®veloppemert et des Ressourcesn Informatique Scierti que
4Laboratoire de Redherche en Informatique d'Amiens
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Signalons que pour la mise au point de certains de algorithmes, des tests on §t§
e®ect@s sur d'autres madinestelles qu'une grappe de Sun Enterprise de la f§dgration
lyonnaisede calcu haute-performanceou une grappe de bi-processets Itanium |1 (projet
i-cluster 2, Grenoble).

C.4 Problpmes de test

Les problpmesde test ont §t§ extraits de plusieus collections de matrices creuse :
la collection Rutherford-Boeing [2€6], la collection de I'universit§ de Floride® et la collec-
tion PARASOLS®. Signalons que les problgmesMCHLNF, ULTRASOUND3 et ULTRA-
SOUNDSO [8, 9] nous ont §t® fournis par M. Sosorkina, qui travaille sur la r§soldion
de sysgmeslin®airescreux par des m$§thodes r§cusives multi-niveawx (PARME()]). La
matrice CONV3D64 a quant g elle §t& fournie par le CEA-CESTA. Lestableaux C.1, C.2
donnert une descriggion desdi®§rertes matrices que nous avons utilis §es.

| Matrice | Ordre [ NZ | Descrigtion |
3DTUBE 45330 | 1629474 | 3-D pressue tube
AUDIKW _1 | 943695| 39297771 Automotive crankshaft model with over 900,000TETRA elemerts
(MSC-CRANKSHAF T-900K)

BCSSTK34 588 11003 | NASTRAN buckling problem sti®nessmatrix

BCSSTK38 8032 | 181746 | Sti®nessmatrix, airplane engine componert
BMWCRA_1 | 148770 5396386 | Automotive crankshaft model with nearly 150,000TETRA ele-
merts (MSC-CRANKSHAF T-150K)
CFD2 123440| 1605669 | CFD, symmetric pressue matrix, from Ed Rothberg, Silicon Gra-
phics, Inc.
CRANKSG2 | 63838 | 7106348 | Linearstatic analysisof a crankshaft detail (MSC-CRANKSHAFT-
SEGMENT-2)

GUPTA1 31802 | 1098006 | Linear programming matrix (A*A"), Anshul Gupta

GUPTA2 62064 | 2155175| Linear programming matrix (A*A"), Anshul Gupta

GUPTA3 16783 | 4670105 | Linear programming matrix (A*A"), Anshul Gupta

M_T1 97578 5328 | Tubular joint

MSDOOR | 415863| 10328399 Medium sizedoor

NASA1824 | 1824 20516 | Structure from NASA langley, 1824degreesof freecom
NASA2910 | 2910 88603 | Structure from NASA langley, 2910degreesof freedom
NASA4704 | 4704 54730 | Structure from NASA langley, 4704degreesof freedom

OILPAN 73752 | 1835470| Qilpan

SHIP_003 | 121728| 4103881 | ship structure from production run

STRUCT4 4350 121074 | Finite elemen matrix, from Ed Rothberg, Silicon Graphics, Inc.
S3DKQ4M2 | 90449 | 2455670 cyl shell R/t=1000 unif 100x 150quad meshDK-el with drill rotat
S3DKT3M2 | 90449 | 1921955 cyl shell 100x 150 unif triang meshR/t = 1000

THREAD 29736 | 2249892 | Threaded comector/contact problem
VIBROBOX | 12328 | 177578 | Vibroacoustic problem (° exible box, structure only) Andre Cote

Tab. C.1{ Descrigion desproblgmesde test symitriques.

Shttp://www.cise.ufl.edu/~davi s/ spar se/
Shttp://www.parallab.uib.no/pa rasol
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\ Matrice | Ordre | Nz | Descriftion \
AF 23560 23560 | 484256 | 1 NACA 0012airfoil M=0.8, eigervalue calcuation
BIG 13209 | 91465 | 1SructuresymmetricMatrix big K. Gaertner ETH Zurich Oct 1996.
CIRCUIT_4 80209 | 307604 | Circuit DAE with BDF method & Newton. W. Bomhof, Univ.
Utrecht

CONV3D64 836550| 12548250 provided by CEA-CESTA; gererated using AQUILON
(http ://lwww.en scph.fr/master/aquilon)

EPB3 84617 | 463625 | Plate- n heat exdanger (large case), (DAE) Da-
vid.Averous@esigct.fr
GARONO2 13535 | 390607 | 2D FEM, Navier-Stokes,CFD. Squareinlet and outlet on opp. sides
GRAHAM1 9035 335504 | Galerkin FE disc. of Nav.Stokes 2phase°uid °ow. D Graham, U
lllin ois
GRID48 47045 | 3705625 | Unsymmetric asserbled nite elemen problem. Nine node,  ve va-
riable ELT48
LI 22695 | 1350309 | 3D Finite elemen matrix, magretohydrodynamic problem with 5
variables
MCHLNF 49800 | 4136484 | 3D tire design provided by John Melson (Michelin Researb and

Developmert Corporation).

MIXING _TANK 29957 | 1995041 | Mixin g tank. Unsymmetric matrix. Modi ed versionof MIXT ANK
to avoid under®°ow errors on somemacdines

ONETONE1 36057 | 341088 | AT&T,h armonic balance method, one-tone. Approx Jacokian for

SSOR precon
PRE2 659033| 5959282 | AT&T,h armonic balance method, large examge
RMA10 46835 | 2374001 | 3D CFD model, Charleston harbor. Steve Bova, US Army Eng.,
WES
SAYLR1 238 1128 | IJUNSYMMETRIC MATRIX OF PAUL SAYLOR - 14BY 172D
GRID MAY, 1983
THERMAL 3456 66528 | Noel.Brunetiere@Ims.niv-poitiers.fr FEM, thermal problem
TWOTONE 120750| 1224224 | AT&T,h armonic balance method, two-tone. More o®-dag nz than
onetone
VENKA TS50 62424 | 1717792 | Unstructured 2D EULER soler, V. Verkatakrishnan NASA, time
step= 50
WANG1 2903 19093 | Discretizedelectroncortinuity, 3d diode, nonuniform 14-14-16émesh
WANG3 26064 | 177168 | Discretizedelectron cortinuity, 3d diode, uniform 30-30-30mesh
XENON2 157464| 3866688 | Complex zeolite,salalite crystals. D Ronis ro-

nis@osager.tem.mcgill.ca

ULTRASOUNDS3 | 185193| 11390625 Propagation of 3D ultrasound waves gererated by X. Cai (Simula
Researb Laboratory, Norway) using Di®pack.

ULTRASOUNDSO | 531441| 33076161 Propagation of 3D ultrasound waves, provided by M. Sosorkina.
Larger than ULTRASOUNDS.

Tab. C.2{ Descriggion desproblgmesde test non-symitriques.






R&sum® :
Les m@thodesdirectes de r§soluion de systgmeslin§airescreux sort comuespour leurs

besoirs m§moire importants qui pewernt constituer une barrigre au traitement de pro-
blpmesde grandestaille. De ce fait, les travaux e®ectés durant cette thpseont port®
d'une part sur I'8tude du comportemert m&§moire d'un algorithme de factorisation de
matricescreuses,en l'occurencela m§thode multifron tale, et d'autre part sur I'optimisa-
tion et la minimisation de la m§moire n§cessaireau bon d§rouemert de la factorisation
aussi bien dans un cadre sBquertiel que parallgle. Ainsi, desalgorithmesoptimaux pour
la minimisation de la m&moire ont §t® propods pour le cas sgquertiel. Pour le caspa-
rallgle, nous avons introduit dans un premier temps des strat®§giesd'ordonnancemert

visant une am@lioration du comportemert mgmoire de la m$&thode. Puis, nous les avons
®tendues pour avoir un objectif de performance tout en gardant un bon comportemert

m&moire.En n, dans le casop I'ensenble desdonn§esp traiter a encore une taille plus
importante que cellede la m&moire,il estn§cessairele concewir desapprochesde facto-
risation out-of-core. Pour &tre excaces,cesm@thodesn@cessiteh d'une part de recowrir

les op@rations d'entr §es/sortiespar descalcus, et d'autre part de r@utiliser desdonn§es
d€ja présenes en mmoirepour r§duire le volume d'entr §es/sorties.Ainsi, une partie des
travaux pr@semisdans cette thpseont port® sur la conception de techniques out-of-core
implicites adapt§esau shmadesac@sde la m§thode multifron tale et reposart sur une
modi cation de la politiqgue de pagination du systamed'exploitation g l'aide d'un outil

bas-nveau (MMUM&MMUSSEL

. Mots-cl §s : .
Matrices creuses, m@thodes multifrontale, techniques de renum@rota-

tion, m§moire,ordonnancemern, pagination.

Abstract:
Direct methods for solving sparse linear systemsare known for their large memory re-

quiremerts that can represern the limitin g factor to solve large systems. The work done
during this thesisconcerrs the study and the optimization of the memory behaviour of
a sparse direct method, the multifrontal method, for both the seqential and the par-
allel cases.Thus, optimal memory minimization algorithms have beenproposedfor the
seqtertial case.Concernng the parallel case,we have introduced new sdeduling strate-
giesaiming at improving the memory behaviour of the method. After that, we extended
theseapproadiesto have a good performarnce while keepng a good memory behaviour.
In addition, in the casewherethe data to be treated camnot t into memory, out-of-core
factorization schemeshave to be desigred. To be excient, such approacdes require to
overlap I/O operations with computations and to reusethe data setsalready in memory
to reducethe amount of I/O operations. Therefore,another part of the work presened
in this thesisconcerns the designand the study of implicit out-of-core techniques well-
adapted to the memory accesgattern of the multifron tal method. Thesetechniquesare
basedon a modi cation of the standard paging policies of the operating systemusing a
low-level tool (MMUM&MMUSSEL
Keyw ords:
Sparse matrices, multifron tal method, reordering techniques, memory;
scheauling, paging.
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