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1.1.3 M¶ethodeshybrides . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2 M¶ethodesdirectesde factorisation de matricescreuses. . . . . . . . . . . 9
1.2.1 Arbre d'assemblageet m¶ethodessupernodales . . . . . . . . . . . 13

I ¶Etude et optimisa tion du comp ortemen t m¶emoire pour le
cas s¶equentiel 15

2 ¶Etude de l'impact des techniques de renum ¶erotation sur le comp orte-
ment de la m¶etho de multifron tale 17
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.2 La m¶ethode multifron tale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.3 Techniquesde renum¶erotation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.4 Topologiede l'arbre d'assemblage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.4.1 Structure g¶en¶eralede l'arbre d'assemblage . . . . . . . . . . . . . 23
2.4.2 R¶egularit ¶e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.4.3 Analysede la taille desmatrices frontales . . . . . . . . . . . . . . 24

2.5 Consommationm¶emoiredans la m¶ethode multifron tale . . . . . . . . . . 25
2.5.1 Impact destechniquesde renum¶erotation sur la m¶emoire . . . . . 27

2.5.1.1 Tra¯ c m¶emoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.5.1.2 Taille moyenne de la m¶emoireactive . . . . . . . . . . . 27
2.5.1.3 Pic de la m¶emoireactive . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.6 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3 Minimisation de la m¶emoire pour la m¶etho de multifron tale 31
3.1 Quelquesnotations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.2 Besoins en m¶emoireactive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.3 Besoins en m¶emoiretotale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

iii



iv TABLE DES MATI µERES

3.4 Algorith mesexistants et leurs nouvellesvariantes . . . . . . . . . . . . . 33
3.4.1 M¶emoireactive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.4.1.1 Algorith me de Liu et sesvariantes . . . . . . . . . . . . 34
3.4.1.2 Algorith mesbas¶essur l'anticipation du pµere . . . . . . . 35

3.4.2 M¶emoiretotale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.5 gestionoptimale de la m¶emoireactive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.6 Optimisation de la m¶emoiretotale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.7 Complexit¶e desalgorithmesde minimisation de la m¶emoire . . . . . . . . 46
3.8 R¶esultats exp¶erimentaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.8.1 M¶emoireActiv e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.8.2 M¶emoiretotale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.9 Minimisation m¶emoire: assemblage®sur placē . . . . . . . . . . . . . . 50
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Intro ducti on

La recherche en parall¶elismes'estconcentr¶eesur lesaspectscalcul et communication :
lesnouvellesarchitecturesparallµeles(cluster, meta-computing) sont aujourd'hui capables
d'atteindre despuissancesde calcul de plusieurs dizainesde Tera°ops (milliard d'op¶era-
tions par seconde). Un point crucial pour exploiter pleinement cesmachinesest de pou-
voir traiter desmassesde donn¶eesqui semesurent en Gigaoctets, voir en Teraoctets. Ces
quantit ¶es,que l'on rencontre souvent dans les applications scienti¯ ques (simulation par
exemple), ¯ nanciµeresou commerciales(data-mining par exemple) sont largement sup¶e-
rieures µa la m¶emoirecentrale disponible sur cesmachinesparallµeleset obligent µa utiliser
les disques pour les accueillir. Les problµemesinduits concernent alors l'organisation et
l'accµesaux donn¶ees.On remarque en e®etque le temps d'accµesaux disquesest largement
pr¶edominant sur le temps de calcul ou de communication : c'est le calcul out-of-core.

Avant d'aborder le problµemeainsi rencontr¶e (taille insu±sante de la m¶emoire)sous un
angleout-of-core, il estn¶ecessairede r¶eduire et d'optimiser lesbesoins m¶emoiredesappli-
cations vis¶ees.Dans cette thµese,nous nous pla»cons dans le cadre desm¶ethodesdirectesde
r¶esolution de systµemeslin¶eairescreux. Cesapplications sont connuespour leurs besoins
m¶emoire importants qui peuvent constituer une barriµere au traitement de problµemesde
grandestaille. De cefait, lestravaux e®ectu¶esdurant cette thµeseont port¶e d'une part sur
l'¶etude du comportement m¶emoired'un algorithme de factorisation de matrices creuses,
en l'occurrence la m¶ethode multifron tale, et d'autre part sur l'optimisation et la mini-
misation de la m¶emoire n¶ecessaireau bon d¶eroulement de la factorisation. En¯ n, dans
le casoµu l'ensemble des donn¶eesµa traiter a encore une taille plus importante que celle
de la m¶emoire, il est n¶ecessairede concevoir desapprochesde factorisation out-of-core.
Pour être e±caces,cesm¶ethodesn¶ecessitent d'une part de recouvrir lesop¶erations d'en-
tr¶ees/sortiespar des calculs, et d'autre part de r¶eutiliser des donn¶eesd¶ejµa pr¶esentes en
m¶emoirepour r¶eduire le volume d'entr¶ees/sorties.Une approche consiste µa restructurer
lescodesa¯ n d'exhiber su±samment de localit¶e temporelleet spatiale desaccµesaux don-
n¶ees,dans le but de minimiser les accµes aux disques. Une seconde approche (celle que
nous ¶etudierons) consisteµa utiliser desm¶ecanismesimplicites bas¶essur despolitiquesde
pagination adapt¶eesau sch¶emadesaccµesm¶emoirede l'application.

Dans cequi suit, nous allons donner une description destravaux qui ont ¶et¶e e®ectu¶es
durant cette thµese.
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2 TABLE DES MATI µERES

Partie I : ¶Etude et optimisation du comportement m¶emoire pour le
cas s¶equentiel

Lestechniquesde renum¶erotation sont desalgorithmesutilis¶espour pr¶e-traiter la ma-
trice µa factoriser, dont le principal objectif est de r¶eduire le ph¶enomµene de remplissage
(accroissement du nombre d'¶el¶ements non-nuls de la matrice) ainsi que le nombre d'op¶e-
rations µa e®ectuer pendant la factorisation. Cesalgorithmesproduisent une permutation
des lignes et des colonnes de la matrice qui sera utilis¶ee pour construire le graphe de
d¶ependance des calculs pour la factorisation. Ainsi, nous allons commencer par pr¶esen-
ter une ¶etude de l'imp act de la technique de renum¶erotation utilis¶eesur la topologiede
l'arbre d'assemblage(graphe de d¶ependancedescalculs). Puis dans une deuxiµeme¶etape,
nous¶etudierons l'imp act destechniquesde renum¶erotation sur le comportement m¶emoire
d'unem¶ethodedirectede factorisation dematricescreuses,la m¶ethodemultifron tale. Ceci
serafait en utilisant lesr¶esultats relatifs µa l'imp act destechniquesde renum¶erotation sur
la topologiede l'arbre d'assemblage.Cestravaux sont pr¶esent¶esdans le chapitre 2 et ont
fait l'objet de publications dans [A, B].

Nous nous int¶eresserons dans le chapitre 3 µa la minimisation de la taille de la m¶emoire
utilis¶eepar la m¶ethodemultifron tale. Cestravaux partent du constat quele comportement
m¶emoire de la m¶ethode est fortement in° uenc¶e par l'ordonnancement des calculs issu
de l'arbre d'assemblage. Des travaux portant sur la minimisation de la m¶emoire pour
la m¶ethode multifron tale dans le cadre s¶equentiel ont ¶et¶e pr¶esent¶es par Liu dans [41].
Ainsi, en s'inspirant de sesr¶esultats nous avons con»cu des algorithmes qui produisent
une occupation m¶emoireoptimale. Cesalgorithmessont bas¶essur un parcours sp¶eci¯que
de l'arbre d'assemblage ainsi que sur un nouveau sch¶ema pour les accµes m¶emoire. Les
algorithmesainsi propos¶es sont con»cus pour minimiser la m¶emoire pour les cas out-of-
core (stockagedesfacteurs sur disque) et in-core. Cestravaux font l'objet de la soumission
suivante [J].

Partie II : ¶Etude du comportement m¶emoire de la m¶ethode multifron-
tale parallµele

L'algorith me de factorisation ¶etudi¶e, en l'occurrence la m¶ethode multifron tale paral-
lµele, utilise une combinaison de techniques d'ordonnancement statiques et dynamiques
pour la gestiondu parall¶elisme.Ce processus serad¶ecrit en d¶etails dans le chapitre 4.

¶Etant donn¶e que l'approche que nous ¶etudions est bas¶eesur desordonnanceurs dyna-
miquesqui prennent desd¶ecisions bas¶eessur l'¶etat du systµeme,nous proposerons dans le
chapitre 5 un m¶ecanisme ayant pour objectif de maintenir desvuescoh¶erentes (charge,
m¶emoire disponible) du systµeme au niveau de chacun des ordonnanceurs. Ces travaux
sont pr¶esent¶esdans le rapport de recherche [I ].

Tout commepour le cass¶equentiel, nous allons¶etudier dans le chapitre 6 le comporte-
ment m¶emoirede notre m¶ethode en e®ectuant desstatistiquessur la scalabilit ¶e m¶emoire
et la distribution de la m¶emoiresur lesprocessus prenant part µa l'ex¶ecution.
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Puis, nous nous int¶eresserons dans le chapitre 7 µa la conception de strat¶egiesd'ordon-
nancement dynamiquesbas¶eessur la m¶emoire.Cesstrat¶egiesont pour objectif d'am¶elio-
rer le comportement m¶emoirede la m¶ethode en sebasant sur la conception de nouveaux
ordonnanceurs dynamiques. En¯ n, dans le chapitre 8, nous pr¶esenterons des strat¶egies
d'ordonnancement hybrides ayant un objectif de performance et un bon comportement
m¶emoire.Cesstrat¶egiessont bas¶eessur desm¶ecanismesstatiqueset desordonnanceurs
dynamiques ayant des objectifs de performance tout en respectant des contraintes m¶e-
moire calcul¶eesdynamiquement. Notons que les travaux pr¶esent¶esdans ceschapitres ont
fait l'objet de publications dans [C, E].

Partie III : ¶Etude de la pagination dans la m¶ethode multifrontale

A¯ n de proposerune extension out-of-core de la m¶ethode multifron tale, nous pr¶esen-
terons dans le chapitre 9 une ¶etude de la pagination de la m¶ethode multifron tale. Puis,
nous proposerons un sch¶ema de pagination adaptativ e, pour la m¶ethode multifron tale,
reposant sur l'outil MMUM&MMUSSEL[61]. L'id ¶eeest de concevoir un moniteur qui gµere la
pagination au niveau de l'application, (ici la m¶ethode multifron tale), en se basant sur
desdirectivesfourniespar cette derniµere.Lesr¶esultats pr¶esent¶esdans cechapitre ont fait
l'objet d'une publication dans [D].
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Chapitre 1

Chapitre intro ducti f

Nous nous int¶eressons µa la r¶esolution d'un systµemelin¶eaire

Ax = b;

dans lequel A est une matrice creuse d'ordre N (A = (aij )16 i;j 6 N ) oµu il n'y a que N Z
coe±cients aij non nuls (N Z ¿ N 2).

Les m¶ethodesdirectes sont bas¶eessur l'¶elimination de Gauss.Pour être plus pr¶ecis,
la matrice A est d¶ecompos¶eeen facteurs triangulaires LU ou LD L T en fonction de ses
propri¶et¶es structurelles et num¶eriques. La solution est alors obtenue par des phasesde
r¶esolutions triangulaires sur cesfacteurs. Nous allons insister sur la d¶ecomposition LU :
elle consiste µa d¶ecomposer la matrice A = (aij )16 i;j 6 N en un produit de deux matrices
L = (l ij )16 i;j 6 N et U = (uij )16 i;j 6 N . Le processus de d¶ecomposition est donn¶e ci-dessous :

A = LU

oµu L est triangulaire inf¶erieure (i.e. l ij = 0 pour 1 6 i < j 6 N ) et U est triangulaire
sup¶erieure (i.e. uij = 0 pour 1 6 j < i 6 N ). Les N 2 + N ¶el¶ements de L et U sont la
solution de N 2 ¶equations. Pour être plus pr¶ecis:

1 6 j 6 N;

8
><

>:

l j j = 1 (en pratique, l j j n'est pas stock¶e)
uij = aij ¡

P k= i ¡ 1
k=1 l ik ukj pour 1 6 i 6 j

l ij = 1
u j j

(aij ¡
P k= j ¡ 1

k=1 l ik ukj ) pour j < i 6 N

Une fois la matrice factoris¶ee,la r¶esolution du systµemeAx = b peut être faite en deux
¶etapesde r¶esolution triangulaire : Ly = b, puis Ux = y.

Pour r¶eduire le côut de la factorisation, lesm¶ethodesdirectesenalgµebre lin¶eairecreuse
ne calculent que lesvaleurs non nulles. De même,uniquement lesvaleurs non nulles sont
stock¶eespour r¶eduire les besoins m¶emoire.

G¶en¶eralement, les facteurs L et U sont plus densesque la matrice originale A µa cause
d'un ph¶enomµene appel¶e remplissagequi survient pendant la factorisation. En e®et,pour

5
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chaque paire de lignes/colonnes(i ,j ), s'il existe un k (k < i et k < j ) tel que l ik et ukj

sont non nuls, l'¶el¶ement uij (ou l ij ) va devenir non nul mêmesi l'¶el¶ement correspondant
aij dans la matrice initiale A ¶etait ¶egalµa z¶ero.Ceciest dû principalement au processus de
mise-µa-jour dans l'algorith me de factorisation donn¶e ci-dessus. Un exemple montrant les
e®etsdu remplissagesur matrice est donn¶e dans la ¯ gure 1.1. En pratique, les matrices
L et U sont stock¶eesdans la mêmezone m¶emoireque A et ce sont les¶el¶ements aij de A
qui sont modi¯ ¶esµa chaque ¶etape du processus de factorisation. Ainsi, dans la ¯ gure 1.1
la matrice F repr¶esente la matrice A aprµesfactorisation et contient les¶el¶ements l ij (resp.
uij ) qui correspondent aux valeurs de L (resp. U).

a
b

c
d

e
f

g
h

i
j

remplissage

F =A =

a
b

c
d

e
f

g
h

i
j

matrice initiale

Fig. 1.1 { Exemple illustrant le ph¶enomµene de remplissage.

Le remplissageimplique une occupation m¶emoireaccrue pour permettre le stockage
des¶el¶ements suppl¶ementaires. De plus, l'apparition de ces¶el¶ements augmente le nombre
d'op¶erations e®ectu¶eespendant la factorisation. Ainsi de nombreux travaux ont ¶et¶e ef-
fectu¶es pour r¶eduire les e®etsdu remplissageen permutant les lignes/colonnes de la
matrice. Cesalgorithmessont connus sous le nom d'algorithmesde renum¶erotation. Dans
cequi suit nous allons commencer par donner une pr¶esentation desprincipalesfamille de
techniquesde renum¶erotation. Puis, nous d¶ecrirons les principaux algorithmesde facto-
risation de matricescreuses.En¯ n, nous pr¶esenterons lesprincipalesimpl¶ementations de
cesm¶ethodes.Nous nous concentrons dans les sections suivantes sur le casdesmatrices
µa structure sym¶etrique. Pour les matrices µa structure non sym¶etrique, les techniquesde
renum¶erotation sont appliqu¶eesen utilisant la structure A + A t . Pour des matrices µa
structure fortement non sym¶etrique, des permutations non sym¶etriquessont appliqu¶ees
au pr¶ealable sur A, permettant d'am¶eliorer la sym¶etrie de fa»con signi¯ cative [23]. Il est
aussi possible d'am¶eliorer µa la fois la sym¶etrie et le comportement num¶erique avec des
techniquesmixant permutations non sym¶etriqueset misesµa l'¶echelle de la matrice, per-
mettant d'avoir des¶el¶ements diagonaux de forte magnitude [24, 25].
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1.1 Remplissage et techniques de renum¶erotation

Lesalgorithmesdetraitement desmatricescreusessont g¶en¶eralement exprim¶escomme
desop¶erationssur desgraphes.Nousallons tout d'abord donner quelquesnotionsrelatives
µa la manipulation desgraphes.

Un grapheG = (V; E) consisteenun ensemble den¾udsV et un ensemble d'arêtesE.
Notons vi un n¾ud et eij une arête entre lesn¾uds vi et vj . L'ar ête eij est incidente aux
n¾uds vi et vj rendant ainsi cesderniers adjacents ou voisins. Nous utiliserons Adj (vi )
pour d¶enoter l'ensemble des n¾uds adjacents au n¾ud vi . Le degr¶e d'un n¾ud est le
nombre d'arêtesincidentes µa lui.

La structure desnon-z¶erosd'une matrice creusesym¶etrique A peut être repr¶esent¶ee
par un graphe non orient¶e G. LesN n¾uds du graphe correspondent aux N variablesde
la matrice. De plus il y a une arêteentre lesn¾uds vi et vj si la valeur de aij estnon nulle.
Cette repr¶esentation simple permet µa la th¶eoriedesgraphesd'être un outil puissant pour
la conception d'algorithmes pour les matrices creuses.En particulier, l'¶evolution de la
structure desnon-z¶erosde la matrice pendant la factorisation peut être d¶ecrite en terme
du graphe G de A. Consid¶erons ce qui se passelorsqu'un pivot est ¶elimin¶e. En terme
de graphe, aprµes l'¶elimination d'un n¾ud ve, il y a une arête eij dans G pour tous les
n¾uds vi et vj appartenant µa adj (ve). Lesarêtessuppl¶ementaires correspondent alors au
remplissagesur cette ¶etape de l'algorith me d'¶elimination. Les transformations du graphe
pour la totalit ¶e de la factorisation sont donn¶esdans l'algorith me 1.1. Lesarêtesajout¶ees
correspondent exactement au remplissagedans la matrice.

Algorithme 1.1 Repr¶esentation de l'algorith me d'¶elimination en terme de graphes.
Pour i = 1 µa N :

Pour tout les couples (vj ; vk) appartenant µa adj (vi ) :
Si vj n'est pas adjacent µa vk Alors

Ajouter l'ar ête ej k au graphe;
Supprimer vi et toutes sesarêtesincidentes du graphe;

Le nombre d'op¶erations en virgule ° ottante n¶ecessairesau processus de factorisation
est ¶egalµa la sommedescarr¶esdesdegr¶esde chaque n¾ud ¶elimin¶e. Il est clair que cette
quantit ¶e est d¶ependante de l'ordre dans lequel les ¶eliminations sont faites. Le but des
techniquesde renum¶erotation est de r¶eduire le remplissageainsi que le nombre d'op¶era-
tions en virgule ° ottante n¶ecessairesµa la factorisation. Cestechniquesont pour e®etde
r¶eduire le temps n¶ecessaireµa la factorisation ainsi que la taille de la m¶emoireutilis¶ee.

1.1.1 M¶ethode locale : m¶ethode bas¶ee sur le degr¶e minimum

Rappelons que lorsqu'une colonne de la matrice est ¶elimin¶ee, le côut correspondant
au produit ext¶erieur est proportionnel au carr¶e du nombre d'¶el¶ements non nuls sous la
diagonale dans la colonne. Commeillustr¶e dans l'algorith me 1.1, le nombre de cesnon-
z¶erosest le degr¶e du n¾ud correspondant µa la colonne ¶elimin¶eedans le graphe G. De ce
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fait une heuristique raisonnable serait de toujours ¶eliminer le n¾ud ayant le plus petit
degr¶e. Cette strat¶egiegloutonne est la based'une technique de renum¶erotation connue
sous le nom de heuristiquede permutation µa degr¶e minimum. Cette approche peut être
vue commeune versionsym¶etrique du sch¶emade Markowitz [43], et a ¶et¶e appliqu¶eepour
la premiµere fois par Tinney et Walker [53].

Plusieurs am¶eliorations ont ¶et¶e propos¶eesµa l'heuristique de minimum degr¶e qui ont
conduit µa l'am¶elioration du tempsd'ex¶ecution de l'heuristique.Desexemplespeuvent être
donn¶estels que MMD (Multiple Minimum Degree) [39] ou AMD (ApproximateMinimum
Degree) [6]. Bien que cesvariantes ne produisent pas la même s¶equence d'¶elimination,
cesderniµeressont g¶en¶eralement de qualit¶e comparable. La qualit¶e des renum¶erotations
produites par ces heuristiques ainsi que leur e±cacit¶e en terme de temps d'ex¶ecution
font qu'elles sont trµes populaires. Cependant, leur comportement th¶eorique n'est pas
encore bien compris et leur performance dans le pire des cas peut être trµes ¶eloign¶e de
l'optimal [15]. En¯ n il existe des variantes se basant la quantit ¶e de remplissageg¶en¶er¶e
par l'¶elimination d'un n¾ud pour la construction de la permutation. Cesm¶ethodesrestent
purement localessont connuessous le nom deminimum ¯l l (remplissageminimal) [48, 44].
Il est µa noter que la permutation produite par ce genre d'approche est complµetement
di®¶erente de cellesqui peuvent être produites par desalgorithmesde degr¶e minimum.

1.1.2 M¶ethodes globales : Dissections embô³t¶ees

Unealternativeaux m¶ethodeslocalesa ¶et¶epropos¶eepar George[29] et estconnuesous
le nom de dissections embô³t¶ees. En terme de matrice, l'in tuition derriµerecette approche
est illustr¶eedans la ¯ gure 1.2. L'id ¶eede baseest de trouver un ensemble de colonnesS
tel que sa suppressiond¶ecoupe la matrice en deux parties, X et Y, pour lesquelles les
valeurs non nulles sont disjointes en ligneset en colonnes.Dans cecas,si nous ordonnons
S aprµesX et Y, aucun remplissagene va apparâ³tre dans lesparties hors-diagonale de la
sous-matricecompos¶eepar X et Y. Une fois que S a ¶et¶e d¶etermin¶e, X et Y peuvent être
r¶eordonn¶esen appliquant r¶ecursivement la strat¶egiede dissectionou une autre m¶ethode
(le degr¶e minimum par exemple).

Y

X 0

0

S

Fig. 1.2 { Structure d'une matrice r¶eordonn¶eeµa l'aide d'une dissectionembô³t¶ee.
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Tout commeavecle degr¶e minimum, la dissectionembô³t¶eepeut être d¶ecrite en terme
d'op¶eration sur le graphe de la matrice. L'ensemble S est un s¶eparateur (ensemble de
sommets) du graphe de la matrice et X et Y sont les deux sous-graphes s¶epar¶es par
S. Un point cl¶e pour l'e±cacit ¶e de la dissectionembô³t¶eeest la recherche du plus petit
s¶eparateur. De plus, il est important d'autoriser un certain d¶es¶equilib re au niveau de la
taille desdeux sous-graphesX et Y [35].

Alors quele minimum degr¶eestuneapprochepurement localebas¶eesur un parcours en
remont¶ee,la dissectionembô³t¶eeestglobaleet estbas¶eesur un parcours endescente. Ceci
rend cette approche plus adapt¶eeµa une ¶etude th¶eorique. Par exemple, Georgea prouv¶e
que la dissectionembô³t¶eeproduit une renum¶erotation asymptotiquement optimale pour
lesproblµemesde grille r¶eguliµere [29]. Cependant, il est important de signaler que sur des
problµemesirr¶eguliers, la dissectionembô³t¶eedonne desr¶esultats souvent moins bons que
ceux obtenus avec desm¶ethodeslocales.De plus, elle est g¶en¶eralement plus côuteuseen
temps de traitement.

1.1.3 M¶ethodes hybrides

Dans les parties pr¶ec¶edentes, nous avons pr¶esent¶e deux familles d'heuristiquesde re-
num¶erotation. Il existe une troisiµeme famille de m¶ethodes qui combinent les m¶ethodes
localeset les m¶ethodes globales. Le processus de g¶en¶eration de la renum¶erotation est
alors fait en deux phases.La premiµereconsisteµa utiliser une technique globale jusqu'µa ce
que lessous-graphesobtenus atteignent une taille minimale. Puis, une m¶ethode localeest
appliqu¶eeµa l'in t¶erieur de chacun des sous-graphes.Les meilleurs exemples d'impl¶emen-
tations de cestechniquessont METIS[37] qui combine de la dissectionembô³t¶eeavec du
degr¶e minimum multip le et SCOTCH[45] qui combine de la dissectionembô³t¶ee avec du
degr¶e minimum approch¶e. Dans ce dernier cas, les adjacencesavec les s¶eparateurs sont
prisesen compte dans le calcul du degr¶e pour la renum¶erotation dans les sous-graphes
(halo-AMD et halo-AMF : Halo ApproximateMinimum Degree/Fil l). Plus de d¶etails sont
disponiblesdans [11].

1.2 M¶ethodes directes de factorisation de matric es
creuses

Dans cette section, nous consid¶erons que les facteurs L et U sont stock¶es dans la
même zone m¶emoire que A. Ainsi, ce sont les ¶el¶ements aij de A qui sont modi¯ ¶es µa
chaque ¶etape du processus de factorisation. Pendant le processus de factorisation de A,
pour toute paire de colonnes (i; j ) telle que i > j , nous avons la propri¶et¶e suivante :
une fois la colonne j trait ¶ee, les valeurs num¶eriques de la colonne i sont misesµa jour
par cellesde j si et seulement si aij 6= 0. Ainsi, la colonne i d¶epend de la colonne j si
et seulement si aij 6= 0. Ainsi le graphe G+ associ¶e µa la matrice A aprµes remplissage
contient l'in formation relative aux d¶ependancesentre colonnes pendant le processus de
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factorisation. Pour être plus pr¶ecis,si nous utilisons un arc de vi vers vj pour indiquer
que la colonne i d¶epend de la colonne j , le graphe obtenu exprimera la relation exacte.En
e®et,dans le grapheG+ (grapheconstruit µa partir de la structure de A aprµesremplissage)
nous orientons lesarêtesdu n¾ud de plus petit rang versle n¾ud de rang sup¶erieur (voir
la ¯ gure 1.3).

Puisque nous sommesint¶eress¶espar les d¶ependancesentre colonnespendant le pro-
cessus de factorisation, nous pouvons simpli¯ er le graphe orient¶e en utilisant le processus
de r¶eductiontransitive [1]. Ainsi, s'il existeun chemin orient¶e de longueur sup¶erieure µa un
allant devi µa vj et un arc (vi ; vj ), cedernier estsupprim¶edu graphe (l'arc est redondant).
Ce processus est alors r¶ep¶et¶e pour chacun desn¾uds du graphe pour obtenir la r¶eduction
transitive. Dans ceprocessus, lesn¾uds du graphe sont trait ¶esdans l'ordre de traitement
descolonnesqui leur correspondent pendant le processus de factorisation. La r¶eduction
transitive du graphe orient¶e g¶enµere la plus petite structure de donn¶eesrepr¶esentant les
d¶ependancesdescalculs et est appel¶eearbre d'¶elimination [51, 40].
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h8 d4e5

b2

f6c3

a1
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g7

j10

Arbre d'élimination

remplissage

matrice initiale

Fig. 1.3 { Processus de construction de l'arbre d'¶elimination de la matrice donn¶eedans
la ¯ gure 1.1.

Il existedeux typesd'op¶erations basiquese®ectu¶eespendant l'algorith mede factorisa-
tion. La premiµere,quenousappelleronsFactorisa tion , divise la colonnepar un scalaire.
La seconde,que nous appellerons M ise-µa-jour modi¯ e une colonne en la multip liant par
une autre colonne. Dans le processus de factorisation, N op¶erations de type Factorisa-
tion sont e®ectu¶ees,oµu N estl'ordre dela matrice A. Cesop¶erationsdoivent êtree®ectu¶ee
dans un parcours topologique de l'arbre d'¶elimination dans lequel un pµeren'est pastrait ¶e
avant que tous ses¯ ls l'aient ¶et¶e. De plus, il y a une op¶eration M ise-µa-jour (A j ; Ak)
(oµu la colonne j de A met µa jour la colonne k) pour chaque valeur sous-diagonale aj k de
Ak de la matrice. Toute op¶eration M ise-µa-jour (A j ; Ak) doit être faite aprµesl'op¶eration
Factorisa tion (A j ) et avant Factorisa tion (Ak). Nous noterons M ise-µa-jour (¤; Ak)
une mise-µa-jour de la colonne k et M ise-µa-jour (A j ; ¤) une mise-µa-jour µa partir de la
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colonne j . Il est important de signaler que l'ordre dans lequel sont faites les op¶erations
de type M ise-µa-jour n'est pas important. Ainsi, bien que l'ordre desop¶eration de type
Factorisa tion soit donn¶e par le parcours de l'arbre d'¶elimination, il y a une certaine
libert¶e relative au choix de la s¶equencedesop¶erations Factorisa tion et M ise- µa-jour .
Il y a di®¶erents algorithmes de factorisations pour chaque s¶equence avec deux princi-
pales familles que sont les algorithmes left-looking et right-looking. Les algorithmes de
type left-looking correspondent µa une strat¶egiede mise-µa-jour au plus tard dans laquelle
toutes les op¶erations M ise-µa-jour (¤; Ak) sont faites juste avant Factorisa tion (Ak).
µA l'oppos¶e, les algorithmes de factorisation right-looking correspondent µa une strat¶egie
de mise-µa-jour au plus t ôt dans lesquellesles op¶erations M ise-µa-jour (A j ; ¤) sont faites
juste aprµes l'op¶eration Factorisa tion (A j ). une description de l'approche left-looking
(resp. right-looking) est donn¶eedans l'algorith me 1.2 (resp. 1.3). Lesalgorithmesutilisent
les deux ensemblesd¶e¯nis ci-dessous :

pred[k] = f j jj 6 k; akj 6= 0g, et succ[j ] = f kjk > j ; aj k 6= 0g

Algorithme 1.2 Algorith me de factorisation left-looking.
Pour k = 1 µa N :

Pour tout j 2 pred[k] n f kg :
M ise-µa-jour (A j ; Ak)

Factorisa tion (Ak)

Algorithme 1.3 Algorith me de factorisation right-looking.
Pour j = 1 µa N :

Factorisa tion (A j )
Pour tout k 2 succ[j ] n f j g :

M ise-µa-jour (A j ; Ak)

La m¶ethodemulitfron tale [27, 28] estdi®¶erente desdeux approchesd¶ecritespr¶ec¶edem-
ment en ce sens que les op¶erations de type M ise-µa-jour ne sont pas faites directement
entre les colonnes de la matrice lorsque la paire de colonnes concern¶eespar l'op¶eration
ne sont pasadjacentes dans l'arbre d'¶elimination. En e®et,la mise-µa-jour d'une colonne j
versune colonne k (k est anĉetre de j dans l'arbre d'¶elimination) est faite par l'in term¶e-
diaire de colonnestemporaires; chaque colonne temporaire est associ¶eeµa un n¾ud dans
l'arbre d'¶elimination. L'algorith me 1.4 donne une description formelle de la m¶ethode,
guid¶ee par l'arbre d'¶elimination. Dans cet algorithme, l'ensemble des ¯ ls d'une colonne
d¶enote l'ensemble des¯ ls du n¾ud correspondant dans l'arbre d'¶elimination.

Une colonne temporaire T j
k est cr¶e¶ee pour l'op¶eration M ise-µa-jour (A j ; T j

k ). T j
k est

initialis¶ee par l'op¶eration Initialiser qui positionne sesvaleurs µa z¶ero.Lese®etsdes
mises-µa-jour sont propag¶esµa travers l'op¶eration Assembler sur la châ³ne des colonnes
temporairesn¶ecessairespour atteindre la destination.
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Algorithme 1.4 Algorith me de factorisation multifron tal.
Pour j = 1 µa N :

Pour tout k 2 succ[j ] n f j g :
Initialiser (T j

k )
Pour tout i 2 f il s[j ] :

Assembler (T j
i ; A j )

Pour tout k 2 succ[i ] n f i; j g :
Assembler (T k

i ; Tk
j )

Factorisa tion (A j )
Pour tout k 2 succ[j ] n f j g :

M ise-µa-jour (A j ; T j
k )

Le principal avantagede cette approche est que lescolonnestemporairesT j
k ont exac-

tement la mêmestructure queA j . Ainsi, µa chaquen¾ud (colonne) de l'arbre d'¶elimination
est associ¶eeune matrice denseappel¶eematrice frontale dont la taille est d¶etermin¶eepar
le nombre d'¶el¶ements non nuls dans la colonne correspondante de la matrice initiale aprµes
remplissage.Pour chaque colonne j , la matrice frontale associ¶eeest tout d'abord assem-
bl¶eeµa partir desvaleurs correspondantesdans la matrice initiale et de colonnesprovenant
desn¾uds ¯ ls. Une fois la matrice frontale assembl¶ee, la premiµere colonne A j peut être
factoris¶ee. De plus, un bloc de contribution (colonnes T j

k ) est construit, qui sera utilis¶e
pour la phased'assemblagedu n¾ud pµere.

left-looking right-looking multifrontale

Fig. 1.4 { Sch¶ema d'accµesaux donn¶eespour les m¶ethodes left-looking, right-looking, et
multifron tales.

Il est int¶eressant de visualiser le sch¶ema d'accµes aux donn¶eesdes trois algorithmes
pr¶esent¶espr¶ec¶edemment. Consid¶erons l'arbre d'¶elimination donn¶e dans la ¯ gure 1.4 dans
lequel le n¾ud courant est encercl¶e par rapport aux autres. Dans le casoµu nous utilisons
un algorithme left-looking, l'ensemble desn¾uds appartenant au sous-arbre dont le n¾ud
courant est la racinesont acc¶ed¶es.Si par contre, la factorisationest faite avecunem¶ethode
right-looking, l'ensemble des n¾uds appartenant au chemin du n¾ud de l'arbre vers la
racine sont acc¶ed¶es.En¯ n, dans le casde la m¶ethode multifron tale, seul le n¾ud courant
et ses¯ ls sont acc¶ed¶es.
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1.2.1 Arbre d'assemblage et m¶ethodes supernodales

En pratique, l'arbre d'¶elimination n'est pas utilis¶e. En e®et,on utilise une structure
appel¶eearbre d'assemblagequi est obtenue en fusionnant certains n¾uds de l'arbre d'¶eli-
mination. Ainsi, les n¾uds appartenant au même supern¾ud [14] sont fusionn¶es. Un
supern¾udcorrespond µa un ensemble de colonnescontiguÄesde la matrice aprµesremplis-
sageayant la mêmestructure de non-z¶erossous la diagonale. Ainsi, si nous consid¶erons
la matrice pr¶esent¶eedans la ¯ gure 1.1, nous pouvons distinguer trois supern¾uds : (d,e),
(f,g), et (h,i,j). L'arbre d'assemblagecorrespondant µa cette matrice est alors donn¶e dans
la ¯ gure 1.5.

h,i,j

d,e

b c

a

f,g

Arbre d'assemblage

Fig. 1.5 { Arbre d'assemblagecorrespondant µa la matrice donn¶eeen ¯ gure 1.1.

Lesm¶ethodesleft-looking, right-lookinget multifron talessont eng¶en¶eral impl¶ement¶ees
enutilisant un arbre d'assemblageet sont donc appel¶eesm¶ethodessupernodales. De cefait
lescalculs sont faits sur deplusgrosblocscequi conduit µa demeilleuresperformances.Une
description plusd¶etaill¶eedela m¶ethodemultifron tale bas¶eesur un arbre d'assemblagesera
donn¶eedans la section2.2. Quelqueslogicielsimpl¶ementant desapprochessupernodales,
qu'elles soient left-looking ou right-looking ou multifron tales, sont SuperLU[21], PaSTiX
[34], UMFPACK[22], TAUCS1 , Oblio [55], PSPASES[32], la librairie HSL [36], SPOOLES[13],
WSMP[33] et MUMPS[5, 7].

Il est µa noter que certains de ceslogiciels impl¶ementent une version parallµele distri-
bu¶eede l'algorith me de factorisation avec desapprochesdi®¶erentes relativesau type de
l'ordonnancement utilis¶e.En e®et,si nous consid¶erons PaSTiX[34] ou SuperLU_DIST[38],
une approche d'ordonnancement complµetement statique a ¶et¶e choisie. µA l'oppos¶e, si nous
consid¶erons MUMPS, l'approche d'ordonnancement utilis¶ee est bas¶ee sur une a®ectation
partielle des t âches de maniµere statique compl¶et¶eepar des d¶ecisions dynamiquesvisant
un objectif d'¶equilib ragede chargeet de r¶eactivit¶e.

1www.tau.ac.il/~stoledo/taucs/

www.tau.ac.il/~stoledo/taucs/
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Dans les chapitres suivants nous ¶etudierons la m¶ethode multifron tale et particuliµere-
ment les aspects li¶esau comportement m¶emoirede cette m¶ethode. En e®et,de par son
algorithme de factorisation, la m¶ethode multifron tale exhibe des propri¶et¶es de localit¶e
spatiale et temporelle qui sont favorablesµa l'obtention de bonnesperformances.De plus,
le fait que les traitements soient faits sur desstructures consid¶er¶eescommedensesper-
met l'u tilisation de noyaux d'algµebre lin¶eaire dense trµes performants. Cependant, cette
m¶ethode est caract¶eris¶eepar l'u tilisation de blocs de donn¶eestemporairespouvant avoir
une taille importante pour certainesclassesde matrices.Ainsi le comportement m¶emoire
d'une telle approche peut être un despoints cl¶e pour l'obtention de bonnesperformances
faceµa desproblµemesde taille de plus en plus importante.



Premiµere parti e

¶Etude et opti misation du
comportem ent m¶emoire pour le cas

s¶equentiel
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Chapitre 2

¶Etude de l' impact des techniques de
renum¶erotati on sur le comportem ent
de la m¶ethode multi frontal e

2.1 Intro duction

Les m¶ethodes directes de r¶esolution de systµemeslin¶eairescreux et en particulier les
m¶ethodesmultifron talessont appr¶eci¶eespour leur robustesseet leur e±cacit¶e.Cependant
cesm¶ethodesrequiµerent g¶en¶eralement beaucoup plus de m¶emoireque lesm¶ethodesit¶era-
tiv es.Quelquefois,desproblµemesdegrandetaille nepeuvent être r¶esoluspar unem¶ethode
multifron tale par manque de m¶emoire,l'u tilisation d'une m¶ethode it¶erative ad-hoc ¶etant
alors plus appropri¶ee.

Dans lessolveurs multifron taux, il y a deux utilisations distinctesde la m¶emoire.Une
premiµerepartie de la m¶emoire,appel¶eestatique,estutilis¶eepour conserver lesfacteurs de
la matrice. La seconde partie, appel¶eedynamique ou active, est employ¶eecommeespace
de travail et contient la ou les matrices frontales courantes ainsi qu'une pile contenant
lesvaleurs temporairesutilis¶eespendant le processus de factorisation. Pour lesm¶ethodes
multifron tales, la m¶emoireactive peut avoir une taille importante pouvant dans certains
casd¶epassercelledesfacteurs.

Dans ce chapitre nous allons pr¶esenter une ¶etude exp¶erimentale de la consommation
m¶emoire des solveurs multifron taux. Nous allons voir que cette consommation d¶epend
destechniquesde renum¶erotation employ¶eesainsi que de l'ordonnancement desdi®¶erents
calculs.

La renum¶erotation des inconnuesd'un systµemecreux est une technique bien connue
pour r¶eduire le remplissagedesfacteurs ¯ naux du systµeme,elle a donc un impact direct
sur la taille de la m¶emoirestatique utilis¶ee.Nous montrerons aussique la renum¶erotation
a un impact sur la m¶emoireactive. Dans la m¶ethode multifron tale, la taille de la m¶emoire
active d¶epend de la structure de l'arbre d'assemblager¶esultant de la matrice r¶eordonn¶ee.

17
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Nous pr¶esenterons donc une ¶etude ¶etendue desstructuresd'arbre d'assemblageobtenues
pour diversescombinaisons de matricescreuseset de techniquesde renum¶erotation.

Ce chapitre est organis¶e comme suit. Nous commencerons dans la section 2.2 par
donner une description du comportement m¶emoire de la m¶ethode multifron tale. Puis,
dans la section2.3 nous d¶ecrirons lesproblµemestests utilis¶eesainsi que les techniquesde
renum¶erotation ¶etudi¶ees.Ensuite, nous ¶etudierons dans les sections 2.4 et 2.5 l'imp act
de cestechniquessur la topologiede l'arbre d'assemblageainsi que sur le comportement
m¶emoiredu solveur. Finalement, nous conclurons.

2.2 La m¶ethode multifrontale

Une pr¶esentation g¶en¶eralede la m¶ethode multifron tale est donn¶eedans le chapitre 1.
Dans l'approche multifron tale, la factorisation de la matrice est obtenue par une succes-
sion de factorisations partielles de matricesdensesde taille plus faible appel¶eesmatrices
frontales, qui sont associ¶eesaux n¾uds de l'arbre. L'ordre de la matrice frontale estd¶eter-
min¶epar le nombre denon-z¶erossous la diagonaledans la premiµerecolonnedu supern¾ud
correspondant. Chaque matrice frontale est divis¶eeen deux parties :

{ le bloc defacteur, aussiappel¶ebloc desvariablestotalementagr¶eg¶ees, qui correspond
aux variables¶elimin¶eesquand l'algorith medefactorisation traite la matrice frontale,

{ le bloc de contribution qui correspond aux variablesmisesµa jour pendant le traite-
ment de la matrice frontale qui serviront µa mettre µa jour le pµere du n¾ud courant
dans l'arbre d'assemblage.

Une fois que la factorisation partielle est termin¶ee,le bloc de contrib ution est transmisau
n¾ud parent. Quand lescontrib utions de tous les¯ ls sont disponibles,ellespeuvent alors
être assembl¶ees(i.e. somm¶eesavec lesvaleurs de la matrice frontale du n¾ud pµere). L'al-
gorithme d'¶elimination est un parcours en remont¶eed'abord de l'arbre d'assemblage[49].
L'algorith meemploie trois zonesm¶emoires,la premiµerepour le stockagedesfacteurs, une
pile contenant les blocs de contrib ution, et une zone contenant la matrice frontale cou-
rante [12]. Dans ce qui suit nous appellerons m¶emoire active la zone m¶emoirecontenant
la pile des blocs de contrib ution et la matrice frontale courante. Pendant la travers¶ee
de l'arbre, la taille de la m¶emoire occup¶ee par les facteurs crô³t toujours tandis que la
taille de la m¶emoire active (qui contient les blocs de contrib ution ainsi que la matrice
courante) varie selonlesop¶erations e®ectu¶ees: quand la factorisation d'une matrice fron-
tale est termin¶ee, le bloc de contrib ution est empil¶e ce qui accrô³t la taille de la pile ;
par contre, quand une nouvellematrice frontale est form¶eeet assembl¶eepour un nouveau
n¾ud trait ¶e, les blocs de contrib ution de sesn¾uds ¯ ls sont d¶epil¶esce qui fait diminuer
la taille de la pile. La taille de la pile est donc fortement d¶ependante de la topologiede
l'arbre d'assemblage.

Pour illustrer nos propos, consid¶erons les deux exemples d'arbre d'assemblage de la
¯ gure 2.1. L'¶evolution de la m¶emoire pour les facteurs et la m¶emoire active (la pile et
la matrice frontale courante) est donn¶eesur la ¯ gure 2.2. Tout d'abord, l'espacepour la
matrice frontale courante est r¶eserv¶e (voir \Allo cation du n¾ud 3" dans la ¯ gure 2.2(a)).
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(b) arbre B { large

Fig. 2.1 { Exemplesd'arbresd'assemblage.

Puis la matrice frontale est assembl¶ee µa partir des valeurs de la matrice initiale et des
blocs de contrib ution desn¾uds ¯ ls. L'espaceoccup¶e par les blocs de contrib ution peut
alors être lib¶er¶e (\ ¶Etape d'assemblage pour le n¾ud 3" dans la ¯ gure 2.2(a)). Ensuite,
la matrice frontale est factoris¶ee (\F actorisation du n¾ud 3" dans la ¯ gure 2.2(a)). Les
facteurs sont alors stock¶esdans l'espacede gauche et le nouveaubloc de contrib ution est
empil¶e (\Stockagedu bloc de contrib ution du n¾ud 3" dans la ¯ gure 2.2(a)). Le processus
continue jusqu'µa la factorisation du (des) n¾ud (s) racine. On observe clairement un
comportement m¶emoiredi®¶erent entre un arbre large(Figure 2.2(b)) et un arbre profond
(2.2(a)) : le pic de m¶emoire active (voir ¯ gure 2.2(b)) est plus grand pour des arbres
larges.

Il faut noter que dans notre description, tous lesblocsde contrib ution pour un n¾ud
sont assembl¶es en même temps (dans le cas s¶equentiel). Une autre approche serait de
pr¶e-allouer la matrice frontale du n¾ud pµereet d'e®ectuer l'assemblagechaque fois qu'un
bloc de contrib ution est produit. Cette approche qui n'est en g¶en¶eral pas employ¶eedans
lessolveurs multifron taux implique une gestionplus complexede la m¶emoire,surtout en
casde pivotagenum¶erique. Ce dernier point serarediscut¶e dans le chapitre 3 dans lequel
une ¶etude d¶etaill¶eedesalgorithmesd'optimisation de la m¶emoireest pr¶esent¶ee.

Dans la suite, nousdistinguonsseulement deux zonesm¶emoireprincipales: lesfacteurs
et la m¶emoire active, oµu la m¶emoire active inclue la pile des blocs de contrib ution et
l'espacede stockagepour la matrice frontale courante.

2.3 Techniques de renum¶erotation

Renum¶eroter lesvariablesd'un systµemelin¶eairecreux, c'est-µa-dire permuter les lignes
et lescolonnesa pour objectif principal de r¶eduire le remplissage(¯l l-in ). Ici, nous consi-
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Fig. 2.2 { ¶Evolution de la m¶emoirepour les arbrespr¶esent¶esdans la ¯ gure 2.1.
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d¶erons les techniquesde renum¶erotation sym¶etrique qui peuvent aussi être appliqu¶eesµa
une matrice non-sym¶etrique A en consid¶erant la structure de A + A T (aprµespermutation
de colonnes dans le cas de matrices trµes asym¶etriques [25]). Remarquons qu'en cas de
pivotage num¶erique, la permutation sym¶etrique peut ne pas être respect¶ee totalement,
induisant un remplissagesuppl¶ementaire.

Deux sch¶emaspopulairesde renum¶erotations sym¶etriquessont lesheuristiqueslocales
telle que le degr¶e minimum (AMD [6], MMD [39]) ou le remplissageminimum (AMF ,
MMF ) [44, 48] et lesheuristiquesglobalesbas¶eessur le partition nement du graphe de la
matrice, commelesdissections embô³t¶ees[30]. Une autre classed'algorithmesa aussi¶et¶e
con»cue qui combine les heuristiqueslocalesavec lesheuristiquesglobales.

Dans une ¶etude th¶eorique [54] sur di®¶erentes topologiesd'arbres en particulier cor-
respondant µa des problµemes2D ou 3D r¶eordonn¶es avec des dissections embô³t¶ees,les
auteurs ont donn¶e desbornesth¶eoriquesde l'occupation m¶emoiredesdi®¶erentes familles
d'algorithmesde factorisation de matricescreuses.Leurs travaux sesont arrêt¶esµa l'¶etude
destopologiessimpleset µa desproblµemesr¶eguliers. Dans le casdesproblµemesirr¶eguliers,
l'¶etude th¶eoriquedevient plus complexedu fait de la diversit¶eet de l'irr ¶egularit ¶edestopo-
logies.Dans lessections suivantes nous ¶etudierons de maniµereexp¶erimentale la topologie
et le comportement m¶emoire de la m¶ethode multifron tale sur des problµemesirr¶eguliers
avec di®¶erentes techniquesde renum¶erotation.

Dans ce qui suit, nous utiliserons simplement les termes AMD, AMF , METIS,
SCOTCH et PORD pour identi¯ er les heuristiques pr¶esent¶eesdans dans le chapitre 1
et dans l'annexeC. Il faut aussinoter que pour AMD, AMF , SCOTCH et PORD, l'arbre
d'assemblageet construit en mêmetemps par les algorithmesde renum¶erotation, tandis
que pour METIS, seule la permutation est retourn¶ee et nous utilisons la factorisation
symbolique du logiciel MUMPSpour construire l'arbre d'assemblage.

Nous avons aussi ¶etudi¶e une heuristique purement globale, les dissections embô³t¶ees
[30], mais il s'est av¶er¶e qu'elle n'¶etait en fait e±cace que sur des exemples bien pr¶ecis,
et seulement pour des problµemestrµes r¶eguliers, aussi nous avons d¶ecid¶e de ne pas la
consid¶erer dans ce qui suit.

Matrice Ordre NZ Type
BMWCRA 1 148770 5396386 SYM

GRID 109744 1174048 SYM
GUPTA3 16783 4670105 SYM
MSDOOR 415863 10328399 SYM
SHIP 003 121728 4103881 SYM

PRE2 659033 5959282 NS
RMA10 46835 2374001 NS

TWOTONE 120750 1224224 NS
XENON2 157464 3866688 NS

Tab. 2.1 { Description des problµemesde test. \SYM" signi¯ e que la matrice est sym¶e-
triqu e,\NS" signi¯ e que la matrice est non-sym¶etrique.

La ¯ gure 2.4 donne le rapport entre le pic de la m¶emoire active et la taille ¯ nale
des facteurs dans le cas s¶equentiel (la taille ¯ nale des facteurs pour tous les problµemes
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¶etudi¶es et pour toutes les techniques de renum¶erotation est donn¶ee dans ¯ gure 2.3.)
Les matrices consid¶er¶eessont pr¶esent¶eesdans le tableau 2.1 et sont d¶ecrites plus en
d¶etails dans l'annexe C. Nous pouvons observer que le pic de m¶emoireactive peut être
signi¯ catif encomparaisonde la taille desfacteurs (le ratio estprochede1). De plus,pour
certains problµemescommela matrice GUPTA3, le pic de la m¶emoireactive est largement
sup¶erieur µa la taille desfacteurs. Cela illustre parfaitement qu'il faut aussi tenir compte
de la gestionde la m¶emoireactive lors de l'¶evaluation de la consommationm¶emoiredes
solveurs multifron taux, s¶equentiels ou parallµeles.
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Fig. 2.4 { Rapport entre la taille de la m¶emoireactive et la taille desfacteurs.

2.4 Impact des techniques de renum¶erotation sur la
struc ture des arbres d'assemblage

Dans cette section, nous ¶etudions l'imp act des techniques de renum¶erotation sur la
structure de l'arbre d'assemblage correspondant. Nous consid¶erons les problµemestests
d¶ecrits par le tableau 2.1 et les techniquesde renum¶erotation introduites dans la section
pr¶ec¶edente 2.3 (METIS , SCOTCH, PORD, AMF et AMD).
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Pour nos tests, nous employons le solveur MUMPS(MUltifron tal Massively Parallel
Solver) [5, 7], qui impl¶emente un solveur multifron tal parallµeleavecpivotagebas¶e sur les
m¶ethodesde factorisation LU et LDL T . Nous avons tout d'abord exp¶eriment¶e la version
s¶equentielle dans laquellelesarbresd'assemblagesont trait ¶esenprofondeur d'abord. Nous
avons instrument¶e le code pour obtenir desstatistiquesµa la fois sur la topologiede l'arbre
d'assemblage et sur le comportement m¶emoirea¯ n de mieux comprendre l'¶evolution de
la m¶emoireau cours de la factorisation. Lestestsont ¶et¶e e®ectu¶essur la plate-formeIBM
SP du CINES1 qui est d¶ecrite en d¶etails dans l'annexeC. La structure g¶en¶eralede l'arbre
d'assemblage(largeur et profondeur) estestim¶eepar le nombre den¾uds (tableau2.2), et
le pourcentage de feuilles dans l'arbre (tableau 2.3). Sa r¶egularit ¶e est estim¶eepar l'¶ecart
type de la profondeur des feuilles (tableau 2.5), la profondeur maximum d'une feuille
(tableau 2.4) et le nombre moyen de ¯ ls (tableau 2.6). Parceque la taille de la m¶emoire
active est aussi in° uenc¶eepar la taille desmatrices frontales, nous mesurons aussi pour
chaque arbre la taille maximale et moyenne desmatrices frontales (tableaux 2.7 et 2.8).
Dans ces tableaux, la plus grandes valeurs d'une ligne est en gras, tandis que la plus
petite est en italique.

Comme pr¶ecis¶e auparavant, AMD, AMF , PORD et SCOTCH construisent et re-
tournent l'arbre d'assemblage en même temps que les permutations, alors que METIS
fournit seulement une permutation qui est utilis¶eepar MUMPSpour construire l'arbre d'as-
semblage.

2.4.1 Structure g¶en¶erale de l'arbre d'assemblage

Nous observons sur le tableau 2.2 que pour la plupart desproblµemestest¶es,SCOTCH
g¶enµeredesarbresqui ont le pluspetit nombre den¾uds.Lestechniquesderenum¶erotation
AMD et METIS fournissent approximativement le mêmenombre moyen de n¾uds alors
que AMF et PORD sont cellesqui g¶enµerent le plus grand nombre de n¾uds relativement
µa SCOTCH. De plus, nous constatons dans le tableau 2.3 que le plus souvent, SCOTCH
et METIS ont le plus grand pourcentage de feuilles par rapport aux arbres g¶en¶er¶espar
AMF , AMD ou PORD. E®ectivement, les arbres g¶en¶er¶espar METIS et SCOTCH sont
plus larges (en raison de l'heuristique globale bas¶ee sur le partition nement de l'arbre),
tandis que les arbres g¶en¶er¶espar AMD, AMF et PORD tendent µa être plus profonds et
moins larges(voir aussi le tableau 2.4).

2.4.2 R¶egularit ¶e

Sur les tableaux 2.4 et 2.5, nous constatons que PORD et AMF g¶enµerent desarbres
plusd¶es¶equilib r¶es(dans lesquelsla distancedesfeuilles µa la racinevarie selonlesbranches)
tandis que SCOTCH et METIS g¶enµerent des arbres plus ¶equilib r¶es. Finalement, nous
observons sur le tableau 2.6 que PORD, AMD et AMF g¶enµerent desarbrespour lesquels
le nombre moyen de ¯ ls pour un n¾ud est plus petit que pour METIS et SCOTCH ; ceci

1Centre Informatique National de l'Enseignement Sup¶erieur
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METIS SCOTCH PORD AMF AMD
BMWCRA 1 8767 2833 9268 9902 8320

GRID 24953 10218 24081 29680 28224
GUPTA3 413 26 1790 1300 1898
MSDOOR 31611 28511 32843 33401 31335
SHIP 003 7474 4294 7798 8253 7634

PRE2 204359 169920 215403 205297 195812
RMA10 4608 3465 5109 5325 4524

TWOTONE 35718 27904 41309 41794 39460
XENON2 18990 13130 20455 20386 19043

Tab. 2.2 { Nombre de n¾uds dans l'arbre.

METIS SCOTCH PORD AMF AMD
BMWCRA 1 39.6 47.7 38.1 33.7 38.0

GRID 58.8 67.9 49.0 49.1 51.2
GUPTA3 95.9 26.9 23.4 33.8 21.3
MSDOOR 55.0 66.8 53.9 51.3 54.2
SHIP 003 43.8 59.4 43.5 38.7 43.0

PRE2 69.1 68.9 74.0 65.5 61.0
RMA10 43.2 42.9 42.7 41.8 39.6

TWOTONE 68.2 68.8 72.8 71.8 67.5
XENON2 48.3 70.4 49.2 45.3 42.2

Tab. 2.3 { Pourcentage de feuilles dans l'arbre.

corrobore le fait que les arbres ne sont pas largesmais profonds. Ceci s'explique par le
fait que AMF , AMD et PORD sont bas¶es sur des m¶ethodes localesdont le but est de
minimiser le degr¶e (le remplissage).

METIS SCOTCH PORD AMF AMD
BMWCRA 1 21 14 54 100 34

GRID 26 14 49 188 53
GUPTA3 7 8 9 41 13
MSDOOR 26 17 53 80 35
SHIP 003 29 14 75 122 32

PRE2 56 18 115 99 42
RMA10 26 40 43 208 165

TWOTONE 55 15 77 193 47
XENON2 24 16 54 65 26

Tab. 2.4 { Profondeur maximale (dis-
tanceµa la racine) pour un n¾ud.

METIS SCOTCH PORD AMF AMD
BMWCRA 1 4.368 1.139 95.793 374.991 20.896

GRID 9.304 0.953 98.898 2852.83 149.809
GUPTA3 3.154 3.837 1.022 114.437 5.733
MSDOOR 3.997 1.49 70.444 53.629 10.901
SHIP 003 19.083 3.239 321.386 508.799 25.375

PRE2 110.948 9.164 815.96 265.048 21.521
RMA10 11.13 7.414 67.729 2084.394 1331.673

TWOTONE 54.308 5.172 294.802 458.468 80.65
XENON2 7.058 1.672 101.599 144.729 10.295

Tab. 2.5{ Variancedela profondeur des
feuilles.

2.4.3 Analyse de la taille des matrices frontales

Sur les tableaux 2.7 et 2.8, nous observons que dans la plupart descas,SCOTCH et
METIS g¶enµerent desarbres avec desmatrices frontales qui sont plus grandesque celles
g¶en¶er¶eespar les autres techniquesde renum¶erotation. Cette observation nous permettra
d'interpr¶eter les r¶esultats de la prochaine section. De plus, nous remarquons que AMD
g¶enµeredesarbresavec une grande irr¶egularit ¶e dans la taille desmatrices frontales.
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METIS SCOTCH PORD AMF AMD
BMWCRA 1 1.656 1.911 1.615 1.507 1.612

GRID 2.427 3.111 1.959 1.966 2.051
GUPTA3 24.235 1.316 1.305 1.509 1.27
MSDOOR 2.222 3.014 2.168 2.054 2.185
SHIP 003 1.78 2.463 1.77 1.631 1.754

PRE2 3.233 3.215 3.852 2.902 2.564
RMA10 1.76 1.749 1.746 1.719 1.654

TWOTONE 3.144 3.207 3.681 3.54 3.079
XENON2 1.93 3.369 1.962 1.823 1.726

Tab. 2.6 { Nombre moyen de ¯ ls pas n¾ud.

METIS SCOTCH PORD AMF AMD
BMWCRA 1 2343 2040 2076 2496 2835

GRID 2754 2343 1721 1536 1328
GUPTA3 827 5058 1643 3028 1030
MSDOOR 1372 1624 1358 1491 1610
SHIP 003 3456 3156 3426 3408 4038

PRE2 4290 4334 5794 6476 7502
RMA10 466 422 378 439 399

TWOTONE 2382 2316 2561 2588 2684
XENON2 2554 2623 2743 3663 4501

Tab. 2.7 { Taille maximale de l'ordre
d'une matrice frontale.

METIS SCOTCH PORD AMF AMD
BMWCRA 1 177 287 172 187 183

GRID 41 68 42 36 38
GUPTA3 624 1248 365 338 336
MSDOOR 74 67 73 72 71
SHIP 003 170 153 165 163 151

PRE2 15 13 14 14 14
RMA10 60 59 54 53 56

TWOTONE 23 18 20 21 19
XENON2 70 69 70 71 76

Tab. 2.8 { Taille moyenne de l'ordre
d'une matrice frontale.

R¶esum¶e

Pour r¶esumer cette partie, nous avons observ¶e que les techniquesde renum¶erotation
ont un gros impact sur la structure des arbres d'assemblage. La ¯ gure 2.5 r¶esume les
observations g¶en¶eralesque nous avons faites. Concernant la structure des arbres, nous
avons observ¶e que les heuristiquesglobalestelles que METIS et SCOTCH g¶enµerent des
arbres larges et ¶equilib r¶es (avec un faible nombre de n¾uds pour SCOTCH). D'autre
part, PORD, AMD et AMF g¶enµerent desarbres profonds, et il est int¶eressant de noter
que AMD g¶enµeredesarbresmieux ¶equilib r¶esque AMF et PORD. En¯ n, nous constatons
que METIS et SCOTCH g¶enµerent des arbres avec des matrices frontales de taille plus
importante par rapport µa cellesg¶en¶er¶eespar les autres techniquesde renum¶erotation.

2.5 Consommation m¶emoire dans la m¶ethode multifron-
tale

Comme nous nous int¶eressons µa la r¶esolution de problµemesde grande taille, nous
sommesint¶eress¶espar dessch¶emasout-of-core qu'ils soient implicites (bas¶essur la pagi-
nation) oµu explicites (avecdesop¶erations d'E/S ). Ainsi, puisque les facteurs ne sont pas
r¶eacc¶ed¶esune fois calcul¶es, ils peuvent être sauv¶essur disque dµesleur g¶en¶eration. De ce
fait, il devient important d'optimiser la taille de la m¶emoireactive dans ce cadre out-of-
core. Nous allons donc ¶etudier l'imp act destechniquesde renum¶erotation sur la taille et



26 CHAPITRE2. IMPACT DES TECHNIQUESDE RENUM¶EROTATION

Technique de
renum¶erotation

Topologiede l'arbre d'assemblage Remarques

AMD

{ Arbre profond et d¶es¶equilib r¶e
{ Matrices frontales de grande

taille dans le haut de l'arbre

AMF

{ Arbre trµes d¶es¶equilib r¶e et trµes
profond

{ Matrices frontales de petite taille
{ Trµesgrand nombre de n¾uds

PORD

{ Arbre profond et d¶es¶equilib r¶e
{ Matrices frontales de petite taille
{ Grand nombre de n¾uds

SCOTCH

{ Arbre trµeslarge et bien ¶equilib r¶e
{ Matrices frontales de grande

taille
{ Petit nombre de n¾uds

METI S

{ Arbre large et bien ¶equilib r¶e
{ Grand nombre de n¾uds
{ Matrices frontales de plus petite

taille (par rapport µa celles de
SCOTCH)

Fig. 2.5 { R¶ecapitu latif des topologiesd'arbre d'assemblage pour di®¶erentes techniques
de renum¶erotation.



2.5. CONSOMMATION M ¶EMOIREDANS LA M ¶ETHODE MULTIFRONTALE 27

l'¶evolution de la m¶emoireactive. Une ¶etude pr¶esentant desalgorithmesde minimisation
de la m¶emoireactive serapr¶esent¶eedans le chapitre 3.

2.5.1 Impact des techniques de renum¶erotation sur la m¶emoire

Aprµes avoir ¶etudi¶e la forme de l'arbre d'assemblage, nous nous concentrons mainte-
nant sur l'imp act des techniques de renum¶erotation sur la consommation m¶emoire de
l'approche multifron tale.

Les tableaux 2.9, 2.10 et 2.11 donnent le tra¯ c m¶emoire dans la zone de m¶emoire
active, la taille moyenne de la m¶emoireactive et le pic de la m¶emoireactive, respective-
ment. Pour toutes cesvaleurs, nous avons n¶eglig¶e l'espaceutilis¶e pour stocker lesentiers,
l'unit¶e de mesure est donc le nombre de r¶eels.Nous avons observ¶e que l'espacen¶ecessaire
pour les entiers est bien plus petit que l'espacen¶ecessairepour les r¶eels.Par exemple, si
nous consid¶erons la matrice SHIP 003 avec METIS, le nombre total d'entiers (facteurs
+ m¶emoireactive) pour une ex¶ecution s¶equentielle repr¶esente 2.3%de l'espacen¶ecessaire
pour lesr¶eels.Ceratio peut l¶egµerement augmenter pour despetits problµemesqui exhibent
peu de remplissage.C'est le caspour RMA10 oµu le pourcentage de la m¶emoireoccup¶ee
par lesentiers atteint 4.4%.

2.5.1.1 Tra¯c m¶emoire

Le tableau2.9donne la sommedestailles deblocsdecontrib ution pour tous lesn¾uds
de l'arbre. Nous pouvons observer que le volumedu tra¯ c pour SCOTCH est le plus petit
dans la plupart descas.Ceciestdû au fait queSCOTCH a un pluspetit nombre den¾uds
en comparaisonavec les autres techniquesde renum¶erotation. Nous observons aussi que
PORD et AMF g¶enµerent le plus gros tra¯ c m¶emoire.

METIS SCOTCH PORD AMF AMD
BMWCRA 1 432.23 286.21 425.46 709.76 541.35

GRID 252.53 147.23 204.81 233.06 201.2
GUPTA3 144.83 10.36 287.47 231.41 236.74
MSDOOR 230.75 175.43 247.32 244.51 213.60
SHIP 003 509.66 249.64 590.01 656.21 496.76

PRE2 1186.45 280.019 1557.68 1267.98 623.01
RMA10 20.74 13.15 18.2 19.03 16.63

TWOTONE 305.18 71.85 272.93 437.84 214.58
XENON2 274.28 203.04 348.95 507.88 446.99

Tab. 2.9 { Volume m¶emoiredesblocs de contrib ution (million s de r¶eels).

2.5.1.2 Taille moyenne de la m¶emoire active

Le tableau 2.10donne la taille moyenne de la m¶emoireactive durant la factorisation,
qui est calcul¶eecommela moyenne de la taille de la m¶emoireactive µa chaque variation :
assemblage (d¶epilement descontrib utions), empilement d'un bloc de contrib ution et al-
location d'une matrice frontale. Nous observons que pour PORD la taille moyenne de la
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m¶emoireactive est plus petite que pour lesautres techniquesde renum¶erotation. Ceciest
dû au fait que PORD g¶enµere desarbres profonds et d¶es¶equilib r¶es(commevu pr¶ec¶edem-
ment), oµu il n'est pas n¶ecessairede stocker un grand nombre de blocs de contrib ution
simultan¶ement. Si nous comparons PORD avec les autres techniquesde renum¶erotation
qui donnent des arbres profonds telles que AMD, PORD produit un arbre ayant sou-
vent un nombre plus faible de n¾uds et desmatricesfrontales plus petites. Cela explique
la di®¶erence de taille moyenne de la m¶emoireactive entre AMD et PORD. Concernant
AMF , nous pouvons observer que la moyenne est g¶en¶eralement plus grande que cellede
PORD. Celaestdû au fait que lesarbresg¶en¶er¶espar AMF plus ont debranchescôuteuses
en m¶emoire(oµu nous observons une occupation m¶emoireplus longue dans le temps) que
ceux de PORD. En¯ n, nous pouvons constater que SCOTCH a une taille de m¶emoire
active moyenne faible parceque le nombre de n¾uds de sonarbre est plus petit que pour
les autres techniquesde renum¶erotation.

METIS SCOTCH PORD AMF AMD
BMWCRA 1 3.0294 3.3819 2.1578 3.4090 6.1039

GRID 3.1805 2.5593 2.0293 1.6478 1.2092
GUPTA3 15.1973 1.4456 38.7171 7.3097 8.4052
MSDOOR 1.6226 2.4183 1.1458 1.6432 2.1163
SHIP 003 5.7584 6.7372 4.3162 7.0034 10.6743

PRE2 16.5399 6.0764 25.0444 12.6891 47.3127
RMA10 0.1624 0.1313 0.0961 0.1682 0.1451

TWOTONE 4.0778 3.7932 2.6170 2.7078 5.6196
XENON2 4.6874 4.8942 3.9014 6.1068 11.2717

Tab. 2.10{ Taille moyenne de la m¶emoireactive (million s de r¶eels).

2.5.1.3 Pic de la m¶emoire active

Le tableau 2.11 donne le pic de la m¶emoire active obtenu pendant la factorisation.
Nous pouvons observer que les techniquesde renum¶erotation qui donnent les arbres les
plus profonds sont cellesqui permettent d'obtenir les meilleurs pics m¶emoire (les plus
petits). Pour les matrices test¶ees,PORD et AMF sont cellesqui donnent les pics les
plus petits dans une majorit ¶e de cas.Ce r¶esultat est pr¶evisible parceque dans lesarbres
profonds, il n'est pasn¶ecessairede stocker simultan¶ement autant de blocsde contrib ution
que pour les arbres largestels que ceux fournis par SCOTCH ou METIS. Nous pouvons
aussi observer que le pic de la m¶emoire active m¶emoire pour AMD (qui a des arbres
profonds) tend µa être plus grand qu'avec les autres techniques de renum¶erotation, en
particulier PORD et AMF qui g¶enµerent aussidesarbresprofonds. La premiµerepropri¶et¶e
qui peut nous permettre d'expliquer ce ph¶enomµene et que nous avons observ¶e que les
n¾uds sur le haut de l'arbre (proche de la racine) pour AMD sont plus grands que ceux
des autres techniques de renum¶erotation. Quand cesgrands n¾uds commencent µa être
trait ¶es,la m¶emoireactivecontient desblocsdecontrib ution plusgrands(dûsµa cesn¾uds)
ce qui accrô³t la taille de la pile lorsque l'on traite le restede l'arbre.

La secondeobservation quel'on peut faire et quelesarbresd'AMD sont habituellement
mieux ¶equilib r¶es que ceux d'AMF et PORD (voir le tableau 2.5). Il est µa noter qu'une
strat¶egiebasique d'optimisation de la m¶emoireactive est de choisir de traiter en priorit ¶e
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METIS SCOTCH PORD AMF AMD
BMWCRA 1 10.69 9.53 8.16 11.26 19.32

GRID 17.08 11.91 5.83 4.17 3.79
GUPTA3 44.44 27.37 93.96 25.21 31.72
MSDOOR 4.12 5.22 3.49 4.18 5.82
SHIP 003 23.42 23.06 20.86 20.77 32.02

PRE2 34.95 36.16 65.60 84.29 153.57
RMA10 0.43 0.39 0.28 0.34 0.33

TWOTONE 13.23 13.54 11.8 11.63 17.59
XENON2 14.39 15.21 13.14 23.82 37.82

Tab. 2.11{ Pic de m¶emoireactive (million s de r¶eels).

le plus grosn¾ud en premier puisque lesgrosn¾uds sont g¶en¶eralement la racine du sous-
arbre le plus profond. Cette strat¶egieest utilis¶eedans MUMPSet les r¶esultats pr¶esent¶esici
la prennent en compte.

AMF-PORD AMD

Fig. 2.6 { Di®¶erencestopologiquesentre les arbresd'AMF et ceux d'AMD.

La ¯ gure 2.6 illustre la di®¶erence structurelle entre les arbres d'AMD et de PORD-
AMF . Pour cesdeux derniers, une fois que le sous-arbre le plus profond est trait ¶e, il ne
resteplus que dessous arbresplus petits µa traiter qui requiµerent donc moins de m¶emoire.
Par contre pour AMD, une fois que le premier n¾ud est trait ¶e, lessous-arbresrestant ont
une taille similaire. Cela implique un accroissement de la taille de la m¶emoireactive et
explique pourquoi PORD et AMF sont meilleurs en terme de taille de la m¶emoireactive
que AMD, bien que tous trois g¶enµerent desarbresprofonds.

R¶esum¶e

Pour r¶esumer cette section, nous avons observ¶e que puisque lestechniquesde renum¶e-
rotation ont un impact important sur la structure desarbres d'assemblage,ellesont par
cons¶equent un impact important sur la consommationm¶emoiredu processus de factorisa-
tion. Le tableau2.12r¶esumel'occupation m¶emoireselonlestechniquesde renum¶erotation
employ¶ees.Nous avons constat¶e que PORD et AMF sont desalgorithmesde renum¶ero-
tation qui n¶ecessitent le moins de m¶emoire du point de vue de la m¶emoire active (pic
et moyenne). Pour une ex¶ecution in-core, cela doit être rapport¶e aux volumesde calcul
et la taille des facteurs (voir par exemple, [10] et les ¯ gures 2.3 et 2.4). Pour les pe-
tites matrices, les facteurs avecPORD et AMF sont plus petits que ceux avecSCOTCH
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et METIS, tandis que pour les matrices de grande taille, METIS, SCOTCH et PORD
donnent de meilleurs r¶esultats.

Pic de m¶emoire activ e Taille moyenne de la m¶emoire activ e
METI S + +

SCOTCH + +
PORD ¡¡ ¡¡
AMF ¡ ¡
AMD ++ ++

Tab. 2.12{ Caract¶eristiquesdu comportement de la m¶emoireactivepour di®¶erentestech-
niquesde renum¶erotation. Le symbole\++" signi¯ e une trµesgrande valeur, \+" signi¯ e
une grande,\ ¡ " signi¯ e une petite valeur, et \ ¡¡ "signi¯ e une trµespetite valeur.

2.6 Conclusion

Alors qu'il existe de nombreuses¶etudesconcernant l'imp act des techniquesde renu-
m¶erotation sur le remplissage,cechapitre proposeune¶etude de leur impact dans le cadre
de la m¶ethode multifron tale. En particulier, nous avons mis en avant la relation qu'il y a
entre les techniquesde renum¶erotation et l'¶evolution de la m¶emoireactive li¶eeaux blocs
de contrib ution.

Nousavonsobserv¶equelestechniquesderenum¶erotation hybridestellesqueMETIS et
SCOTCH fournissent desarbresd'assemblagebien ¶equilib r¶es,tandis que desalgorithmes
de renum¶erotation locaux tels que AMF et PORD (resp. AMD) fournissent des arbres
profonds et d¶es¶equilib r¶es(resp. ¶equilib r¶es)avecun grand nombre den¾uds.Sebasant sur
cesr¶esultats relatifs µa la topologiedesarbresd'assemblage,nous avons illustr¶e l'imp act de
cesheuristiquessur le comportement m¶emoirede la m¶ethode multifron tale. Ainsi, il est
apparu que le comportement m¶emoiresur les arbresd'assemblaged¶es¶equilib r¶esproduits
par les techniqueslocalesest meilleur que celui obtenu avec les m¶ethodeshybrides.

Dans le chapitre suivant, nous nous int¶eressons µa l'¶etude et µa la conception d'algo-
rith mesde minimisation de la taille de la m¶emoireoccup¶eepar la m¶ethode multifron tale
dans un cadre s¶equentiel. Ainsi, un nouveausch¶emade parcours de l'arbre d'assemblage
qui produit un pic m¶emoireminimal serapropos¶e.



Chapitre 3

M inimisation de la m¶emoire pour la
m¶ethode multi frontal e

Comme d¶ecrit dans le chapitre pr¶ec¶edent, la m¶emoire utilis¶ee par la m¶ethode est
constitu¶ee de deux parties. La premiµere correspond µa la zone dans laquelle les facteurs
sont stock¶es.La deuxiµeme,quant µa elle, correspond µa la m¶emoireactive qui contient la
pile desblocs de contrib ution ainsi que la matrice frontale courante. Dans un sch¶emade
factorisation out-of-core, lesfacteurs peuvent être ¶ecrits sur disquesdµesleur calcul. De ce
fait, la minimisation de la m¶emoireactive utilis¶eepar la m¶ethode peut avoir une impor-
tance non n¶egligeable. Dans le casd'un sch¶emade factorisation in-core, la minimisation
de la m¶emoiretotale (m¶emoireactive et facteurs) devient cruciale.

Dans [41], Liu pr¶esente un algorithmevisant la r¶eduction de la m¶emoireactive utilis¶ee
par la m¶ethode multifron tale. Son approche ¶etait bas¶eesur la g¶en¶eration d'un parcours
d'arbre qui assure uneoccupation m¶emoireoptimale. De plus, il a aussipropos¶eunemodi-
¯ cation de l'algorith me multifron tal bas¶eesur l'anticipation de certainest âchesdonnant
de meilleurs r¶esultats que son algorithme optimal. Partant de cette observation, nous
pr¶esentons desalgorithmesvisant l'optimisation de la m¶emoirequ'elle soit active (out-of-
core) ou totale (in-core). Nous proposons un nouveauprocessus de parcours d'arbre qui
combine une anticipation de certainest âchesavec un ordre de parcours sp¶eci¯que. Nous
montrons que desgains signi¯ catifs peuvent être obtenus.

Dans ce chapitre, nous pr¶esentons dans un premier temps une formalisation du com-
portement m¶emoire de la m¶ethode multifron tale. Puis, dans une deuxiµemepartie, nous
d¶ecrivons lesalgorithmesexistant deminimisation del'occupation m¶emoire.Ensuite, nous
introduisons notre modi¯ cation de l'exploitation de l'approche multifron tale pour le cas
de la m¶emoireactive. Ainsi, nous proposons un algorithme g¶en¶erant un parcours d'arbre
optimal entermedetaille de la m¶emoireactive.Puis, nousdonnonsun algorithmeoptimal
pour la minimisation de la m¶emoiretotale dans le cadre de notre nouvel algorithme.

31
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3.1 Quelques notations

¶Etant donn¶e un n¾ud i , nous d¶e¯nissons f acteuri comme¶etant la taille desfacteurs
pour le n¾ud i et cbi comme¶etant la taille du bloc de contrib ution de i . stockagei =
f acteuri + cbi repr¶esente alors la taille de la matrice frontale du n¾ud i .

Nous d¶e¯nissons aussi (SA) i comme¶etant le sous-arbre ayant pour racine le n¾ud i ,
et f i comme¶etant la taille desfacteurs correspondants µa (SA) i incluant les facteurs de i .
En d'autres termes:

f i =
X

j 2 (SA) i

f acteurj

Soit A i (resp. Ti ) le taille de la m¶emoireactive (resp. m¶emoire totale) n¶ecessaireau
traitement du sous-arbre (SA) i et ni le nombre de ¯ ls (ou enfants) de i . Cesderniers sont
not¶espar (ei;j ) j =1 ;:::;n i .

3.2 Besoins en m¶emoire active

Dans cette section, nous nous pla»cons dans le cadre out-of-core. De cefait, un sch¶ema
basiqueconsisteµa stocker lesfacteurs dµesleur g¶en¶eration puisqu'ils nesont plus r¶eacc¶ed¶es.
Dans ce cadre, il est donc int¶eressant de minimiser la m¶emoireactive.

Dans la m¶ethode multifron tale, le pµere est activ¶e aprµes que tous ses¯ ls aient ¶et¶e
trait ¶es.De ce fait, la pile doit contenir les blocs de contrib ution de chacun des ¯ ls ei;j .
Ainsi, la taille de la m¶emoireactive A i n¶ecessaireau traitement du pµereest :

stockagei +
n iX

j =1

cbei;j

De plus, quand un n¾ud ¯ ls ei;j est trait ¶e, la pile contient les j ¡ 1 premiers blocs
de contrib ution des frµeresde ei;j qui ont d¶ejµa ¶et¶e trait ¶es. Le r¶esultat est que l'espace
n¶ecessaireau moment de la factorisation de la matrice frontale de ei;j est :

Aei;j +
j ¡ 1X

k=1

cbei;k

Ainsi, l'espacerequis pour traiter un n¾ud i (et donc le sous-arbre dont il est la racine)
est d¶e¯ni par :

A i = max( max
j =1 ;n i

(Aei;j +
j ¡ 1X

k=1

cbei;k ); stockagei +
n iX

j =1

cbei;j ) (3.1)
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Il est µa noter que dans le casd'une feuille la m¶emoireactive n¶ecessaireest ¶egaleµa la
taille de la matrice frontale associ¶ee(i.e. A i = stockagei ).

Il est important de signaler que dans certainesimpl¶ementations de l'algorith me mul-
tifrontal, l'assemblagedu bloc de contrib ution du dernier ¯ ls est fait ®sur placē directe-
ment dans la matrice du pµere.Dans cecas,le bloc de contrib ution du dernier ¯ ls n'a pas
µa être empil¶e. Ainsi, la formule 3.1 devient :

A0
i = max( max

j =1 ;n i
(Aei;j +

j ¡ 1X

k=1

cbei;k ); stockagei +
n i ¡ 1X

j =1

cbei;j ) (3.2)

3.3 Besoins en m¶emoire totale

Si nous nous pla»cons dans un cadre in-core, nous nous int¶eressons µa la minimisation
de la m¶emoire totale. Ainsi, les facteurs sont laiss¶esen m¶emoireaprµesavoir ¶et¶e calcul¶es
et doivent donc être pris en compte. En utilisant lesmêmesnotations que pr¶ec¶edemment,
la taille de la m¶emoiretotale Ti n¶ecessaireau traitement d'un n¾ud i est donn¶eepar :

Ti = max( max
j =1 ;n i

(Tei;j +
j ¡ 1X

k=1

(cbei;k + f ei;k )) ; storei +
n iX

j =1

(cbei;j + f ei;j )) (3.3)

Dans le casoµu l'assemblagedu bloc de contrib ution du dernier ¯ ls est fait ®sur placē
directement dans la matrice du pµere, la formule (3.3) devient :

Ti = max( max
j =1 ;n i

(Tei;j +
j ¡ 1X

k=1

(cbei;k + f ei;k )) ; storei +
n i ¡ 1X

j =1

(cbei;j + f ei;j )) (3.4)

3.4 Algorithm es existants et leurs nouvelles variantes

¶Etant donn¶e un arbre d'assemblage, l'ordre avec lequel les n¾uds sont trait ¶es a un
gros impact sur l'occupation m¶emoire. La seule contrainte pour le parcours de l'arbre
est qu'un pµere ne peut être trait ¶e avant que tous ses¯ ls l'aient ¶et¶e. En g¶en¶eral, pour la
m¶ethode multifron tale, le parcours est fait en remont¶eed'abord. Ceci est motiv¶e par le
fait que traiter le pµere dµes que possible permet de lib¶erer l'espaceoccup¶e par les blocs
de contrib ution des¯ ls. Si nous consid¶erons les arbres de la ¯ gure 3.1 en admettant que
le parcours est fait en remont¶ee d'abord et que les feuilles sont trait ¶eesde gauche µa
droite, l'occupation m¶emoireminimale est obtenue avec l'arbre de gauche. En e®et,pour
cet arbre, nous n'avons besoinde stocker qu'au plus deux blocsde contrib ution en même
temps. Le pire descasen terme d'occupation m¶emoirecorrespond µa l'arbre de droite pour
lequel les blocs de contrib ution de chacune desfeuilles vont être pr¶esents simultan¶ement
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en m¶emoire.Cet exemple illustre l'imp act du parcours de l'arbre sur le pic m¶emoirede
la m¶ethode multifron tale.

meilleur pire

1 2
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5

7

9

64 8 1 2 3 4 5

6
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8

9

Fig. 3.1 { Importance du parcours de l'arbre. L'arbre est trait ¶e avec un ordre post-¯x¶e
en remont¶eed'abord en commen»cant par la gauche.

Dans ce qui suit, nous allons d¶ecrire les principaux algorithmesexistants de minimi-
sation de la m¶emoireactive disponibles dans la litt ¶erature, et introduirons de nouvelles
variantes de cesalgorithmes.

3.4.1 M¶emoire active

3.4.1.1 Algorithme de Liu et ses variantes

Nous allons commencer par donner le th¶eorµemesur lequel tous lesalgorithmesd¶ecrits
dans cette sectionsont bas¶es.Ce th¶eorµemea ¶et¶e introduit par Liu dans [41]. Il est donn¶e
ci-dessous :

Th ¶eorµeme de Liu. ¶Etant donn¶ee une suite de couples(x i , yi ) oµu les x i et yi sont des
entiers positifs tels que x i > yi , la valeur minimale de maxj (x j +

P j ¡ 1
i =1 yj ) est obtenue

quandl'ensembledes(x i , yi ) est tri ¶e dans l'ordre d¶ecroissant desx i ¡ yi .

Se basant sur ce th¶eorµeme, Liu propose dans [41] un algorithme qui d¶etermine le
parcours optimal de l'arbre d'¶elimination en terme de pic de m¶emoire active dans le
cas oµu l'assemblage du bloc de contrib ution du dernier ¯ ls est fait ®sur placē dans
la matrice frontale du pµere. Il consiste µa classerµa chaque niveau de l'arbre les ¯ ls dans
l'ordre d¶ecroissant de leur max(Aei;j ; stockagei ) ¡ cbei;j . Cet algorithmepeut être ais¶ement
g¶en¶eralis¶e au casdesarbresd'assemblage.Dans le casoµu l'assemblagedu dernier ¯ ls n'est
pas fait sur place, le parcours optimal est obtenu en classant les ¯ ls µa chaque niveau de
l'arbre dans l'ordre d¶ecroissant de leur Aei;j ¡ cbei;j (cer¶esultat estunecons¶equencedirecte
du th¶eorµemede Liu). L'algorith me 3.1 d¶ecrit le processus de minimisation de la m¶emoire
active dans le casd'un arbre d'assemblage.Il s'agit d'un algorithmequi fait une remont¶ee
de l'arbre en partant desfeuilles et en appliquant l'ordre d¶ecrit pr¶ec¶edemment µa chaque
niveaude l'arbre. Dans lesparties suivantes, nous appellerons cet algorithme variante de
l'algorithme de Liu.
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Algorithme 3.1 Algorith me optimal pour la minimisation de la m¶emoireactive.
R¶eordonner Arbre (T) :

Debut
Pour tout i 2 ensemble desracines:

Traiter Fils(i ) ;
Traiter Fils (i ) :

Debut
Si i est une feuille Alors

A i = stockagei

Sinon
Pour j = 1 µa ni :

Traiter Fils(ei;j ) ;
A i =Classer Fils(i ) ;

Classer Fils (i ) :
Debut

Classerles ¯ ls dans l'ordre d¶ecroissant de leur (Aei;j ¡ cbei;j ) ;
Calculer A i en utilisant la formule (3.3) ;
renvoyer(A i ) ;

A=140
cb=50 a b c

A=120
cb=50

A=90
cb=20

stockage=60

Fig. 3.2 { Exemple d'arbre d'assemblageconstitu¶e d'un pµereet de trois ¯ ls.

Consid¶erons le cassimple donn¶e dans la ¯ gure 3.2; l'algorith me3.1g¶enµerela s¶equence
de traitement des¯ ls (a-b-c) en activant le pµereaprµesle traitement du dernier ¯ ls. Le pic
ainsi obtenu est ¶egalµa 190(=50+50+90). Notons qu'en mettant par exemple le ¯ ls a en
dernier, le pic serait sup¶erieur (¶egalµa 210=50+20+140).

La ¯ gure 3.3 illustre le comportement de la m¶ethode multifron tale en terme d'oc-
cupation de m¶emoire active avec et sans l'application de l'algorith me 3.1 µa la matrice
THERMAL avecPORD [52] commetechnique de renum¶erotation. On voit que sans l'al-
gorithme 3.1, le pic m¶emoire ne cessed'augmenter au cours de la factorisation, alors
qu'avec l'algorith me, le pic est plus faible et atteint plus t ôt.

3.4.1.2 Algorithmes bas¶es sur l'anticipation du pµere

Cependant, nous pouvons constater que sur lesarbrestrµeslarges(oµu
P j = n i

j =1 cbei;j peut
être grand), la variante de l'algorith me de Liu va donner un pic m¶emoirequi peut être
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Fig. 3.3 { Impact de l'u tilisation de l'algorith me 3.1 sur le comportement de la m¶ethode
multifron tale parallµeledans le casde la matrice THERMAL avec PORD.

grand. Pour cette raison, Liu a exp¶eriment¶e dans [41] une strat¶egie consistant µa pr¶e-
allouer le pµere juste avant de commencer le traitement de son premier ¯ ls. De ce fait, le
bloc de contrib ution produit par le ¯ ls est directement assembl¶e dans le pµere.Ainsi, cette
strat¶egiepermet d'¶eviter de stocker les blocs de contrib ution en m¶emoire. La m¶emoire
active n¶ecessaireau traitement d'un n¾ud est alors d¶e¯nie par la formule suivante :

A i = max
j =1 ;n i

(Aei;j + stockagei ) (3.5)

Cependant, cette strat¶egie a l'in conv¶enient d'impliquer une châ³ne de n¾uds actifs
dans l'arbre et donc d'avoir plusieurs n¾uds simultan¶ement en m¶emoire.Ainsi, sur des
arbres profonds, les r¶esultats peuvent être mauvais en comparaison de la variante de
l'algorith me de Liu.

Il est µa noter qu'il est possible d'am¶eliorer le processus de pr¶e-allocation du pµere
propos¶e par Liu. En e®et,l'occupation m¶emoire peut être am¶elior¶ee en di®¶erant l'allo-
cation du pµere aprµes le traitement du premier ¯ ls. En utilisant les notations introduites
plus haut, la m¶emoireactive n¶ecessaireau traitement d'un n¾ud est alors d¶e¯nie par la
formule suivante :

A i = max(Aei; 1 ; stockagei + cbei; 1 ; max
j =2 ;n i

(Aei;j + stockagei )) (3.6)

D'autre part, si l'assemblagedu premier ¯ ls est fait ®sur placē , la taille de la m¶emoire
active devient :

A i = max(Aei; 1 ; stockagei ; max
j =2 ;n i

(Aei;j + stockagei )) (3.7)
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Dans ce cas, le second terme du max dans la formule (3.7), stockagei , est lµa pour le
casoµu i n'a qu'un seul ¯ ls. En e®et,dans cecasparticulier, le pic m¶emoireestobtenu soit
pendant le traitement du ¯ ls et de sonsous-arbre, soit pendant le traitement du pµere.

Lemme 3.1. Soit i un n¾udavec ni ¯ls. Si 9j tel que1 < j 6 ni et Aei; 1 6 Aei;j , alors
¶echangerles positions du premier ¯ls et du j µeme ¯ls n'augmentepas le pic du pµere, qu'il
soit d¶e¯ni par la formule (3.6) (assemblageclassique)ou par la formule (3.7) (assemblage
sur-place).

D¶emonstration. S'il existeun ¯ ls j tel que Ae1;j 6 Aei;j , alors en¶echangeant lespositions
du premier ¯ ls et du j µeme le terme maxj =2 ;n i (Aei;j + stockagei ) dans la formule 3.6 ne
peut pas augmenter (Ae1;j 6 Aei;j ). Notons le pic initial (i.e. avant permutation des
deux ¯ ls) Pinit et le pic aprµes la permutation du premier et du j ime ¯ ls Pperm . Le terme
correspondant au ¯ ls trait ¶e en premier dans la formule 3.6 ne peut pas être sup¶erieur µa
Pinit vu que dans le calcul de Pinit , Aei;j apparâ³t dans maxj =2 ;n i (Aei;j + stockagei ). ¥

Th ¶eorµeme 3.1. Soit i un n¾udavec ni ¯ls. La formule (3.6) est minimale quandle ¯ls
ayant le plus gros besoin m¶emoire (Aei;j ) est trait¶e en premier (i.e. avant l'al location du
pµere).

D¶emonstration. Soit i un n¾ud et soit ¾unepermutation des¯ ls donnant un pic m¶emoire
minimal. Remarquons tout d'abord que l'ordre des¯ ls aprµesl'activation du pµeren'in° ue
passur le pic m¶emoire(voir le troisiµemeterme dans (3.6) et (3.7)). Nous devons prouver
le th¶eorµemeuniquement dans le casoµu Aei;¾ (1)

< maxj (Aei;j ), car pour le casoµu Aei;¾ (1)
=

max(Aei;j ), la preuve est triviale. Dans le casoµu Aei;¾ (1)
< maxj (Aei;j ) = Aei;k , permuter

les ¯ ls ayant pour positions ¾(1) et k ne peut pasaugmenter le pic d'aprµesle lemme3.1.
Ainsi, une con̄ guration optimale est¶egalement obtenue en pla»cant le ¯ ls ei;k en premiµere
position. (Il est µa signaler que dans cecas,il y avait au minimum deux ¯ ls ayant un côut
m¶emoiremaximal ¶egalµa Aei;k ; sinon, le pic aurait diminu¶eenpla»cant le ¯ ls ei;k enpremier
et ¾ ne pouvait pas être une permutation optimale.) Pour r¶esumer, une permutation
optimale est donc forc¶ement obtenue en pla»cant le ¯ ls ayant le plus grospic m¶emoireen
premier. ¥

Si nous consid¶erons le casde l'arbre donn¶e dans la ¯ gure 3.2, la strat¶egieconsistant
µa appliquer le th¶eorµeme 3.1 va produire l'ordre des ¯ ls (a-b-c) avec une allocation du
pµere aprµes le premier ¯ ls, en l'occurrence a. Le pic de m¶emoire active obtenu dans ce
cas est de 180 (=60+120 obtenu lors du traitement du ¯ ls b) alors que dans le cas de
l'algorith me 3.1 le pic ¶etait ¶egalµa 190.Il est µa noter qu'en classant les¯ ls dans l'ordre (a-
b-c) et en activant le pµereaprµesle second ¯ ls, c'est-µa-dire b, un pic de 170(=50+120) est
obtenu. Ceci illustre le fait qu'une strat¶egieinterm¶ediaire entre l'allocation syst¶ematique
du pµere aprµes le premier ¯ ls et l'algorith me 3.1 peut donner des r¶esultats de meilleure
qualit¶e par rapport µa cesdeux strat¶egies.

Dans cequi a pr¶ec¶ed¶e, nous nous sommesint¶eress¶esau casoµu l'assemblagedu dernier
¯ ls avant l'activation du pµere ¶etait r¶ealis¶e avec le processus standard. Les di®¶erentes
preuves peuvent être ¶etendues ais¶ement au cas oµu l'assemblage de ce dernier ¯ ls est
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fait ®sur placē . Ainsi, l'u tilisation du th¶eorµeme 3.1 et de son ¶equivalent dans le cas
de l'assemblage sur place du dernier ¯ ls avant l'activation du pµere µa chaque niveau de
l'arbre permet d'avoir un pic optimal sous cesconditions (pµereallou¶e aprµesle traitement
du premier ¯ ls). Dans la suite du chapitre, nous appellerons les deux strat¶egiesd¶ecrites
ci-dessus activation anticip¶eedu pµere et activation anticip¶eedu pµere, ®sur placē .

Dans la Section 3.5, nous g¶en¶eraliserons cette approche en allouant le pµere aprµes le
traitement d'un nombre arbitraire de ¯ ls; nous nous int¶eressons maintenant au casde la
m¶emoiretotale.

3.4.2 M¶emoire totale

Tout commece qui a ¶et¶e fait pour la m¶emoireactive, il est possible de minimiser la
m¶emoire totale avec une approche bas¶eesur le th¶eorµemede Liu pr¶esent¶e dans la partie
pr¶ec¶edente. Ainsi, Dans ce cadre in-core, il est n¶ecessairede prendre en compte la m¶e-
moire correspondant aux facteurs pour la g¶en¶eration du parcours optimal. La principale
di®¶erence entre la minimisation de la m¶emoire totale et celle de la m¶emoireactive pro-
vient du fait que chaque n¾ud produit, en plus de sonbloc de contrib ution, desfacteurs
qui doivent être pris en compte. En e®et,en consid¶erant les yj (resp. x j ) comme¶etant
¶egaux µa cbei;j + f ei;j (resp. Tei;j ) dans le th¶eorµemede Liu, il apparâ³t que classerles ¯ ls
dans l'ordre d¶ecroissant de leur Tei;j ¡ (cbei;j + f ei;j ) donne un parcours optimal en terme
d'occupation m¶emoireTi . Il su±t alorsde classerles¯ ls aveccecritµereµa tous lesniveaux
de l'arbre pour avoir une occupation m¶emoire optimale sur l'in t¶egralit¶e de l'arbre (voir
l'algorith me 3.2). Tout commedans le casde la minimisation de la m¶emoireactive, l'al-
gorithmeestappliqu¶e enpartant desfeuilles et enordonnant µa chaque niveaules¯ ls dans
l'ordre donnant un pic optimal µa ce niveau, en l'occurrence Tei;j ¡ (cbei;j + f ei;j ) d¶ecrois-
sants, jusqu'µa atteindre la racine de l'arbre. La seule di®¶erencenotable avec l'algorith me
3.1 est qu'on doit classerles racines dans l'ordre d¶ecroissant de leur Ti ¡ f i . En e®et,
quand le graphe de tâche associ¶e µa la matrice est compos¶e de plusieurs arbres, il faut
prendre en compte les facteurs produits par chaque arbre de maniµere µa minimiser le pic
m¶emoiresur l'in t¶egralit¶e du processus de factorisation.

Dans cequi suit, nous allons proposerun processus de parcours d'arbre interm¶ediaire
entre le sch¶ema standard (i.e. pµere allou¶e aprµes tous ses¯ ls) et la strat¶egied'activation
anticip¶eedu pµere.

3.5 M¶emoire active : gestion optim ale de l'o ccupation
m¶emoire

Commeexpliqu¶e dans les parties pr¶ec¶edentes, ni le sch¶emastandard (i.e. pµere allou¶e
aprµestous ses¯ ls) ni la strat¶egied'activation anticip¶eedu pµerene donnent desr¶esultats
satisfaisants pour toutes les topologiesd'arbrespossibles.Cependant, il est possible d'al-
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Algorithme 3.2 Algorith me optimal pour la minimisation de la m¶emoiretotale.
R¶eordonner Arbre (T) :

Debut
Pour tout i 2 ensemble desracines:

Traiter Fils(i ) ;
Classerles racinesdans l'ordre d¶ecroissant de leur (Ti ¡ f i ) ;

Traiter Fils (i ) :
Debut

Si i est une feuille Alors
Ti = stockagei

Sinon
Pour j = 1 µa ni :

Traiter Fils(ei;j ) ;
Ti =Classer Fils(i ) ;

Classer Fils (i ) :
Debut

Classerles ¯ ls dans l'ordre d¶ecroissant de leur (Tei;j ¡ (cbei;j + f ei;j )) ;
Calculer Ti en utilisant la formule (3.3) ;
renvoyer(Ti ) ;

louer le pµere aprµesavoir trait ¶e un sous-ensemble de ses¯ ls. En e®et,cette strat¶egieest
plus souple que cellesd¶ecritespr¶ec¶edemment.

¶Etant donn¶e un n¾ud et ses¯ ls dans l'arbre d'assemblage.Supposons que le pµereest
activ¶e (i.e. allou¶e en m¶emoire) juste aprµesle j µeme ¯ ls, nous d¶e¯nissons alors p = j comme
¶etant la position µa laquelle le pµere est allou¶e. De plus, commemontr¶e dans la ¯ gure 3.4,
nous d¶e¯nissons E1 comme¶etant l'ensemble des ¯ ls trait ¶esavant l'activation du pµere et
E2 comme¶etant l'ensemble des¯ ls trait ¶esaprµesl'allocation du pµere.

. . . . . .

P
S1

S2

Fig. 3.4 { Exemple d'un n¾ud et de ses¯ ls.

Consid¶erons un n¾ud i et ses¯ ls (ei;j ) j =1 ;:::;p = E1 et (ei;j ) j = p+1 ;:::;n i = E2 comme
illustr¶e dans la ¯ gure 3.4. Jusqu'µa l'allocation de du pµere,le pic m¶emoirepeut être obtenu
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enutilisant la formule (3.1) (section3.2) sur l'ensemble E1. De plus, la taille de la m¶emoire
active requisepour traitement de chacun des¯ ls appartenant µa E2 est donn¶eepar :

max(stockagei + max
j = p+1 ;n i

(Aei;j ))

Il est important de signaler que cette formule est d¶eriv¶eede la formule (3.6).

Ainsi, la m¶emoire active n¶ecessaireau traitement du sous-arbre dont la racine et le
n¾ud i est alors :

A i = max( max
j =1 ;p

(Aei;j +
j ¡ 1X

k=1

cbei;k );

stockagei +
pX

j =1

cbei;j ;

stockagei + max
j = p+1 ;n i

(Aei;j ))

(3.8)

Lemme 3.2. L'ordre des¯ls sur l'ensembleE2 n'a pas d'in°uence sur le pic m¶emoire.

D¶emonstration. La preuve est triviale vu que stockagei + maxj = p+1 ;n i (Aei;j )) ne d¶epend
pas de l'ordre des¯ ls dans E2. ¥

Lemme 3.3. Soit j un n¾ud¯ls appartenant µa E1. Si A j est inf¶erieur ou ¶egalµa max
i 2E2

(A i ),

j peut être d¶eplac¶e de E1 vers E2 sansaccrô³tre le pic.

D¶emonstration. Le fait d'enlever le n¾ud j de E1 n'augmente pasle pic sur cet ensemble.
De plus, commeA j est plus petit que max

i 2E2
(A i ), le pic de E2 ne crô³t pas non plus. ¥

Th ¶eorµeme 3.2. Soit i un n¾udet soient ei; 1 : : : ei;n i ses¯ls. Un pic m¶emoire optimal est
obtenuen appliquant l'algorithme suivant :

Pour tout j = 1; : : : ; nb chil dren(j ) :
Classerles ¯ls dans l'ordre d¶ecroissant de leur Aei;k ;
D¶e¯nir E1 = (ei;k )k=1 ;:::;j et appliquer la variante de l'algorithme de Liu pour r¶eor-
donner les ¯ls dansE1 (ordre d¶ecroissant de Aei;k ¡ cbei;k ) ;
D¶e¯nir E2 = (ei;k )k= j +1 ;:::;n i ;
Calculer la valeur de A i en utilisant la formule (3.8) ;
Si A i est plus petit que la valeur minimale de A i calcul¶ee dans une des it¶erations
pr¶ec¶edentesA lors

p = j ;
sauvegarder l'ordre courant des¯ls ;
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D¶emonstration. Soit i un n¾ud et ¾ un ordre optimal des ¯ ls en terme de taille de
m¶emoireactive. Supposons que i est allou¶e aprµesle pµeme ¯ ls dans l'ordre donn¶e par ¾. La
permutation ¾0 obtenue en classant les ¯ ls appartenant µa E2 dans l'ordre d¶ecroissant de
leur A j est optimale (lemme 3.2). Si 9k 2 E1 tel que Ak 6 max

i 2E2
(A i ), la permutation ¾00

obtenue en d¶epla»cant le ¯ ls k de E1 versE2 est aussioptimale (lemme3.3). Ainsi, il existe
une permutation optimale ¾n telle que min

k2E1
(Ak) > max

k2E2
(Ak) obtenue en r¶ep¶etant l'¶etape

pr¶ec¶edente.

De ce fait, une permutation optimale des ¯ ls peut être calcul¶ee en classant les ¯ ls
dans l'ordre d¶ecroissant de leur A j respectifs et en d¶eterminant la meilleure position
pour activer le pµere p. Ceci peut être fait en essayant toutes les positions possibles pour
l'activation du pµereet en s¶electionnant celledonnant le pic minimal. Il est important de
signaler qu'entre chaque it¶eration de la recherche de la position d'activation du pµere, les
¯ ls appartenant µa E1 sont class¶esde maniµereµa minimiser le pic m¶emoiresur cet ensemble
(en appliquant la variante de l'algorith me de Liu). Ainsi, la recherche de la meilleure
position pour l'allocation du pµereest faite au maximum en n i ¶etapes. ¥

Notons qu'µa chaque it¶eration du processus d¶ecrit dans le th¶eorµeme 3.2, un ¯ ls est
d¶eplac¶e de E2 versE1. Ce dernier est le ¯ ls appartenant µa E2 dont le pic (Aei;j ) est le plus
grand. Un processus ¶equivalent consisterait µa d¶eplacer µa chaque it¶eration l'¶el¶ement ayant
le plus petit pic de E1 versE2. L'in t¶er̂et de cette approche estqu'en utilisant le lemme3.3,
nous pouvons obtenir un critµere d'arr êt permettant de ne pas tester toutes les positions
possiblespour l'activation du pµere.

Du point devuede l'imp l¶ementation, il n'est d'autre part pasn¶ecessaireder¶eordonner
les ¯ ls appartenant µa E1 µa chaque it¶eration. Ainsi, l'algorith me suivant, dans lequel une
permutation pr¶e-calcul¶eepeut permettre de choisir e±cacement lesn¾uds ayant lesplus
petits Aei;k dans E1, peut être appliqu¶e :

E1 = (ei;k )k=1 ;:::;n i

E2 = ;
p = ni

Classerles ¯ ls appartenant µa E1 dans l'ordre d¶ecroissant de leur Aei;k ¡ cbei;k

Calculer A i en utilisant la formule (3.8)
M in = A i

R¶ep¶eter
Trouver ei;j tel que Aei;j = min

E1
Aei;k

E1 = E1 n f ei;j g
E2 = E2 [ f ei;j g
p = p ¡ 1
Calculer A i en utilisant la formule (3.8)
Si A i 6 M I N Alors

Sauvegarder la valeur de p ainsi que la composition de E1 et E2

M in = A i

jusqu' µa ce que p = 1 ou A i > M in
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La condition de terminaisonA i > M in , oµu M in repr¶esente la valeur minimale du pic
m¶emoiresur l'ensemble des¯ ls, estmotiv¶eepar le fait qu'une croissancedu pic globalene
peut être due qu'au terme correspondant µa E2 dans la formule (3.8). Ceci est dû au fait
que l'algorith me d¶eplacedes¶el¶ements de E1 versE2 et que donc il peut augmenter le pic
sur le deuxiµemeensemble. De ce fait, tant qu'il n'y a pas d'augmentation du pic global,
l'algorith me continue µa transf¶erer des¶el¶ements du premier ensemble vers le second.

En¯ n, en appliquant le th¶eorµeme3.2 µa chaque niveaude l'arbre dans un processus de
remont¶eepartant desfeuilles, on obtient l'algorith me 3.3.

Algorithme 3.3 R¶eordonnancement optimal pour la minimisation du pic de m¶emoire
active.
R¶eordonner Arbre (T) :

Debut
Pour tout i 2 ensemble desracines:

Traiter Fils(i ) ;
Traiter Fils (i ) :

Debut
Si i est une feuille Alors

A i = stockagei

Sinon
Pour j = 1 µa ni :

Traiter Fils(ei;j ) ;
A i =Classer Fils(i ) ;

Classer Fils (i ) :
Debut

D¶eterminer p, la position d'activation du pµere,et l'ordre des¯ ls en utilisant le th¶eo-
rµeme3.2;
Calculer A i en utilisant la formule (3.8) ;
renvoyer(A i ) ;

3.6 Optim isation de la m¶emoire totale

Dans cette sectionnous nous int¶eressons µa la minimisation de la m¶emoiretotale, pour
laquelleµa la fois la m¶emoireactiveet lesfacteurs doivent être pris encompte. Tout comme
cequi a ¶et¶epr¶esent¶edans la sectionpr¶ec¶edente pour la minimisation de la m¶emoireactive,
il est possible d'anticip er l'activation du pµereµa une position autre que celleutilis¶eedans
l'algorith me 3.2.

Soit i un n¾ud de l'arbre d'assemblage. Nous allons utiliser les mêmesd¶e¯nitions
que cellesutilis¶eesdans la section pr¶ec¶edente pour les ensembles E1 et E2. Le pic de
m¶emoiretotale pour l'ensemble E1, avant l'allocation du pµere,estobtenu enappliquant la
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formule (3.3) aux ¯ ls appartenant µa cet ensemble. De plus, la taille de la m¶emoiretotale
n¶ecessairepour traiter lesn¾uds appartenant µa E2 est donn¶eepar :

stockagei +
pX

j =1

f ei;j + max
j = p+1 ;n i

(Tei;j +
j ¡ 1X

k=1

f ei;k )

En e®et,lorsqu'un n¾ud appartenant µa E2 est trait ¶e la m¶emoirecontient les facteurs
produits par sesn¾uds frµeresd¶ejµa trait ¶es.Dans la formule pr¶ec¶edente, il est µa noter que
Tei;j inclut f ei;j de telle sorte que les facteurs du dernier ¯ ls sont pris en compte dans la
formule.

Finalement, la taille de la m¶emoiretotale n¶ecessairepour le traitement de i estdonn¶ee
par :

Ti = max( max
j =1 ;p

(Tei;j +
j ¡ 1X

k=1

(cbei;k + f ei;k )) ;

stockagei +
pX

j =1

(cbei;j + f ei;j );

stockagei +
pX

j =1

f ei;j + max
j = p+1 ;n i

(Tei;j +
j ¡ 1X

k= p+1

f ei;k ))

(3.9)

Nous d¶e¯nissons alors P1 (resp. P2) comme ¶etant l'espace m¶emoire n¶ecessaireau
traitement de tous les n¾uds appartenant µa E1 ainsi que pour l'allocation du pµere (resp.
l'espace m¶emoire n¶ecessaireau traitement de tous les n¾uds appartenant µa E2). Ainsi,
nous avons :

P1 = max(max
j =1 ;p

(Tei;j +
j ¡ 1X

k=1

(cbei;k + f ei;k )) ;

stockagei +
pX

j =1

(cbei;j + f ei;j ))

(3.10)

P2 = stockagei +
pX

j =1

f ei;j + max
j = p+1 ;n i

(Tei;j +
j ¡ 1X

k= p+1

f ei;k ) (3.11)

et :

Ti = max(P1; P2) (3.12)
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Lemme 3.4. Supposonsconnus la position p pour l'activation du pµere et les ensembles
E1 et E2 contenant lesn¾uds¯ls trait¶esrespectivementavant et aprµesl'al location du pµere.
Ordonner les ¯ls appartenant µa E1 dans l'ordre d¶ecroissant de leur Tei;j ¡ (cbei;j + f ei;j )
respectifs donne un pic de m¶emoire totale minimal sur E1. De plus, Ordonner les ¯ls
appartenant E2 dans l'ordre d¶ecroissant de leur Tei;j ¡ f ei;j respectifs donne un pic de
m¶emoire totale minimal sur E2.

D¶emonstration. Pour E1 voir la section3.4.2. En ce qui concerne E2, ce r¶esultat est une
cons¶equence directe du th¶eorµeme de Liu (voir la section 3.4.1.1). En e®et, en posant
x i = Tei;k et yk = f ei;k , il apparâ³t que l'occupation m¶emoireoptimale sur E2 est obtenue
en classant lesn¾uds ¯ ls dans l'ordre d¶ecroissant de leur Tei;k ¡ f ei;k respectifs. ¥

Lemme 3.5. Supposonsquel'occupation m¶emoire maximalesur l'ensembleE2 estobtenue
pour le ¯ls j 0, p + 1 · j 0 · ni . En d'autres termes, P2 = P2(j 0), oµu :

P2(j 0) = stockagei +
pX

j =1

f ei;j + Tei;j 0
+

j 0 ¡ 1X

k= p+1

f ei;k

= stockagei +
j 0 ¡ 1X

k=1

f ei;k + Tei;j 0

(3.13)

Alors, pour toute con¯guration (E1; E2) telle que ei;j 0 appartient µa E2 nous avons :
P2 ¸ P2(j 0)

D¶emonstration. Supposons que l'on d¶eplaceun ¶el¶ement ei;j 1 6= ei;j 0 de E2 versE1 :

i) Si j 1 < j 0, la valeur de P2 ne change pas (la valeur de la deuxiµeme ligne de la
formule (3.13) ne changepas).

ii) Si j 1 > j 0, la valeur de P2 va crô³tre vu que le terme f ei;j 1
va s'additionner µa l'ancien

pic (deuxiµemeligne de la formule (3.13)).

¥

Lemme 3.6. ¶Etant donn¶e un ensembleE1. L'insertion d'un ¶el¶ementei;j 0 dansE1 ne peut
pas faire d¶ecrô³tre le pic sur cet ensemble.En d'autres termes, si P 0

1 repr¶esentele pic
m¶emoire sur E1 (al location du pµere incluse) aprµes insertion de ei;j 0 alors : P 0

1 ¸ P1.

D¶emonstration. Triviale (voir la formule (3.10)). ¥

Th ¶eorµeme 3.3. Soit un n¾ud i avec ni ¯ls. L'algorithme suivant produit un ordre de
parcours qui donneun pic de m¶emoire totale Ti optimal :

E1 = ; , E2 = (ei;k )k=1 ;:::;n i et p = 0;
Classerles ¯ ls appartenant µa E2 dans un ordre conforme au lemme3.4;
Calculer Ti = P2 en utilisant la formule (3.11) ;
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R¶ep¶eter
Trouver ei;j 0 2 E2 tel que P2 = stockagei +

P j 0
k=1 f ei;k + Tei;j 0

(formule (3.13)) ;
E1 = E1 [ ei;j 0 , E2 = E2 n ei;j 0 , et p = p + 1;
Classerles ¯ ls appartenant µa E1 et E2 dans un ordre conforme au lemme3.4;
Calculer P1, P2, et T0

i = max(P1; P2) ;
Si T0

i 6 Ti Alors
Sauvegarder la valeur de p, E1 et E2 ;
Ti = T0

i ;
jusqu' µa ce que p = ni ou P1 ¸ P2

D¶emonstration. ¶Etant donn¶eun n¾ud i , consid¶eronsla con̄ guration C0 suivante : E1 = ; ,
E2 = (ei;k )k=1 ;:::;n i et p = 0. Soit ei;j 0 le ¯ ls pour lequel le pic est atteint sur E2. Notons,
Ti le pic de m¶emoire totale pour le traitement de i et de ses¯ ls. Pour C0, nous avons
Ti = P2, oµu P2 repr¶esente le pic de m¶emoiretotale observ¶e lors du traitement de tous les
n¾uds ¯ ls appartenant µa E2 (voir la formule 3.11). Dans cequi suit nous consid¶erons que
les¶el¶ements de E1 et E2 sont r¶eordonn¶esavecun ordre pour minimiser le pic de m¶emoire
totale sur chacun de cesdeux ensembles (voir le lemme 3.4). D'aprµes le lemme 3.5, la
seule possibilit ¶e de diminuer le pic de m¶emoiretotale Ti est de d¶eplacer l'¶el¶ement ei;j 0 de
E2 versE1. Notons T0

i le nouveaupic obtenu avec la con̄ guration oµu l'¶el¶ement ei;j 0 a ¶et¶e
d¶eplac¶e de E2 versE1. Le pic pouvant crô³tre ou d¶ecrô³tre, l'op¶eration de d¶eplacement du
¯ ls pour lequel le pic est atteint dans E2 de cet ensemble vers E1 doit être r¶ep¶et¶ee. Le
processus s'arrête alors lorsque E2 est vide ou que P1 est sup¶erieur µa P2. En e®et,dans ce
dernier cas,ajouter un ¶el¶ement µa E1 ne peut pas faire d¶ecrô³tre le pic m¶emoireTi = P1

(voir le lemme 3.6). De ce fait, l'algorith me donn¶e dans le th¶eorµeme 3.3 va trouver la
con̄ guration ayant le pic de m¶emoiretotale optimal. ¥

En¯ n, l'application du th¶eorµeme 3.3 µa chaque niveau de l'arbre dans un processus
de remont¶ee d'abord produit un parcours optimal en terme de pic de m¶emoire totale.
L'algorith me 3.4 d¶ecrit ce processus de g¶en¶eration du parcours optimal.

Remarque. Nousavonsutilis¶ele critµered'arr êt P1 ¸ P2. Il faut noter quela condition
T0

i > Ti n'est pas su±sante pour assurer que le pic optimal a ¶et¶e obtenu. En pratique, il
peut en e®etarriver que le pic global augmente lors du d¶eplacement de ei;j 0 de E2 vers
E1, et diminue µa nouveau lors d'une ¶etape future de l'algorith me. Un exemple pour s'en
convaincre est le suivant oµu le n¾ud parent i a trois ¯ ls :

8
>>>>>><

>>>>>>:

stockagei = 100 ni = 3

Tei; 1 = 160; f ei; 1 = 100;

Tei; 2 = 140; f ei; 2 = 120;

Tei; 3 = 10; f ei; 3 = 5;

cbei; 1 = cbei; 2 = cbei; 3 = 5

Au d¶epart, les trois ¯ ls sont dans E2, et Ti = 340 est atteint pour le ¯ ls ei; 2. Puis,
l'algorith me d¶eplace ei; 2 de E2 vers E1 ce qui conduit µa T0

i = 380 > 340. Ensuite, le fait
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de d¶eplacer le ¯ ls ei; 3 de E2 vers E1 conduit µa un pic m¶emoire¶egal µa 330, qui est aussi
l'optimal puisqu'on a alors P1 = P2.

Algorithme 3.4 R¶eordonnancement optimal pour la minimisation de la m¶emoiretotale.
R¶eordonner Arbre (T) :

Debut
Pour tout i 2 ensemble desracines:

Traiter Fils(i ) ;
Traiter Fils (i ) :

Debut
Si i est une feuille Alors

Ti = stockagei

Sinon
Pour j = 1 µa ni :

Traiter Fils(ei;j ) ;
Ti =Classer Fils(i ) ;

Classer Fils (i ) :
Debut

D¶eterminer p, la position d'activation du pµere,et l'ordre des¯ ls en utilisant le th¶eo-
rµeme3.3;
Calculer A i en utilisant la formule 3.9;
renvoyer(Ti ) ;

3.7 Complexit ¶e des algorithm es de minimisation de la
m¶emoire

Les th¶eorµemes3.2 et 3.3 pr¶esent¶espr¶ec¶edemment pour la minimisation de la taille de
la m¶emoireactive et de la m¶emoiretotale respectivement consistent tout d'abords en une
ou plusieurs phase(s)de tri suivie(s) par un ensemble de d¶eplacements de n¾uds ¯ ls de
l'ensemble E1 vers E2 ou inversement. Si nous consid¶erons un n¾ud i avec ni ¯ ls, aprµes
les tris initiaux qui ont une complexit¶e en O(n i logni ), les algorithmesvont d¶eplacer des
¶el¶ements d'un ensemble vers l'autre en recalculant µa chaque ¶etape le besoinm¶emoirede
la con̄ guration courante. Ce dernier, le calcul du pic m¶emoire,n¶ecessitele parcours de
l'in t¶egralit¶edes¯ ls. De plus, il peut y avoir n i d¶eplacements entre lesdeux ensemblesdans
le pire descas.De cefait, la complexit¶e de cesalgorithmesestenO(n2

i ). Cette complexit¶e
peut être ramen¶eeµa O(ni log(ni )) dans le casde la minimisation de la m¶emoireactive, en
e®ectuant une recherche dichotomique de la position d'allocation du pµere.
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3.8 R¶esultats exp¶erimentaux

Dans cette section nous pr¶esentons des r¶esultats exp¶erimentaux pour les algo-
rith mes3.3 et 3.4.

Pour nos tests, nous avons utilis¶e le logiciel MUMPS. Nous avons impl¶ement¶e l'algo-
rith me ainsi que les di®¶erentes heuristiques dans la phased'analyse de MUMPSet nous
calculons statiquement l'occupation m¶emoire pour chacun des parcours de l'arbre d'as-
semblage.Dans cesimulateur, l'arbre est parcouru en remont¶eed'abord (ce parcours est
celui utilis¶e µa la factorisation) en g¶en¶erant les informations correspondant µa chacun des
algorithmes/heuristiquesde maniµere µa avoir en sortie le pic m¶emoire.Ceci nous permet
d'analyser les r¶esultats de chacun des algorithmessans avoir µa impl¶ementer le nouveau
processus multifron tal dans la factorisation num¶erique elle-m̂emequi est trµes li¶eeau lo-
giciel utilis¶e. Il est important de signaler que pour nosexp¶eriences,nous avons consid¶er¶e
un stockagenon-sym¶etrique desmatrices frontales mêmepour lesmatricessym¶etriques.

Nous avons utilis¶e desarbres d'assemblagesg¶en¶er¶espar di®¶erentes techniquesde re-
num¶erotation : AMD (Approximate Minimum Degre) [6], AMF (approximate Minimum
Fil l) tel qu'impl¶ement¶e dans MUMPS, PORD [52] et METIS [37]. Les problµemesutilis¶es
sont list¶esdans le tableau 3.1 et sont num¶erot¶esde 1 µa 45. Une description d¶etaill¶eede
cesproblµemesest donn¶eedans l'annexeC. En¯ n, les exp¶erimentations ont ¶et¶e faites sur
un n¾ud de la machine IBM SP de l'IDRIS 1 qui o®resu±samment de m¶emoire pour
e®ectuer la phased'analysede toutes cesmatrices(voir l'annexeC pour plus de d¶etails).

3.8.1 M¶emoire Active

Les r¶esultats desmesures e®ectu¶eespour chacune desmatrices avec les quatre tech-
niquesde renum¶erotation sont donn¶esdans la ¯ gure 3.5. Signalons tout d'abord que les
r¶esultats correspondant aux matrices8, 9, et 10 ne sont pasdonn¶esdans les ¯ guresmais
dans les l¶egendes (voir les l¶egendes de la ¯ gure 3.5) pour des raisons d'¶echelle. Comme
pr¶evu, nous pouvons observer que l'approche optimale d¶ecrite par l'algorith me 3.3 (nor-
malis¶eeµa 1) est toujours la meilleure. Lesgainsobtenussont bonsencomparaisondespics
obtenus par la variante de l'algorith me de Liu (algorithme 3.1) et l'activation syst¶ema-
tique du pµereaprµesle traitement du premier ¯ ls (section3.4.1.2). Nous pouvons constater
que lesgains lesplus signi¯ catifs par rapport µa la variante de l'algorith me de Liu ont ¶et¶e
obtenus sur desarbrestrµeslarges(lesmatricesGUPTA) pour lesquelsle stockagede tous
lesblocsde contrib ution des¯ ls avant l'activation du pµereest trµescôuteux. De plus, nous
pouvons constater que suivant la technique de renum¶erotation utilis¶ee,lesgains peuvent
être plus ou moins importants. Par exemple, l'algorith me 3.3 semble être relativement
plus performant avec les arbres g¶en¶er¶es par AMD. Ceci peut être expliqu¶e par le fait
qu'AMD produit des arbres plut ôt profonds avec des n¾uds de taille importante ayant
de grosblocs de contrib ution sur le haut de l'arbre (voir le chapitre 2). De plus, dans le
casd'AMD, le pic m¶emoireest souvent atteint dans une op¶eration d'assemblage. Ainsi,

1Institut du D¶eveloppement et desRessourcesen Informatique Scienti¯que
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problµemessym¶etriques
1. 3DTUBE 9. GUPTA2 17. S3DKQ4M2
2. AUDIKW 1 10. GUPTA3 18. S3DKT3M2
3. BCSSTK34 11. MSDOOR 19. SHIP 003
4. BCSSTK38 12. M T1 20. STRUCT4
5. BMWCRA 1 13. NASA1824 21. THREAD
6. CFD2 14. NASA2910 22. VIBROBOX
7. CRANKSG2 15. NASA4704
8. GUPTA1 16. OILPAN

problµemesnon-sym¶etriques
23. AF23560 31. LI 39. TWOTONE
24. BIG 32. MCHLNF 40. ULTRASOUND3
25. CIRCUIT 4 33. MIXING TANK 41. VENKA T50
26. EPB3 34. ONETONE1 42. WANG1
27. GARON02 35. PRE2 43. WANG3
28. GRAHAM1 36. RMA10 44. XENON2
39. GRID48 37. SAYLR1
30. INVEXTR1 38. THERMAL

Tab. 3.1 { Matrices de test.

l'anticipation de l'allocation du pµere peut potentiellement diminuer le pic. µA l'oppos¶e,
avec lesarbresg¶en¶er¶espar METIS, l'algorith me 3.3 donne pour beaucoup de castests le
mêmepic m¶emoirequecelui de la variante de l'algorith medeLiu. Ceciestprincipalement
du µa la r¶egularit ¶e et le bon ¶equilib re desarbresproduits par METIS (voir le chapitre 2).
De plus, dans le cas de METIS, le pic est souvent atteint dans le haut de l'arbre oµu
g¶en¶eralement la sommedestailles desblocsde contrib ution des¯ ls est plus petite que la
taille du pµere.

En¯ n, encequi concerneAMF et PORD, l'algorith me3.3donnesouvent un pic proche
de celui donn¶e par la variante de l'algorith me de Liu. Ceci peut être expliqu¶e par le fait
que cesalgorithmesde renum¶erotation produisent des arbres trµes d¶es¶equilib r¶es avec de
petits n¾uds et de petits blocsde contrib ution, dans lesquels l'anticipation du pµerene va
pas diminuer le pic.

Il est important de signaler que pour lestous casde test, l'algorith me 3.3 est meilleur
que les deux autres approches. Ceci illustre que la souplesseconcernant l'activation du
pµere introduite par l'algorith me peut être b¶en¶e¯que.

3.8.2 M¶emoire totale

Les r¶esultats desmesurese®ectu¶eespour chacune desmatricesavec les quarres tech-
niques de renum¶erotation sont donn¶es dans la ¯ gure 3.6. Nous comparons dans cette
¯ gure les trois algorithmessuivants :
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(b) AMF. Les gains de l'algorithme 3.3 par rapport µa
l'algorithme 3.1 sont ¶egaux µa 10.9, 9.4 et 1.2 pour les
matrices 8, 9, et 10, respectivement.
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les matrices 8, 9, et 10, respectivement.

Fig. 3.5 { Comparaisondespics de m¶emoireactive mesur¶esentre l'algorith me 3.3 (nor-
malis¶e µa 1), la variante de l'algorith me de Liu, l'activation anticip¶eedu pµere.
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{ L'algorith me 3.2, c'est µa dire l'algorith me optimal pour la minimisation de la m¶e-
moire totale dans le sch¶emastandard de la m¶ethode multifron tale.

{ L'algorith medans lequel le pµereest syst¶ematiquement allou¶e aprµesle traitement du
premier ¯ ls. Cesderniers sont class¶esdans l'ordre d¶ecroissant de leur Tei;j ¡ f ei;j .
Nous appellerons cet algorithme : algorithme d'allocation anticip¶eedu pµere.

{ L'algorith me 3.4
Signalons tout d'abord que tout commepour le casde la minimisation de la m¶emoire

active les r¶esultats correspondant aux matrices 8, 9, et 10 ne sont pas donn¶es dans les
¯ gures mais dans les l¶egendesde la ¯ gure 3.6. De plus, il est µa noter que dans le casoµu
le graphe de la matrice est constitu¶e de plusieurs arbres, nous mesurons le pic m¶emoire
sur l'arbre le plus côuteux. En e®et, la minimisation de la m¶emoire totale dans ce cas
passepar une minimisation intra-arbre (en appliquant l'heuristique voulue) suivie d'un
classement desarbresdans l'ordre d¶ecroissant de leur T ¡ f (voir la section3.4.2).

Nous pouvons constater que l'algorith me 3.4 donne toujours les meilleurs r¶esultats.
De plus, nous pouvons constater que l'algorith me d'allocation anticip¶ee du pµere a sur
un grand nombre de cas une performance ¶equivalente µa celle de l'algorith me 3.4. Ceci
peut être expliqu¶e par le fait que l'accumulation des facteurs pendant le parcours de
l'arbre ne laissepas beaucoup de libert¶e µa l'algorith me 3.4. Ainsi, l'algorith me d'alloca-
tion anticip¶eedu pµere produit un ordre optimal dans le haut de l'arbre pour un certain
nombre de couples matrice, algorithme de renum¶erotation. En¯ n, nous observons que
l'algorith me 3.2 (sans pr¶e-allocation du pµere) donne desperformancesmoins bonnesque
cellesde l'algorith me3.4. Ceciestprincipalement dû au fait que le pµereestassembl¶e,pour
l'algorith me 3.2, aprµesque tous ses¯ ls aient ¶et¶e trait ¶es.De ce fait, µa chaque niveau de
l'arbre, les blocs de contrib utions s'accumulent avant l'activation du pµere, ce peut avoir
un e®etn¶egatif sur le pic de m¶emoire totale. L'illu stration de ce ph¶enomµene peut être
observ¶eedans le casdesmatrices8, 9 et 10 pour lesquelleslesarbrescorrespondant sont
trµeslargesce qui implique le stockaged'un nombre important de blocs de contrib ution.

3.9 Minim isation m¶emoire : assemblage ®sur place¯

Dans cette section, nous d¶ecrivons des variantes des algorithmes d¶ecrits pr¶ec¶edem-
ment. Nous supposons que l'assemblagedu dernier ¯ ls, le pµeme ¯ ls, avant l'allocation du
pµere est fait ®sur placē dans la matrice frontale du pµere. Ainsi, la zone m¶emoire cor-
respondant au bloc de contrib ution du pµeme ¯ ls recouvre la zone de stockage du n¾ud
pµere. En pratique, ce sch¶ema est impl¶ementation-d¶ependant, certains codes permettent
ce genre d'assemblagealors que d'autres ne le permettent pas.

3.9.1 M¶emoire active

Nousnouspla»consdansle cadre oµu l'assemblagedu bloc decontrib ution correspondant
au dernier ¯ ls avant l'allocation du pµereest fait ®sur placē . Ainsi le besoinen m¶emoire
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(b) AMF. Lesgainspar rapport µa l'algorithme 3.2 sont
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sont ¶egauxµa 26.08,8.95 et 8.09 pour les matrices 8, 9,
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(d) METIS. Les gains par rapport µa l'algorithme 3.2
sont ¶egaux µa 9.99, 7.30 et 3.61 pour les matrices 8, 9,
10, respectivement.

Fig. 3.6 { Comparaisondespics de m¶emoire totale entre l'algoritme 3.4 (optimal, nor-
malis¶e µa 1), l'algoritme 3.2, et l'allocation anticip¶eedu pµere.
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active d'un n¾ud i de l'arbre est donn¶e par la formule suivante :

A i = max( max
j =1 ;p

(Aei;j +
j ¡ 1X

k=1

cbei;k );

stockagei +
p¡ 1X

j =1

cbei;j ;

stockagei + max
j = p+1 ;n i

(Aei;j ))

(3.14)

La principale di®¶erence entre cette formule et la formule (3.8) vient du terme
stockagei +

P p¡ 1
j =1 cbei;j . En e®et,cettedi®¶erenceestdueµa notre hypothµesesur l'assemblage

du bloc de contrib ution correspondant au pµeme ¯ ls.

La conception d'un algorithme qui minimise la m¶emoire active avec cette nouvelle
hypothµeseest ¶equivalente µa ce qui a ¶et¶e fait dans la section3.5. La principale di®¶erence
provient de la recherche de l'ordre optimal sur l'ensemble E1. En e®et,pour les¶el¶ements
appartenant µa cet ensemble, nous devons utiliser l'algorith me de Liu [41] pr¶esent¶e dans
la section 3.4.1.1qui produit un ordre de traitement des ¯ ls optimal avec l'hypothµese
que l'assemblagedu bloc de contrib ution du dernier ¯ ls avant l'activation du pµereest fait
®sur placē . Ainsi, nous devons classerles ¯ ls appartenant µa E1 dans l'ordre d¶ecroissant
de max(Aei;j ; stockagei ) ¡ cbei;j . Il su±t alors de modi¯ er l'algorith me 3.3 pour que les
¯ ls appartenant µa E1 soient class¶esdans cet ordre.

Dans la ¯ gure 3.7nous donnons lesr¶esultats desmesuresde la taille de la m¶emoireac-
tiv e en utilisant le nouvel algorithme (algorithme 3.3, ®sur placē ). Nous avons comparer
les r¶esultats obtenus avec :

{ L'algorith me de Liu dans le cas oµu l'assemblage du bloc de contrib ution du der-
nier ¯ ls est fait ®sur placē . Nous noterons cet algorithme (Liu , ®sur placē ). Une
description de cet algorithme est donn¶eedans la section3.4.

{ L'algorith me d'activation anticip¶ee du pµere, ®sur placē pr¶esent¶e dans la sec-
tion 3.4.1.2.

{ L'algorith me 3.3 tel que pr¶esent¶e dans la section 3.5 (l'assemblage du dernier ¯ ls
avant l'allocation du pµeren'est pas faite ®sur placē ).

Nous pouvons constater que desgains signi¯ catifs peuvent être obtenus par rapport
µa la version originale de l'algorith me 3.3. En e®et,avec le nouvel algorithme, les gains
dus µa l'assemblage ®sur placē du dernier ¯ ls avant l'activation du pµere vont modi¯ er
le parcours global de l'arbre en autorisant les n¾uds pµere µa être activ¶es plus t ôt. Ceci
explique pourquoi les gains d¶epassent le côut m¶emoiredu plus grosbloc de contrib ution
de l'arbre d'assemblage.
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(d) METIS

Fig. 3.7 { Comparaison des pics de m¶emoire active entre algorithmes ®sur placē et
l'algorith me3.3. La m¶emoireestnormalis¶eeµa la valeur du pic m¶emoiremesur¶eenutilisant
la version®sur placē de l'algorith me 3.3.
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3.9.2 M¶emoire totale

Tout commedans le casde la m¶emoireactive, si l'assemblagedu bloc de contrib ution
du dernier ¯ ls avant l'activation du pµere (pµeme ¯ ls) est fait ®sur placē , la taille de la
m¶emoiretotale n¶ecessaireau traitement d'un n¾ud i est donn¶eepar :

Ti = max
³

max
j =1 ;p

(Tei;j +
j ¡ 1X

k=1

(cbei;k + f ei;k )) ;

stockagei +
p¡ 1X

j =1

cbei;j +
pX

j =1

f ei;j ;

stockagei + max
j = p+1 ;n i

(Tei;j +
j ¡ 1X

k= p+1

f ei;k )
´

(3.15)

La principale di®¶erence entre cette formule et la formule (3.8) (cas standard) vient
du calcul du pic de m¶emoiretotale pour l'ensemble E1. En e®et,dans le second terme du
max dans la formule 3.15, le bloc de contrib ution du pµeme ¯ ls n'est pas pris en compte
lors pour le calcul de la taille de la m¶emoiretotale n¶ecessaireµa l'assemblagedu pµere.

En ce qui concerne le th¶eorµeme 3.3, il est possible dans le cadre ®sur placē de
l'¶etendre. En e®et, la seule di®¶erence, tout comme dans le cas de la minimisation de
la m¶emoireactive (voir la section 3.9.1), vient de l'ordre de traitement des¯ ls apparte-
nant µa E1. Ainsi, l'ordre introduit dans le lemme3.4 n'est plus optimal dans ce nouveau
cadre et il est n¶ecessairede g¶en¶erer un ordre qui minimise l'expressionsuivante :

P1 = max( max
j =1 ;p

(Tei;j +
j ¡ 1X

k=1

(cbei;k + f ei;k )) ;

stockagei +
p¡ 1X

k=1

cbei;k +
pX

k=1

f ei;k )

oµu P1 repr¶esente le pic sur l'ensemble E1 en prenant en compte l'allocation du pµere.
Il est µa noter que l'expressionde P1 peut être r¶e¶ecrite de la maniµeresuivante :

P1 = max
³

max
j =1 ;p

(Tei;j +
j ¡ 1X

k=1

(cbei;k + f ei;k ));

max
j =1 ;p

(stockagei +
j ¡ 1X

k=1

cbei;k +
jX

k=1

f ei;k )
´
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ainsi :

P1 = max
j =1 ;p

³ j ¡ 1X

k=1

(cbei;k + f ei;k ) + max(Tei;j ; stockagei + f ei;j )
´

Cette transition derniµere transition est expliqu¶eepar le fait que si le pic m¶emoireest
atteint lors du traitement de l'un des¯ ls, la valeur du terme max(Tei;j ; stockagei + f ei;j )
sera¶egaleµa Tei;j . Dans le cascontraire, c'estµa dire que le pic m¶emoireestatteint au niveau
de l'assemblage du pµere, le pic seraatteint aprµes le traitement du dernier ¯ ls. Ainsi, la
valeur de max(Tei;j ; stockagei + f ei;j ) sera¶egaleµa stockagei + f ei;j . Il est important de
signaler que dans ce cas les valeurs interm¶ediaires du pic m¶emoire pour chacun des ¯ ls
sont forc¶ement inf¶erieuresµa celleobtenue aprµesle traitement du dernier ¯ ls.

En appliquant le th¶eorµeme de Liu (voir la section 3.4.1.1), nous obtenons que la
valeur minimale pour P1 est obtenue en classant les ¯ ls dans l'ordre d¶ecroissant de leur
max(Tei;j ; stockagei + f ei;j ) ¡ (cbei;j + f ei;j ) respectif (le th¶eorµemeest appliqu¶e avec x i =
max(Tei;j ; stockagei + f ei;j ) et yi = cbei;j + f ei;j ).

De ce fait en utilisant l'ordre d¶ecrit pr¶ec¶edemment pour traiter E1 dans l'algo-
rith me 3.4, nous obtenons un algorithme qui produit un parcours donnant un pic de
m¶emoire totale optimal. Dans ce qui, nous appellerons cet algorithme algorithme 3.4,
®sur placē .

La ¯ gure 3.8 repr¶esente une comparaisonentre cette approche et :

{ L'algorith me d'activation anticip¶ee du pµere, ®sur placē dans lequel le pµere est
syst¶ematiquement allou¶e aprµes le premier ¯ ls. De plus les ¯ ls sont ordonn¶es dans
l'ordre d¶ecroissant de leur Tei;j ¡ f ei;j respectif.

{ Le sch¶ema multifron tal classique, dans lequel le pµere est allou¶e aprµes que tous
ses¯ ls aient ¶et¶e trait ¶es. De plus l'assemblage du bloc de contrib ution du dernier
¯ ls est fait ®sur placē . Ainsi les ¯ ls sont class¶es dans l'ordre d¶ecroissant de leur
max(Tei;j ; stockagei + f ei;j ) ¡ (cbei;j + f ei;j ) respectif. Nous appellerons cet algorithme
Sch¶ema classique,®sur placē dans la ¯ gure 3.8.

{ L'algorith me 3.4 dans lequel l'assemblagedu dernier ¯ ls n'est pas fait ®sur placē .
Cette comparaison permet d'appr¶ecier l'imp act sur le pic m¶emoire du m¶ecanisme
d'assemblagedu dernier bloc de contrib ution ®sur placē .

Signalons que les r¶esultats correspondant aux matrices8, 9, et 10 ne sont pasdonn¶es
dans les ¯ guresmais dans les l¶egendesde la ¯ gure 3.8 pour desraisons d'¶echelle.

Nous pouvons constater que desgains peuvent être obtenus par rapport µa la version
originale de l'algorith me 3.4. De plus, nous pouvons constater que l'algorith me d'activa-
tion anticip¶eedu pµere,®sur placē donne de moins bons r¶esultats par rapport µa ceux de
l'algorith me 3.4. Ceci peut être expliqu¶e par le fait que l'assemblage sur ®sur placē du
bloc de contrib ution du dernier ¯ ls permet permet de diminuer le pic m¶emoireµa chaque
niveau de l'arbre. De ce fait, l'algorith me 3.4 b¶en¶e¯cie sur le haut de l'arbre de plus de
souplessepour g¶en¶erer l'ordre optimal.
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(a) AMD. Les gains par rapport au Sch¶ema classique,
®sur placē sont ¶egaux µa 6.55, 7.64 et 4.09 pour les
matrices 8, 9, 10, respectivement.
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(b) AMF. Les gains par rapport au Sch¶ema classique,
®sur placē sont ¶egaux µa 4.49, 4.74 et 1.44 pour les
matrices 8, 9, 10, respectivement.
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(c) PORD. Lesgainspar rapport au Sch¶ema classique,
®sur placē sont ¶egaux µa 28.42, 9.21 et 8.34 pour les
matrices 8, 9, 10, respectivement.
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(d) METIS. Lesgainspar rapport au Sch¶emaclassique,
®sur placē sont ¶egaux µa 10.79, 9.31 et 3.57 pour les
matrices 8, 9, 10, respectivement.

Fig. 3.8 { Comparaison du pic de m¶emoire totale pour plusieurs algorithmes de par-
cours d'arbre. La taille m¶emoireest normalis¶eepar rapport au r¶esultat obtenu par l'al-
gorithme 3.4, ®sur placē .
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3.10 Remarques

3.10.1 Pivotage num¶erique

Quand il y a du pivotage num¶erique, la structure du n¾ud pµere ne peut pas être
connue avant le traitement de tous ses ¯ ls. En e®et, il peut arriver que la taille du
pµere croissedynamiquement du fait de problµemesnum¶eriques ayant lieu au niveau des
¯ ls. Une solution pourrait être d'allouer le pµere avec une taille sup¶erieure µa cellepr¶evue
statiquement (10 % par exemple) pour palier les problµemesde pivotage. Si cette taille
surestim¶eedu pµerenesu±t pas,il estpossible deredimensionner le pµereenle r¶eallouant et
end¶epla»cant lesdonn¶eesdanscenouvel emplacement. Cette op¶eration peut être faite ®sur
placē ou en utilisant une zone m¶emoiretemporaire. Dans cedernier cas,l'augmentation
de la taille m¶emoire requise pour le traitement de l'arbre ne d¶epasserapas en g¶en¶eral
max

i
stockagei .

3.10.2 Extension parallµele

Lesr¶esultats pr¶esent¶esdanscechapitre concernaient le traitement s¶equentiel de l'arbre
associ¶e µa la m¶ethode multifron tale. Dans le cas parallµele, les algorithmes peuvent être
appliqu¶essur les parties s¶equentielles de l'arbre. Concernant les parties parallµeles,dans
lesquellesles t âcheselles-m̂emesont souvent parallµeles,l'algorith me seratrµesd¶ependent
de la gestionm¶emoireet de le gestiondu parall¶elismede l'imp l¶ementation consid¶er¶ee.

Une approche g¶en¶eraleserait de modi¯ er statiquement la structure de l'arbre de ma-
niµere µa ins¶erer des n¾uds ¯ ctifs entre un pµere est ses¯ ls. Cesn¾uds seront en g¶en¶eral
de taille inf¶erieure µa celle du pµere. De plus, ces n¾uds ne seraient pas \factorisables"
mais seraient juste utilis¶espour l'assemblageinterm¶ediaire desblocs de contrib ution des
n¾uds ¯ ls. Une autre approche consisterait µa anticip er l'allocation du pµere en fonction
de critµerespouvant être plus dynamiques.

3.11 Conclusion

Nous avons pr¶esent¶e dans ce chapitre un algorithme visant la minimisation de la
m¶emoire utilis¶ee par la m¶ethode multifron tale. Dans le cas de la m¶emoire active, nous
avons pr¶esent¶e un algorithme optimale pour la minimisation de la taille de la m¶emoire
active utilis¶ee par la m¶ethode. Cette approche est bas¶ee sur l'anticipation de certaines
t âchesdans le but de minimiser la m¶emoire.Les r¶esultats exp¶erimentaux pr¶esent¶esdans
ce chapitre ont permis de voir le potentiel de notre algorithme. Cet algorithme a pour
but d'être utilis¶e dans un sch¶emad'ex¶ecution out-of-core oµu les facteurs seraient stock¶es
sur disque d¶esleur g¶en¶eration et oµu la minimisation de la m¶emoireactive prend tout son
sens.
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Concernant le cas in-core, il est n¶ecessairede minimiser la m¶emoire totale. De ce
fait, il est n¶ecessairede prendre en compte la taille desfacteurs pour la g¶en¶eration d'un
parcours d'arbre qui minimiserait la m¶emoire.Nous avons propos¶e un algorithmequi pro-
duit un parcours optimal en terme de pic de m¶emoiretotale. Desr¶esultats exp¶erimentaux
satisfaisants ont pu être obtenus avec notre algorithme.

En¯ n, nous avons ¶etudi¶e l'extension de notre approche µa des impl¶ementations sp¶eci-
¯ quesayant certainespropri¶et¶essur le comportement m¶emoire. Il est apparu que notre
approche pour la minimisation de la m¶emoireactive donne de trµesbons r¶esultats dans le
casoµu l'assemblagedu dernier ¯ ls (avant l'allocation du pµere) peut être fait ®sur placē
dans le n¾ud pµere.

Cette ¶etude n'ayant ¶et¶e ¯ nalis¶eequ'µa la ¯ n de la thµese,une strat¶egiecomplµete per-
mettant d'anticip er l'activation du pµeren'a pas¶et¶e impl¶ement¶eeau niveaude l'¶etape de
factorisation num¶erique de notre environnement d'exp¶erimentation, MUMPS. Les r¶esultats
deschapitres qui suivent utilisent ainsi le sch¶emaclassique (sans pr¶e-allocation du pµere)
oµu la m¶emoireest cependant minimis¶eeen appliquant l'algorith me 3.1.
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Chapitre 4

Sch¶ema parallµele pour la m¶ethode
multi frontal e

Aprµesles¶etudesdu cass¶equentiel pr¶esent¶eesdans leschapitres pr¶ec¶edents, nous nous
int¶eressons au cas parallµele. L'ob jectif de ce chapitre est de d¶ecrire la m¶ethode multi-
frontale parallµeletelle qu'elle est impl¶ement¶eedans la bibliothµeque logicielleMUMPS. Cette
approche est bas¶eesur une combinaisonde strat¶egiesd'ordonnancement statiqueset dy-
namiques que nous allons pr¶esenter. Ainsi, nous allons commencer dans la section 4.1
par d¶ecrire le parall¶elismedans la m¶ethode multifron tale. Puis, nous pr¶esenterons dans
la section4.2 les aspectsstatiquesde l'ordonnancement. En¯ n, dans la section4.3, nous
d¶ecrirons les ordonnanceurs dynamiquesutilis¶espour la gestiondu parall¶elisme.

4.1 Parall¶elisme dans la m¶ethode multifrontale

La m¶ethode multifron tale parallµeleest bas¶eesur une combinaisonde techniquesd'or-
donnancement statiques, i.e. d¶etermin¶eeslors de la phase d'analyse de la matrice, et
dynamiques, i.e. d¶e¯nies au fur et µa mesure de l'¶evolution du calcul. Une description
d¶etaill¶eede cesalgorithmesest donn¶eedans [7] et [5]. µA chaque n¾ud de l'arbre d'assem-
blageest associ¶e un type de parall¶elisme.La ¯ gure 4.1 donne un exemple de distribution
de tâches.Il existe trois typesde parall¶elismedans la m¶ethode qui correspondent µa trois
typesde n¾uds dans l'arbre d'assemblage:

{ Le premier type de parall¶elismeest celui qui est induit par l'arbre d'assemblage :
les branches ind¶ependantes de l'arbre peuvent être trait ¶eesen parallµele, ind¶epen-
damment les unes des autres. Un n¾ud de type 1 est assign¶e statiquement µa un
processeur qui peut le traiter dµes la r¶eception des blocs de contrib utions envoy¶es
par lesprocesseurs assign¶esµa ses¯ ls.
Les feuilles de l'arbre sont desn¾uds de type 1. De plus, les n¾uds du bas l'arbre
sont regroup¶esen sous-ensembles, sous-arbres, assign¶esaux di®¶erents processeurs.
Les n¾uds appartenant µa cessous-arbres sont tous de type 1. La d¶etermination
des sous-arbres est e®ectu¶ee µa l'aide d'un algorithme descendant [31]. Une phase

61
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Fig. 4.1 { Exemple de distribution d'un arbre d'assemblagesur quatre processeurs.

d'a®ectationsous-arbre (ensemble) µa processeur est ensuite e®ectu¶eeen ayant pour
objectif d'¶equilib rer la charge de travail des sous-arbres sur les processeurs. Une
description plus d¶etaill¶eede ce processus est donn¶eeen section4.2.1.

{ Le second type de n¾uds correspond µa un parall¶elismeintra-n¾ud dans lequel une
parall¶elisationsur unedimension(1D) du calcul sur la matrice frontale este®ectu¶ee.
En e®et,pour certains n¾uds de l'arbre d'assemblage, la matrice frontale est trop
grande pour pouvoir être trait ¶eesur un seul processeur, ou bien le parall¶elismeµa
ce niveaude l'arbre devient trop limit ¶e. Dans ce cas,la matrice frontale est distri-
bu¶eepar blocs de lignessur plusieurs processeurs. Un processeur mâ³tre est choisi
statiquement pendant la phased'analysesymbolique (voir la section4.2.2), tous les
autres processeurs (esclaves) qui participent au traitement de cen¾ud sont choisis
dynamiquement pendant la factorisation en fonction de leur charge.Le processeur
mâ³tre est responsable de la factorisation du bloc desvariablestotalement agr¶eg¶ees
(voir la section 2.1) alors que les esclaves sont responsables des mises-µa-jour cor-
respondantes sur leur blocs respectifs. Une description d¶etaill¶eede la strat¶egiede
s¶electiond'esclavesest donn¶eedans la section4.3.1.
Le processeur mâ³tre choisit dynamiquement les processeurs esclaves selon leur
charge de calcul et il leur a®ecteune nouvelle t âche. La m¶etrique de charge est
le nombre d'op¶erations en virgule ° ottante qui doivent être e®ectu¶ees,oµu seules
les op¶erations correspondant au processus de factorisation sont prises en compte
(ellessont d'un ordre de magnitude plus nombreusesque lesop¶erations n¶ecessaires
µa l'assemblage).

{ Le troisiµeme type de parall¶elisme, qui est un parall¶elisme bi-dimensionnel (2D)
concerne le n¾ud racine de l'arbre. Cen¾ud estalors trait ¶e par tous lesprocesseurs
en utilisant ScaLAPACK [19] avec une distribution 2D cyclique.
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Le choix du type de parall¶elismepour un n¾ud d¶epend de sa position dans l'arbre
d'assemblageet de la taille de la matrice frontale. Pour le haut de l'arbre, le placement des
n¾uds de type 1 et le choix du processeur mâ³tre pour lesn¾uds de type 2 est statique.
L'ob jectif est d'¶equilib rer la m¶emoiredesfacteurs correspondants. En g¶en¶eral, lesn¾uds
de type 2 sont haut dans l'arbre d'assemblage (les fronts sont plus grands), et sur une
machine avecun grand nombre de processeurs, environ 80%desop¶erations ° ottantessont
e®ectu¶eessur desn¾uds de cetype. Dans cequi suit, nous allons donner une description
d¶etaill¶eede l'ordonnancement dans la m¶ethode multifron tale parallµele.

4.2 Ordonnancement statique

Un concept fondamental pour l'a®ectionstatiquedesarbresd'assemblage,l'a®ectation
subtree-to-subcube, a ¶et¶e introduite par George,Liu et Ng [56]. Cet algorithme a ¶et¶e
g¶en¶eralis¶epour desproblµemesµa structure creusetrµesirr¶eguliµereet aux arbresd¶es¶equilib r¶es
pour donner l'a®ectationbin-packpar Geist et Ng [31] et l'a®ectationproportionnellepar
Pothen et Sun [46, 47].

Les algorithmes de [31] et [46, 47] ainsi que leur utilisation et adaptation [2] dans
le contexte du solveur multifron tal parallµele sont briµevement introduits ci-aprµes car il
constituent le point de d¶epart de notre ¶etude.

4.2.1 D¶etermination des sous-arbres

La d¶etermination de la strate dessous-arbres(S0) et l'a®ectationdessous-arbresaux
processeurs a pour principal objectif de minimiser les communications entre processeurs
ainsi que d'¶equilib rer la m¶emoireutilis¶eeet la chargeentre les processeurs. L'algorith me
utilis¶e r¶esulte destravaux de Geist et Ng [31]. Le notion de chargede travail est ici d¶e¯nie
par le nombre d'op¶erations en virgule ° ottante associ¶eesµa un calcul. De plus, le critµere
m¶emoireutilis¶e dans la phased'¶equilib ragene prend en compte que la taille occup¶eepar
les facteurs.

Algorithme 4.1 Construction et a®ectationde la strate initiale S0.
S0 Ã Racinesde l'arbre d'assemblage
R¶ep¶eter

Trouver le n¾ud q appartenant µa S0 ayant le sous-arbre le plus côuteux en charge
de travail
S0 Ã (S0 n f qg) [ n¾uds ¯ ls de q
Assigner de maniµeregloutonne les n¾uds de la S0 aux processeurs
Estimer le d¶es¶equilib re entre le côut dessous-arbres

jusqu' µa ce que d¶es¶equilib re de la charge< seuil

Le processusded¶etermination de la strate dessous-arbres(S0) estun parcours d'arbre
descendant en partant des racines de l'arbre d'assemblage (voir l'algorith me 4.1). Cet
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algorithme a pour objectif d'¶equilib rer la chargeentre les sous-arbres et de diminuer les
communication vu que tous les n¾uds appartenant µa un mêmesous-arbre sont assign¶es
µa un mêmeprocesseur. Ce processus est illustr¶e dans la ¯ gure 4.2. De maniµere g¶en¶erale,
il est pr¶ef¶erable d'avoir plus de sous-arbres que de processeurs pour pouvoir obtenir un
bon ¶equilib rageentre lesprocesseurs. Ainsi, la position de la strate S0 d¶epend du nombre
des processeurs. De ce fait, plus le nombre de processeurs augmente, plus la taille des
sous-arbresdiminue.

Étape A Étape B Étape C

Fig. 4.2 { D¶etermination de la strate S0.

4.2.2 A®ectation des n¾uds du haut de l'arbre

Dans cette section, nous nous int¶eressons au processus d'a®ectation et de d¶etermi-
nation du type des n¾uds du haut de l'arbre (i.e. n¾uds n'appartenant pas µa la strate
S0).

La s¶election d'esclavespour les n¾uds de type 2 pendant la factorisation a pour but
de r¶eduire les d¶es¶equilib res entre processeurs pouvant apparâ³tre pendant la factorisa-
tion. Cependant, dans [2], les auteurs ont montr¶e qu'il ¶etait n¶ecessairede contr ôler la
libert¶e donn¶eeµa la strat¶egiede s¶electiond'esclave. Ainsi, ils ont adapt¶e la notion de pro-
cesseurscandidatspour diriger les s¶elections d'esclave. Ce concept avait aussi¶et¶e utilis¶e
avec succµesdans l'ordonnanceur statique de PaSTiX[34]. µA un n¾ud de type 2 est asso-
ci¶e, pendant la phased'analyse,un ensemble de processeurs µa partir duquel les esclaves
peuvent être s¶electionn¶espendant la factorisation. Cette approche peut être vue comme
un interm¶ediaire entre unestrat¶egiecomplµetement statique,dans laquelleaucuned¶ecision
dynamique n'est faite, et une strat¶egiecomplµetement dynamique, dans laquelle chaque
processeur peut être choisi commeesclave au niveaude chaque n¾ud de type 2 de l'arbre.
Ceci permet d'in jecter une information statique au niveaudesd¶ecisions dynamiques.

L'a®ectationet la s¶electiondesprocesseurs candidats sont guid¶eespar une a®ectation
proportionnelle relâch¶eel¶egµerement modi¯ ¶ee[2] (¶etape2 del'algorith me4.2). Le processus
consisteen une a®ectationr¶ecursive de processeurs µa sous-arbres en fonction du côut de
cesderniers. L'arbre d'assemblageest parcouru en partant desracinesdans un processus
de descente. Pour chaque ¯ ls du n¾ud racine, le côut en charge de travail du sous-
arbre dont il est la racine est calcul¶e. Puis, les processeurs sont distribu¶es de maniµere
gloutonne sur l'ensemble des ¯ ls suivant la proportion de la charge du sous-arbre de
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chacun des ¯ ls par rapport au travail total. Ainsi, l'algorith me a®ectele sous-arbre le
plus côuteux au processeur le moins charg¶e.Ceprocessus estensuite r¶ep¶et¶e r¶ecursivement
jusqu'µa atteindre lesn¾uds de la strate S0. Ainsi, µa chaque n¾ud de l'arbre est a®ect¶e un
ensemble deprocesseurspr¶ef¶erentielsqui guide la s¶electiondesprocesseurs candidats dans
un second parcours en remont¶ee(¶etape 3 de l'algorith me 4.2). Le processus de remont¶ee
a pour but de s¶electionner lesprocesseurs candidats et de choisir le processeur mâ³tre de
chacun desn¾uds de type 2. Le principal objectif de cette ¶etape est d'¶equilib rer la charge
de travail entre les processeurs.

Algorithme 4.2 A®ectation dest âchespendant l'analyse.

(1) ¶Etant donn¶e l'arbre d'assemblaged'une matrice
(2) ¶Etape de descente : a®ectationproportionnelle relâch¶eepour la s¶election des pro-
cesseurs pr¶ef¶erentiels
(3) ¶Etape de remont¶ee (uniquementsur le haut de l'arbre) : Pour chacun desn¾uds
{ D¶ecider du type du n¾ud
{ Choisir le processeur mâ³tre correspondant
{ S¶electionner lesprocesseurs candidats associ¶es

En ce qui concerne le choix du type desn¾uds du haut de l'arbre, ils sont de type 2
si leur matrice frontale est su±samment grande, i.e. taille de la matrice est sup¶erieure
µa un seuil. En pratique, sur des matrices de taille su±samment grande, la plupart des
n¾uds du haut de l'arbre sont de type 2 et, sur un grand nombre de processeurs, le travail
associ¶e aux esclavesconstitue l'essentiel du travail global (typiquement 80%).

Nous allons maintenant nous int¶eresseraux aspectsdynamiquesde l'ordonnancement
dans la m¶ethode multifron tale parallµele.

4.3 Ordonnancement dynamique

La partie dynamique de l'ordonnancement dans la m¶ethode multifron tale parallµeleest
une combinaisonde deux ordonnanceurs. Le premier concerne la s¶electiondesprocesseurs
esclavespour lesn¾uds de type 2. Le second, quant µa lui, concerne la gestiondest âches
statiquement assign¶eesaux di®¶erents processeurs (n¾uds de type 1, t âchesmâ³tres pour
les n¾uds de type 2 et n¾ud de type 3).

4.3.1 Strat ¶egie de s¶election d'esclaves

Quand un processeur activeune tâchemâ³tre de type 2, il doit s¶electionner desproces-
seurs esclaves.Le processeur essaye alorsde choisir uniquement lesesclavesmoins charg¶es
que lui avec descontraintes de granularit ¶e. Le côut de la t âche correspondant µa chacun
desprocesseurs s¶electionn¶esest le même,et la s¶electionest faite de telle sorteque le côut
dest âchesesclavesne d¶epassepas,si possible, le côut de la t âche mâ³tre correspondante.
Ainsi, pour le casnon-sym¶etrique le d¶ecoupagede la matrice frontale d'un n¾ud de type 2
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est r¶egulier par blocs de lignes entre les esclave (voir la ¯ gure 4.3). En ce qui concerne
le cassym¶etrique, le d¶ecoupageest plus irr¶egulier µa causede la structure "triangulaire"
de la matrice (voir la ¯ gure 4.3). En¯ n, une fois les esclaves s¶electionn¶es, le processeur
mâ³tre les informe qu'ils ont ¶et¶e d¶esign¶esen leur envoyant un message.

Maître (P0)

Esclave 1 (P2)

Esclave 2(P1)

Maître (P0)

Esclave 1 (P2)

Esclave 2(P1)

Esclave 3 (P3)

Sym�triqueNon-sym�trique

Fig. 4.3 { Structure d'un n¾ud de type 2.

Il est important de signaler que pour la s¶election d'esclave, chaque processeur ne
d¶esigne comme esclave que des processeurs appartenant µa l'ensemble des processeurs
candidats du n¾ud courant.

Pour le choix d'esclaves, le processeur mâ³tre doit avoir des informations relativesµa
la chargede sesprocesseurs candidats. Ceci est fait µa l'aide d'un m¶ecanismebas¶e sur des
¶echangesde messagesdans lequel chaque processeur envoiesachargeµa tous lesautres dµes
que la variation de sa charge d¶epasseun seuil arbitraire. Une description plus d¶etaill¶ee
de ce m¶ecanismeseradonn¶eedans le chapitre 5.

4.3.2 Gestion des t âches locales

Chaque processeur a localement un ensemble de tâches,qui lui ont ¶et¶e assign¶eessta-
tiquement, et qui sont activables. Pour un processeur particulier, cet ensemble contient
initialement les feuilles des sous-arbres qui lui ont ¶et¶e a®ect¶es. Ces derniµeressont re-
group¶eesen ensembles contigus correspondant µa chacun des sous-arbres, i.e. les feuilles
appartenant au même sous-arbre sont stock¶ees les unes µa cot¶e des autres (voir la ¯ -
gure 4.4). Une fois qu'une tâche (n¾ud) est activ¶ee, elle est enlev¶ee de l'ensemble. De
plus,dµesqu'une tâchedevient activable (i.e. tous les¯ ls de la t âcheont ¯ ni d'être trait ¶es),
elle y est ins¶er¶ee.En¯ n la strat¶egiede s¶electionde la prochaine t âche µa traiter consisteµa
extraire de l'ensemble la t âche la plus jeune (gestion LIFO). Ceci est fait pour favoriser
la remont¶eedans l'arbre, de maniµere µa ne pas stocker trop de blocs de contrib ution si-
multan¶ement. Une repr¶esentation d'un ensemble de tâchesactivables est donn¶eedans la
¯ gure 4.4.
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. . .

Sous-arbre 1

. . .

Sous-arbre 2

T2T1FFFF
F  : Noeud feuille (Type 1)

T1 : Noeud de type 1 appartenant à 
un sous-arbre s�quentiel
T2 : Noeud de type 2 (tâche ma�tre)

Fig. 4.4 { Exemple d'un ensemble de tâchesactivables.

Il est important de signaler que dans l'ensemble des t âches activables, les n¾uds
appartenant µa un mêmesous-arbre sont contigus. Autrement dit, un sous-arbre ne peut
pas être trait ¶e si le traitement du sous-arbre pr¶ec¶edent n'est pas termin¶e.

Algorithme 4.3 S¶equenceur dest âchesdurant la factorisation.
Tant que il resteun n¾ud µa traiter :

Si ensemble dest âchesactivable est vide Alors
attente bloquante d'un message
traiter le messagere»cu

Sinon
Si un messageest disponible Alors

recevoir le message
traiter le message

Sinon
S¶electionner une tâche de l'ensemble dest âchesactivables
traiter la t âche extraite

L'algorith me4.3d¶ecrit le d¶eroulement de la factorisation. Il estµa noter qu'unepriorit ¶e
est donn¶ee µa la r¶eception de messages.Les principales motivations pour ce choix sont
premiµerement que le nouveaumessagepeut g¶en¶ererde l'activit ¶e suppl¶ementaire ainsi que
du parall¶elismeet deuxiµemement pour ¶eviter de bloquer le processeur ¶emetteur dans le
casoµu son tampon d'envoi est plein.

Dans le chapitre suivant, nous allons nous int¶eresserµa l'¶etude des m¶ecanismesqui
fournissent lesinformationsn¶ecessairesaux ordonnanceurs statiques.Ainsi, desprotocoles
bas¶es sur des ¶echangesde messagesseront propos¶es et ¶etudi¶es exp¶erimentalement. Ce
travail serautilis¶e par la suite pour toutes les¶etudespr¶esent¶esdans leschapitres suivants.
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Chapitre 5

M¶ecanisme d'¶echange d' information et
de mainti en de la coh¶erence des vues

L'ordonnancement dans la m¶ethode multifron tale parallµeleest un point cl¶e dans l'op-
tique d'avoir de bonnes performanceset un bon comportement m¶emoire. Dans le cha-
pitre 4, nous avons d¶ecrit les principesde l'ordonnancement dans la m¶ethode multifron -
tale parallµele.La partie dynamique de l'ordonnancement et particuliµerement la strat¶egie
de s¶electiond'esclavesn¶ecessiteau niveaude chaque processus une vue de l'¶etat (charge
de travail, taille de la m¶emoire occup¶ee,.. . ) des autres processus. Ainsi, cesstrat¶egies
sont trµes sensibles µa la qualit¶e de l'image du systµeme. Partant du m¶ecanisme existant
dans la m¶ethode multifron tale parallµeletelle qu'impl¶ement¶eedans MUMPS, nous proposons
dans ce chapitre des m¶ecanismesvisant l'am¶elioration de la qualit¶e et de la coh¶erence
desinformations au niveau de chaque processus. Ce problµemeest proche d'un problµeme
d'algorithmiquedistribu¶eeappel¶e problµemede la photographie distribu¶eeou snaphotpro-
blem[16]. Plusieurs solutionsont ¶et¶epropos¶eespour ceproblµeme.Cependant, ellesnesont
pas applicables au cas d'applications haute-performance car elles n¶ecessitent un gel de
l'activit ¶e desprocesseurs du systµemependant la photographie.

Le problµemequenous¶etudions dans cechapitre n'est passp¶eci¯queµa la m¶ethodemul-
tifrontale parallµele et peut être g¶en¶eralis¶e µa toutes les applications distribu¶eesayant des
ordonnanceurs dynamiqueslocaux µa chaqueprocessus(notonsquenousparlonsd¶esormais
de processus et non de processeur) prenant part µa l'ex¶ecution. Ainsi, nous commencerons
dans la section5.1par donner uned¶e¯nition g¶en¶eraledu problµemequenousallons¶etudier.
Puis dans la section5.2, nous d¶ecrirons l'algorith me initial de la m¶ethode multifron tale
parallµele.Ensuite, nous pr¶esenterons dans les sections 5.3 et 5.4 desm¶ecanismesdont le
but est d'am¶eliorer la coh¶erencedesvuesdu systµemeau niveaude chaque processus. Une
¶etude exp¶erimentale de l'imp act de cesm¶ecanismessur le comportement de la m¶ethode
mutlifron tale parallµele est alors pr¶esent¶ee dans la section 5.5. En¯ n, nous proposerons
dans la section 5.6 un m¶ecanisme visant la r¶eduction du nombre de messages¶echang¶es
pour le maintien d'une vue au niveaude chacun desprocessus.

69
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5.1 Contexte

Consid¶erons un systµemedistribu¶e asynchrone compos¶e de N processus qui ne peuvent
communiquer que par passagede messages.Une application compos¶eede plusieurs t âches
(d¶ependantesou ind¶ependantes) estex¶ecut¶eesur cesystµeme.Deplus, il peut arriver qu'un
processus p, appel¶e mâ³tre, ait µa envoyer des t âches µa d'autres processus. Le choix des
processus, appel¶es esclavesdans ce cas,qui vont recevoir les t âches provenant de p est
bas¶e sur une estimation que p a de la charge(chargede travail, m¶emoire,.. . ) desautres
processus. De cefait, l'estimation deschargesdoit être la plus pr¶eciseet la plus coh¶erente
possible. Il est µa noter que l'in formation relative µa la charged'un processus p varie dans
les deux cassuivants :

i) Quand le processus p traite une tâche (diminution de la chargede travail, r¶eduction
de la taille de la m¶emoireaprµesla terminaisondu traitement de la t âche).

ii) Quand une tâche ®apparâ³t¯ sur le processus p. Cette t âche peut provenir de l'ap-
plication ou avoir ¶et¶e envoy¶eepar un autre processus.

Ceproblµemeestproche du problµemede la prise dephotographiedistribu¶eedu systµeme
®snapshot problem¯ [16, 17]. Dans cegenre d'approches,le processus ayant besoind'une
photographie du systµemeinitie l'algorith me. De ce fait, nous ne pouvons pas utiliser ce
genre d'approches dans un environnement oµu la performance est un critµere dominant :
nousvoulonspasserle moinsde tempspossible dans la phaseder¶ecup¶eration desinforma-
tions relativesµa l'¶etat desautres processus. De plus, avecun grand nombre de processus,
lesalgorithmesclassiquesdeprise dephotographiedistribu¶eedu systµeme, vu qu'ils portent
sur l'¶etat desprocessus, doivent assurer que la chargedesprocessus ne varie paspendant
la phasede photographie ce qui serait ¶equivalent µa arrêter l'activit ¶e desprocessus dµesla
r¶eception d'un messagerelatif µa une photographie.

Dans notre cas,nous avons la propri¶et¶e que lesinformations que nous voulons estimer
(charge de travail, m¶emoire,.. . ) sont trµes li¶eesµa l'ordonnancement dynamique. Les al-
gorithmespr¶esent¶esdans ce chapitre ont pour principal objectif de maintenir, au niveau
de chaque processus, une approximation de la vue de l'¶etat desautres processus qui sera
utilis¶eepour leschoix dynamiques.Nosalgorithmessont bas¶essur l'¶echangede messages
entre les processus. Ainsi, µa chaque variation de l'¶etat d'un processus, ce dernier di®use
l'in formation relative µa cette variation verslesautres processus. Une condition n¶ecessaire
au maintien de la coh¶erence desvuesdans le systµemeest qu'il est n¶ecessairede recevoir
tous lesmessagesen attente relatifs µa la chargeavant de prendre une d¶ecisiondynamique
au niveaude chaque processus.

5.2 M¶ecanisme naÄ³f

L'algorith me 5.1 d¶ecrit un m¶ecanisme naÄ³f de maintien de la coh¶erence desvues.Ce
m¶ecanisme¶etait utilis¶e dans une versionant¶erieure du logiciel MUMPSet seranotre point
de d¶epart pour cette ¶etude. Dans cet algorithme, chaque processus Pi est responsable de
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la di®usiondesinformations relativesµa sacharge.En e®et,µa chaquevariation signi¯ cative
de sa charge, il envoie sa charge absolue dans un messagede type maj charge (mise-µa-
jour de la charge) µa tous les autres processus. Un seuil sur la variation de la charge est
utilis¶e pour ¶eviter l'envoi d'un grand nombre de messages(le nombre de messagesest
raisonnable).

Algorithme 5.1 M¶ecanismenaÄ³f d'¶echanged'in formations.
I nitialisation

1: derniµere charge envoy¶ee= 0;
2: Initialiser(ma charge) ;

µA la mo di¯cation de ma charge :
3: Si jma charge¡ derniµere charge envoy¶eej > seuil Alors
4: Envoyer demaniµereasynchrone (dans un messagede typemaj charge) ma charge

aux autres processus;
5: derniµere charge envoy¶ee= ma charge;

µA la r¶eception de la charge l j du pro cessus Pj dans un message de typ e
maj char ge :

6: charge(Pj ) = l j ;

La chargelocalel i doit être miseµa jour au niveaude chaque processus r¶eguliµerement.
Les misesµa jour correspondent aux variation de charge duesµa la r¶eception d'une tâche
esclave, µa l'apparition d'une tâche locale (dans le cas de tâches d¶ependantes), et µa la
terminaisondu traitement d'une tâche.

5.2.1 Limitations

Des problµemesde coh¶erence peuvent apparâ³tre dans les parties relatives µa l'ordon-
nancement dynamique dans notre systµemeavecle m¶ecanismepr¶esent¶e ci-dessus. En e®et,
avec ce m¶ecanisme, si plusieurs s¶elections d'esclaves sont faites successivement, rien ne
garantit qu'une s¶electiond'esclavesa pris en compte lespr¶ec¶edentes. Ainsi, une s¶election
d'esclavespeut être faite en sebasant sur desinformations invalidesqui peuvent conduire
µa de mauvaisesd¶ecisions. En pratique, ceci peut conduire µa une augmentation drama-
tique du d¶es¶equilib re deschargesde travail ou une augmentation critique de la taille de
la m¶emoiresur certains processus.

La ¯ gure 5.1 donne une illustration du problµememis en avant pr¶ec¶edemment. Dans
cet exemple, le processus P2 est choisi deux fois commeesclave (une premiµere fois par
P0, puis par P1). De plus, P2 a commenc¶e le traitement d'une tâche côuteuse en terme
de temps de traitement. Ainsi P2 n'est pas en mesure de traiter la t âche esclave envoy¶ee
par P0 avant la terminaisonde la t âche en cours. Une cons¶equencede cette situation est
que P2 ne sait pas qu'il a ¶et¶e s¶electionn¶e commeesclave par P0 et donc il ne peut pas
en informer les autres. P1, qui est le deuxiµemeprocessus µa choisir desesclaves,va alors
s¶electionner P2 sans prendre encompte la t âche envoy¶eepar P0 µa P2. Cet situation simple
permet de mettre enavant un problµemede coh¶erencedesvuesli¶e aux s¶electiond'esclaves.
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P0 P1P2
Temps Temps Temps

t0 : Instant initial global sur P0, P1 et P2
t1 : D�but d'une tâche sur P2
t2 : S�lection d'esclaves sur P0
t3 : S�lection d'esclaves sur P1
t4 : Fin de la tâche commenc�e à l'instant t1 sur P2 

t0t0 t0

S�lection de P2 comme esclave

S�lection de P2 comme esclave

t2

t3

t1

t4

t0 < t1 < t2 < t3 < t4

Fig. 5.1 { Exemple illustrant le problµemede la coh¶erencedesinformations avec le m¶eca-
nismenaÄ³f.

5.3 M¶ecanisme interm ¶ediaire

Le m¶ecanisme que nous pr¶esentons dans cette section a ¶et¶e con»cu pour ¶eviter la
situation d¶ecrite dans la section5.2.1. De cefait, le principal objectif d'un tel m¶ecanisme
est d'assurer autant que possible une vision anticip¶ee, i.e. µa l'in itiativ e du mâ³tre, des
s¶elections d'esclavespar lesautres processus.

µA chaque s¶electiond'esclaves,le processus mâ³tre di®useverstous lesautres processus
la liste des processus esclaves ainsi que la charge associ¶ee µa chacun d'eux. Ce type de
messageest appel¶e di®usion s¶election. µA la r¶eception d'un messagede ce type, chaque
processus sommel'in formation envoy¶ee par le mâ³tre pour chaque esclave µa part lui-
même s'il a ¶et¶e choisi comme esclave pour ce n¾ud lµa. Concernant les esclaves, leur
comportement n'est pasmodi¯ ¶e aveccenouvel algorithme. Une description plus formelle
du m¶ecanisme est donn¶ee dans l'algorith me 5.2. Notons que l'algorith me 5.2 doit être
combin¶e µa l'algorith me 5.1 pour avoir un m¶ecanismecomplet d'¶echanged'in formations.

Algorithme 5.2 Traitement desmessagesde type di®usion s¶election (m¶ecanismeinter-
m¶ediaire).
µA chaque s¶election d'esclaves au niv eau du ma³̂tre :
1: Pour Pj appartenan t µa l'ensemble desesclavess¶electionn¶es:
2: Inclure dans un messagede type di®usion s¶election la charge±l j a®ect¶eeµa Pj ;
3: Envoyer (de maniµere asynchrone) le messagedi®usion s¶election aux autres proces-

sus;
µA la r¶eception d'un message de typ e di®usion s¶election :
4: Pour tout (Pj ; ±l j ) dans le message:
5: Si Pj 6= moi Alors
6: charge(Pj ) = charge(Pj ) + ±l j ;
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5.3.1 Limitations

Le problµemeavec le m¶ecanisme d¶ecrit par l'algorith me 5.2 est que l'in formation en-
voy¶ee par les processus mâ³tres concernant leurs s¶elections d'esclaves sont perdues dµes
qu'un desesclavesconcern¶es¶emetun messagede type maj charge. Ainsi une incoh¶erence
peut apparâ³tre au niveaudesvuesdu systµeme.

P0

t0

t1

Temps

t0 : D�but d'une t�che sur P0
t1 : Fin de la t�che sur P0 ; la traitement de la 
première t�che esclave peut commencer

P1

P2

P3

S�lection de P0 comme esclave
Mise-à-jour des informations de charge/m�moire

Fig. 5.2 { Exemple illustrant le problµemede coh¶erencedesvuesenutilisant le m¶ecanisme
interm¶ediaire.

Un exemple illustrant ceph¶enomµene est donn¶e dans la ¯ gure 5.2. Dans cette con̄ gu-
ration, le systµemeest compos¶e de cinq processus. De plus, P0 est en train d'ex¶ecuter une
tâchecôuteuseen terme de temps de traitement alorsqueP1 et P2 sont dans une phasede
s¶electiond'esclaves.Le problµemeapparâ³t µa l'in stant t1 dans la ¯ gure 5.2 lorsque P0 ¯ nit
le traitement de sa tâche. P0 envoie alors sa nouvelle charge µa tous les autres processus
dans un messagede type maj charge. Ceci a pour cons¶equenced'¶ecraserles informations
relativesµa P0 au niveaude chaque processus. Ainsi, les informations relativesaux s¶elec-
tions d'esclaves concernant P0 sont perdues au niveau des autres processus. De ce fait,
lorsque P3 doit faire sa s¶election d'esclave µa l'in stant t2 > t1, il va choisir sesesclavesen
n'ayant aucune information relative aux s¶elections d'esclavespr¶ec¶edentes qui concernent
P0. Ceci peut amener P3 µa prendre de mauvaisesd¶ecisions dynamiques bas¶eessur des
informations faussesqui peuvent mettre le systµemedans une situation critique.

5.4 M¶ecanisme bas¶e sur des variations de charge

Dans cette section, nous proposons un autre m¶ecanismebas¶e sur l'envoi desvariations
de chargepour am¶eliorer la coh¶erencedesvuesdu systµemeau niveaude chaque processus
pendant l'ex¶ecution. Tout commepour les m¶ecanismesd¶ecrits pr¶ec¶edemment, la vue du
systµemeest obtenue par ¶echangede messages.
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Algorithme 5.3 M¶ecanismebas¶e sur les variations de charge.
I nitialisation

1: ma charge = 0;
2: ¢ charge = 0;

Quand ma charge varie de ±charge :
3: ma charge = ma charge+ ±charge;
4: Si ±charge concerne une tâche dans laquelle je suis esclave Alors
5: Si ±charge > 0 Sortir ; (1)
6: ¢ charge = ¢ charge+ ±charge;
7: Si ¢ charge > seuil Alors
8: Envoyer ¢ charge dans un messagede type maj charge (de maniµere asynchrone)

µa tous les autres processus;
9: ¢ charge = 0;

µA la r¶eception d'une variation de charge ¢ l j en pro venance de Pj (message
de type maj charge) :
10: charge(Pj ) = charge(Pj ) + ¢ l j ;
µA chaque s¶election d'esclaves au niv eau du ma³̂tre :
11: Pour tout Pj appartenan t µa l'ensemble desesclavess¶electionn¶es:
12: Inclure dans un messagede type di®usion s¶election la charge±l j a®ect¶eeµa Pj ;
13: Envoyer (de maniµere asynchrone) le messagedi®usion s¶election aux autres proces-

sus;
µA la r¶eception d'un message de typ e di®usion s¶election :
14: Pour tout (Pj ; ±l j ) dans le message:
15: Si Pj 6= moi-mêmeAlors
16: charge(Pj ) = charge(Pj ) + ±l j ;
17: Sinon
18: ma charge = ma charge+ ±l j
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L'algorith me 5.3 d¶ecrit le m¶ecanisme bas¶e sur des variations de charge. µA chaque
variation de la charge d'un processus Pi , Pi di®use la variation de charge vers tous les
autres processus. Il estµa noter qu'un m¶ecanismede seuil estutilis¶epour limiter le nombre
de messagesde type maj charge ¶echang¶es. De plus, nous utilisons le même m¶ecanisme
que celui pr¶esent¶e dans l'algorith me 5.2 pour la gestion des informations relatives aux
s¶electionsd'esclaves.En e®et,aprµeschaques¶electiond'esclaves,le processusmâ³tre envoie
µa tous lesautres processus un messagede type di®usion s¶election contenant l'id entit ¶e des
esclavesainsi que la quantit ¶e de travail/m ¶emoireassign¶eesµa chacun d'eux. µA la r¶eception
d'un tel message,chaque processus met µa jour sa vue locale de la charge des processus
concern¶es par le message.Il est important de signaler que contrairement µa ce qui ¶etait
fait pour le m¶ecanisme interm¶ediaire, dans l'algorith me 5.3, quand un processus esclave
commence le traitement d'une tâche envoy¶ee par un autre processus, il n'envoie pas la
variation de sa charge induite par cette derniµere (voir (1) dans l'algorith me 5.3). En
e®et,cette variation de chargea d¶ejµa ¶et¶e envoy¶eepar le mâ³tre dans un messagede type
di®usion s¶election. Ainsi, avec ce nouveau sch¶ema, il n'y a pas de perte d'in formation
lorsqu'un commence le traitement d'une tâche esclave.

5.5 Application µa la m¶ethode multifrontale parallµele

Dans cette section, nous allons ¶etudier l'imp act des m¶ecanismespr¶esent¶es dans les
sectionpr¶ec¶edente sur le comportement de la m¶ethodemultifron tale parallµele.Cependant,
il est important de signaler que cesalgorithmespeuvent être utilis¶es/¶etendus µa d'autres
typesd'applications ou d'algorithmes.

Nous allons commencer dans la section 5.5.1 par d¶ecrire les strat¶egiesd'ordonnan-
cement dynamiques utilis¶eespour l'¶etude. Puis nous ¶etudierons dans la section 5.5.2 le
comportement de cesstrat¶egiesd'ordonnancement lorsqu'elles sont utilis¶eesavecchacun
desm¶ecanismepr¶esent¶esdans les sections pr¶ec¶edentes.

5.5.1 Strat ¶egies dynamiques d'ordonnancement

Lesdeux strat¶egiesd'ordonnancement d¶ecritesdans cette sectionseront utilis¶espour
illustrer le comportement desm¶ecanismed'¶echangesd'in formations pr¶esent¶espr¶ec¶edem-
ment. Nous avons choisi ces strat¶egiesparce qu'elles o®rent beaucoup de libert¶e aux
ordonnanceurs dynamiqueset seront donc plus sensiblesµa la pr¶ecisionet la coh¶erencedes
informations utilis¶eespour leschoix dynamiques.Ainsi, nous lesavons pr¶ef¶er¶eesµa la stra-
t¶egiedisponible dans la versionpublique de MUMPSqui a ¶et¶e d¶ecrite dans la section4.3.1.

5.5.1.1 Strat ¶egies bas¶ees sur la m¶emoire

Ces strat¶egiesseront d¶ecrites plus en d¶etail dans le chapitre 7. Elles consistent en
une combinaison d'une strat¶egie de s¶election d'esclaves bas¶ee sur la m¶emoire et d'une
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strat¶egiede s¶election de tâchesavec contraintes m¶emoire.Ainsi, les processeurs esclaves
sont choisis de maniµere µa avoir le meilleur ¶equilib re m¶emoire entre les processeurs. De
plus lesn¾uds de type 2 (voir la section4.1), sont distribu¶espar blocsde lignesde tailles
irr¶eguliµeressur lesprocesseurs esclaves(voir la section7.1). En¯ n, concernant la strat¶egie
de s¶election des t âches,elle active la t âche qui respecte descontraintes m¶emoire li¶eesµa
l'occupation m¶emoire (m¶emoire libre, pic m¶emoire,.. . ) sur le processeur. Signalons que
cesstrat¶egiesont ¶et¶e impl¶ement¶eesdans le logiciel MUMPS.

Cesstrat¶egiesdynamiquesn¶ecessitent une vue aussicorrecteque possible de l'¶etat de
la m¶emoiredesautres processeurs. En e®et,la strat¶egiede s¶electiond'esclave sebasesur
les informations fourniespar un desm¶ecanismesd¶ecrits dans lessections pr¶ec¶edentes. De
plus, lescontraintesm¶emoireutilis¶eespour la s¶electionde la t âche µa activer sont calcul¶ees
µa partir de cesinformations.

5.5.1.2 Strat ¶egie bas¶ee sur la performance

Cette strat¶egieestbas¶eesur la quantit ¶ede travail µa faire. De cefait, chaqueprocesseur
prend en compte le côut d'une tâche dµesqu'elle devient activable. De plus lesprocesseurs
ont commecharge initiale la chargede leurs sous-arbres.

La s¶electiondesesclavespour lesn¾uds de type 2 est faite de telle sorte la chargede
travail est la mieux ¶equilib r¶eepossible entre lesprocesseurs. Tout commepour le casdes
strat¶egiesbas¶eessur la m¶emoired¶ecrites dans la sectionpr¶ec¶edente, le partition nement
de la matrice frontale correspondant au n¾ud de type 2 est irr¶egulier. De plus, il y a des
contraintes relatives µa la granularit ¶e des t âches esclaves li¶eesnotamment µa la taille des
tampons decommunication. En¯ n, cette strat¶egiecalcule dynamiquement descontraintes
m¶emoire telles que la m¶emoire disponible sur chacun des processeurs pour contraindre
les choix desordonnanceurs. Cette strat¶egieest proche de celle qui serad¶ecrite dans le
chapitre 8.

5.5.2 ¶Etude exp¶erimentale des m¶ecanismes de maintien de la vue
de l' ¶etat du systµeme

Nous devons tout d'abord mentionner le fait que les m¶ecanismes d¶ecrits dans les
algorithmes5.2 et 5.3 ont ¶et¶e impl¶ement¶esdans MUMPSalors que le m¶ecanismedonn¶e par
l'algorith me 5.1 ¶etait le m¶ecanisme existant. De plus, il est µa noter que le m¶ecanisme
correspondant µa l'algorith me 5.3 est maintenant utilis¶e par d¶efaut dans la version4.3 de
MUMPS.

Dans le but d'¶etudier l'imp act desm¶ecanismespropos¶es,nous lesavons exp¶eriment¶es
sur plusieurs problµemestests (voir le tableau 5.1 et l'annexe C pour plus de d¶etails).
Les tests ont ¶et¶e e®ectu¶es sur la plate-forme IBM SP de l'IDRIS 1 qui est d¶ecrite dans
l'annexeC .

1Institut du D¶eveloppement et desRessourcesen Informatique Scienti¯que
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Matrice Ordre NZ Type
BMWCRA 1 148770 5396386 SYM

GUPTA3 16783 4670105 SYM
MSDOOR 415863 10328399 SYM
SHIP 003 121728 4103881 SYM

CONV3D64 836550 12548250 NS
PRE2 659033 5959282 NS

TWOTONE 120750 1224224 NS
ULTRASOUND3 185193 11390625 NS

XENON2 157464 3866688 NS

Tab. 5.1 { Problµemesde test.

Nous avons test¶e nos m¶ecanismes d'¶echange d'in formation de charge sur 32 et 64
processeurs de la plate-forme d¶ecrite ci-dessus. De plus, nous avons utilis¶e le logiciel
METIS [37] commetechnique de renum¶erotation. Lesr¶esultats obtenus sont donn¶esdans
les ¯ gures 5.3 et 5.4 pour les strat¶egiesdynamiques bas¶eessur la m¶emoire et sur la
performance respectivement. Il est µa noter que nous n'avons pas pu exp¶erimenter nos
m¶ecanismesavecle problµemeCONV3D64 sur 32 processeurs pour desraisons de manque
dem¶emoiresur lesn¾uds decalcul. Concernant lesstrat¶egiesbas¶eessur la m¶emoire,nous
mesurons le pic de m¶emoireactive observ¶e pendant la factorisation. Pour la la strat¶egie
bas¶ee sur les performances,nous mesurons le temps n¶ecessaireµa la factorisation de la
matrice. Dans lesdeux cas,le r¶esultat est divis¶e par le r¶esultat (pic m¶emoireou temps de
factorisation) obtenu par le m¶ecanismebas¶e sur lesvariations de chargepr¶esent¶e dans la
section5.4. Ainsi lesgraphiquessont normalis¶es,et la valeur associ¶eeau m¶ecanismebas¶e
sur lesvariations de chargeest toujours ¶egalµa 1.
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Fig. 5.3{ Strat ¶egiesdynamiquesbas¶eessur la m¶emoire: Impact du m¶ecanismed'¶echange
desinformations de chargesur le pic de m¶emoireactive sur 32et 64processeurs (les r¶esul-
tats sont normalis¶espar rapport µa ceux obtenus par le m¶ecanismebas¶e sur lesvariations
de charge).

Sur 32 processeurs (voir la ¯ gure 5.3(a)), nous pouvons observer que le pic de m¶e-
moire active est g¶en¶eralement plus petit en utilisant le m¶ecanismebas¶e sur lesvariations
de chargeexcept¶e pour GUPTA3. De plus, nous observons qu'il n'y a pas de gains pour
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certaines matrices sym¶etriques (MSDOOR et SHIP 003 en l'occurrence). Pour cesma-
trices, le pic m¶emoireest atteint pendant le traitement d'un sous-arbre alors qu'aucune
d¶ecisiondynamique n'a encore¶et¶e prise. De ce fait, nous ne pouvons pas voir d'e®et li¶e
µa nos m¶ecanismes.

En ce qui concerne le m¶ecanisme interm¶ediaire, les r¶esultats sont parfois meilleurs et
parfois moins bons que ceux obtenus avec le m¶ecanismenaÄ³f.

Sur 64 processeurs (¯ gure 5.3(b)), lesr¶esultats sont moins signi¯ catifs alorsqu'on au-
rait pu s'attendre µa de meilleurs gains de par le fait qu'il y a plus de d¶ecisions dynamiques
µa prendre. Ceciestdû au fait que pour tous lescasoµu il n'y a pasde gains, le pic m¶emoire
est atteint avant qu'aucune d¶ecisiondynamique n'ait ¶et¶e prise (par exemple PRE2 sur 64
processeurs). Il est µa signaler que sur un desproblµemesde taille relativement importante,
en l'occurrenceULTRASOUND3, les rapports obtenus par le m¶ecanismebas¶e sur lesva-
riations de chargeatteignent 1.5 et 2.1 en comparaisonavec le m¶ecanisme interm¶ediaire
et le m¶ecanismenaÄ³f respectivement.
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Fig. 5.4 { Strat ¶egiesdynamiquesbas¶eessur la chargede travail : Impact du m¶ecanisme
d'¶echangedesinformation de chargesur le temps de factorisation sur 32et 64processeurs
(les r¶esultats sont normalis¶espar rapport µa ceux obtenus par le m¶ecanisme bas¶e sur les
variations de charge).

En ce qui concerne l'imp act des m¶ecanismesd'¶echange des informations de charge
sur le temps d'ex¶ecution, les r¶esultats sont donn¶es dans la ¯ gure 5.4. Nous observons
que le m¶ecanismebas¶e sur lesvariations de chargedonne presque toujours lesmeilleures
performances(except¶e pour TWOTONE sur 32 processeurs et BMWCRA 1 sur 64 pro-
cesseurs). Ceci illustre le fait que les d¶ecisions dynamiques (s¶elections d'esclaves) sont
faites avec desinformations coh¶erentes.

En¯ n, nous avons exp¶eriment¶e les trois strat¶egiesavec notre plus gros problµemede
test (CONV3D64) sur 64 processeurs. Le temps de factorisation pour les trois m¶eca-
nismessont donn¶es dans le tableau 5.2. Nous observons que pour ce problµemede test,
le m¶ecanisme bas¶e sur les variations de charge permet d'obtenir une r¶eduction de 46 et
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naÄ³f interm¶ediaire bas¶e sur les variations de charge
330.62 322.28 276.15

Tab. 5.2 { Temps d'ex¶ecution pour en
utilisant lesm¶ecanismesavec la matrice
CONV3D64 sur 64 processeurs.

naÄ³f interm¶ediaire bas¶e sur lesvariations de charge
15 18 135

Tab. 5.3 { Nombre de s¶elections d'es-
clavese®ectu¶eesavecune vue coh¶erente
du systµemepour la matrice CONV3D64
sur 64 processeurs.

54 secondesdu temps de factorisation par rapport au temps obtenu avec lesm¶ecanismes
interm¶ediaire et naÄ³f respectivement. Il est µa noter que pour la matrice CONV3D64, il y
a 161 s¶elections d'esclaves pendant la factorisation. Le tableau 5.3 donne le nombre de
d¶ecisions dynamiques (s¶elections d'esclaves) prises avec une vue coh¶erente du systµeme.
Nous consid¶erons qu'un processeur Pi a une vue coh¶erente du systµeme s'il satisfait les
deux conditions suivantes :

{ Tous les messagesenvoy¶esrelatifs µa la variation de la chargeont ¶et¶e re»cus par Pi .
{ Il n'y a aucune incoh¶erencedue µa une s¶electiond'esclaves(situations d¶ecritesdans

les ¯ gures 5.1 et 5.2).

Nous rappelons qu'avant de proc¶eder µa une s¶election d'esclaves, Pi re»coit tout les
messagesenattente relatifs µa la charge.Lesr¶esultats donn¶esdans le tableau 5.3montrent
que le m¶ecanisme bas¶e sur les variations de charge fournit une vue de meilleure qualit¶e
en comparaisonaveccelledesautres m¶ecanismes.Il est µa noter que dans le casoµu on ne
considµereque l'in coh¶erencedueaux s¶electionsd'esclaves,nousobtenonsque le m¶ecanisme
interm¶ediaire ne prend que 30d¶ecisions bas¶eessur une vue coh¶erente et que le m¶ecanisme
naÄ³f n'en prend que 25 alors que dans le cas du m¶ecanisme bas¶e sur les ¶echanges de
messages,toutes lesd¶ecisions ont ¶et¶e prisesavecdesinformations valides.Ceci illustre le
fait que le m¶ecanismebas¶e sur lesvariations de chargeapporte une solution au deuxiµeme
type d'incoh¶erence. Il est µa noter qu'une incoh¶erencene peut survenir que si un message
a ¶et¶e envoy¶e et n'a pas ¶et¶e re»cu avant la prise de d¶ecision. Cette situation peut être
¶evit¶eeavec un algorithme de photographie de systµemedistribu¶ee.Cependant, vu que la
performance est l'objectif premier de ce genre d'application, nous ne pouvons utiliser
ce type d'algorithmes.Une autre solution µa ce genre de problµemespourrait consister µa
v¶eri¯ er aprµes la prise de d¶ecision que l'¶etat du systµeme n'a pas chang¶e et µa refaire la
d¶ecisiondans le casoµu il y a eu un changement. Cependant, cette op¶eration ne doit être
r¶ep¶et¶eequ'un petit nombre de fois.

5.6 R¶eduction du nombre de messages

Dans certaines applications, certains processus peuvent ne plus avoir µa prendre de
d¶ecisions dynamiquesli¶eesaux s¶elections d'esclaves.Ainsi, cesprocesseurs n'ont plus be-
soin d'avoir une vue de la chargedesautres processus du systµeme.De maniµereg¶en¶erale,
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si µa un moment donn¶e de l'ex¶ecution un processus sait qu'il ne fera plus aucune s¶elec-
tion d'esclaves, il peut en informer les autres. Par exemple, si un processus Pi a fait sa
derniµere s¶election d'esclaves, il peut envoyer aux autres processus un messagede type
plus jamais mâ³tre. Ainsi, µa la r¶eception d'un tel message,tous les processus Pj (j 6= i )
arrêtent d'envoyer lesmessagesrelatifs µa la miseµa jour de leur chargeµa Pi .

Il est µa noter que ce m¶ecanisme a ¶et¶e appliqu¶e dans les r¶esultats pr¶esent¶es dans
ce chapitre. Il permet une r¶eduction signi¯ cative du nombre de messagesrelatifs aux
informations de charge.Par exemple, avec le problµemede test CONV3D64 le nombre de
messages¶echang¶espassede 171860µa 101085grâceµa ce m¶ecanisme.

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons pr¶esent¶e di®¶erents m¶ecanismesayant pour objectif de
fournir des informations (charge de travail, m¶emoireoccup¶ee) relativesµa l'¶etat despro-
cessus appartenant µa un systµemedistribu¶e. Ces informations vont être utilis¶eespar des
ordonnanceurs dynamiquesdans le cadre d'une application distribu¶eeet asynchrone.

Le problµemequi consiste µa fournir une vue d'un systµemedistribu¶e est connu sous le
nom de photographie distribu¶eeou snapshotproblem. Ainsi, plusieurs solutions ont ¶et¶e
propos¶eesdans la litt ¶erature pour la construction d'une photographie exacte.Cependant,
cesalgorithmespeuvent être côuteux et donc peu adapt¶esµa desapplications distribu¶ees
et haute-performance ou µa des systµemesdans lesquels le temps pass¶e dans la phasede
construction de la vue doit être le plus court possible. Les m¶ecanismespr¶esent¶estentent
de maintenir µa jour une vue du systµeme au niveau de chaque processus. Le principal
avantage d'une telle approche est que chaque processus qui doit prendre une d¶ecision
dynamique a d¶ejµa une vue du systµeme.Les m¶ecanismespr¶esent¶es dans ce chapitre ont
¶et¶e utilis¶esdans le cadre de la m¶ethode multifron tale parallµele pour am¶eliorer la qualit¶e
et la coh¶erencedesinformations de chargeau niveaude chaque processus.

Nous avons exp¶eriment¶e lesdi®¶erents m¶ecanismesavecdi®¶erentes strat¶egiesd'ordon-
nancement dans la m¶ethode multifron tale parallµele. Les r¶esultats ont montr¶e que notre
algorithme bas¶e sur les variations de charge donne une vue de bonne qualit¶e et permet
de r¶esoudre un grand nombre de problµemesd'incoh¶erence. De plus, il est apparu que ce
m¶ecanisme ne donne une vue incoh¶erente du systµemeque quand des messagesenvoy¶es
n'ont pas¶et¶e re»cus par le processeur devant prendre une d¶ecisiondynamique au moment
oµu cette derniµere intervient. En¯ n, quelques am¶eliorations µa notre m¶ecanisme visant la
r¶eduction du nombre de messages¶echang¶esont ¶et¶e propos¶ees.

Dans leschapitres suivants, nous allons nous int¶eresserau comportement m¶emoireet
aux aspectsordonnancement de la m¶ethodemultifron tale parallµele.Dans tous lesr¶esultats
pr¶esent¶es dans les chapitres suivants, les ordonnanceurs dynamiques sont bas¶es sur le
m¶ecanismed'¶echangede l'algorith me 5.3 qui o®rela meilleure vue de l'¶etat du systµeme.



Chapitre 6

Comportem ent m¶emoire de la m¶ethode
multi frontal e parallµele

Tout comme ce qui a ¶et¶e fait pour le cas s¶equentiel dans le chapitre 2, nous nous
int¶eressons dans ce chapitre µa l'¶etude du comportement m¶emoire de la m¶ethode multi-
frontale dans le casparallµele. En particulier, nous mesurons le pic de m¶emoireactive et
¶etudions le passageµa l'¶echelle (scalabilit ¶e) de celui-ci. De plus, nous analysons lesfacteurs
qui limitent ce passageµa l'¶echelle.

Nous commencerons dans la section6.1 par ¶etudier la r¶epartition de la m¶emoiresur
les processeurs prenant part µa la factorisation. Puis, dans les sections 6.2 et 6.3, nous
pr¶esenterons une ¶etude du passageµa l'¶echelle de la m¶emoire active et de la m¶emoire
totale, respectivement. En¯ n, dans la section6.4, nous donnons les facteurs limitan t une
bonne scalabilit ¶eet un bon comportement m¶emoirede la m¶ethodemultifron tale parallµele.

Signalons que nous avons ¶etudi¶e le comportement m¶emoirede la m¶ethode multifron -
tale parallµeleenutilisant di®¶erentes techniquesde renum¶erotation : AMD, AMF , METIS,
PORD et SCOTCH (voir l'annexeC pour plus de d¶etails). De plus, lestestsont ¶et¶e e®ec-
tu¶essur lesmatricesd¶ecritesdans le tableau6.1(unedescription d¶etaill¶eedesmatricesest
donn¶eedans l'annexeC). En¯ n, signalons quecestestsont ¶et¶ee®ectu¶essur la plate-forme
IBM SP du CINES1 qui est d¶ecrite en d¶etails dans l'annexeC.

6.1 Distribution du pic sur les processeurs

Lestableaux 6.2et 6.3 (resp. 6.4et 6.5) donnent le pic de m¶emoireactive maximum et
moyen sur 16 (resp. 32) processeurs pour di®¶erentes matriceset techniquesde renum¶ero-
tation. Si nous consid¶erons la di®¶erenceentre le pic maximum et moyen, nous observons
que la pile n'est pas¶equitablement distribu¶eeet que le meilleur ¶equilib re est obtenu pour
METIS et SCOTCH. Cecipeut être expliqu¶e par le fait que cesrenum¶erotations g¶enµerent
desarbresbien ¶equilib r¶esoµu lessous-arbresont approximativement la mêmetaille. En ce

1Centre Informatique National de l'Enseignement Sup¶erieur
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Matrice Ordre NZ Type
BMWCRA 1 148770 5396386 SYM

GRID 109744 1174048 SYM
GUPTA3 16783 4670105 SYM
MSDOOR 415863 10328399 SYM
SHIP 003 121728 4103881 SYM

PRE2 659033 5959282 NS
RMA10 46835 2374001 NS

TWOTONE 120750 1224224 NS
XENON2 157464 3866688 NS

Tab. 6.1 { Description des problµemesde test. \SYM" signi¯ e que la matrice est sym¶e-
triqu e,\NS" signi¯ e que la matrice est non sym¶etrique.

qui concerne AMF , les pics de m¶emoiresur les processeurs sont trµesd¶es¶equilib r¶es.Ceci
est dû µa la topologiedesarbres d'AMF qui sont trµes irr¶eguliers et d¶es¶equilib r¶es(voir le
chapitre 2). De ce fait, des processeurs peuvent par exemple commencer µa traiter des
n¾uds de type 2 tandis que d'autres sont encore en train de traiter des sous-arbres, ce
qui peut perturber l'u tilisation de la m¶emoire. Ce mauvais usagepeut être aussi li¶e µa
un mauvais placement, du point de vue de la m¶emoire,desn¾uds de l'arbre; cela sera
discut¶e dans la section6.4.

Remarquons que dans la strat¶egie d'ordonnancement de la m¶ethode multifron tale
parallµele(d¶ecrite dans le chapitre 4), seules lesop¶erations ° ottantes pour la factorisation
des matrices frontales sont prises en compte dans l'¶evaluation de la charge. De ce fait,
bien que l'¶equilib ragede la chargede travail estbon, l'¶equilib ragede l'u tilisation m¶emoire
n'est pasparfait et la di®¶erenceentre le pic maximal et la moyenne peut être signi¯ cative.

METIS SCOTCH PORD AMF AMD
BMWCRA 1 6.752 7.706 5.903 7.779 12.628

GRID 4.123 3.971 3.384 1.929 3.523
GUPTA3 9.271 4.989 8.842 16.339 4.883
MSDOOR 3.029 2.783 1.626 1.797 2.623
SHIP 003 10.024 7.907 5.719 5.012 11.014

PRE2 9.723 9.966 12.827 8.669 20.457
RMA10 0.41 0.365 0.423 0.347 0.36

TWOTONE 3.804 3.638 2.801 3.576 3.651
XENON2 6.319 5.002 4.631 6.293 9.747

Tab. 6.2 { Pic maximum de la taille de
la m¶emoire active sur 16 processeurs (en
millions de r¶eels).

METIS SCOTCH PORD AMF AMD
BMWCRA 1 5.299 5.545 3.904 5.323 8.395

GRID 3.519 3.42 2.61 1.438 2.849
GUPTA3 6.118 3.374 3.051 5.632 2.922
MSDOOR 1.548 1.723 1.129 1.132 1.61
SHIP 003 6.667 6.425 4.287 3.476 8.239

PRE2 6.9 6.133 9.272 6.714 16.144
RMA10 0.257 0.238 0.205 0.2 0.247

TWOTONE 2.358 1.754 2.141 2.427 2.844
XENON2 3.942 4.107 3.262 4.391 7.656

Tab. 6.3 { Pic moyen de la taille de la m¶e-
moireactivesur 16processeurs (en millions
de r¶eels).

6.2 Scalabilit ¶e du pic de m¶emoire active

Pour les matrices pour lesquelles la taille de la m¶emoire active est signi¯ cative, si
nous comparons le pic de la m¶emoireactive mesur¶eelors de l'ex¶ecution s¶equentielle (ta-
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METIS SCOTCH PORD AMF AMD
BMWCRA 1 3.713 3.773 3.442 4.259 6.691

GRID 2.485 1.796 2.054 1.247 2.287
GUPTA3 7.735 3.397 8.847 16.07 3.571
MSDOOR 1.413 1.445 1.558 1.185 1.74
SHIP 003 5.484 4.296 3.15 2.635 6.154

PRE2 7.08 5.925 10.709 6.95 10.932
RMA10 0.404 0.365 0.359 0.347 0.313

TWOTONE 2.781 1.935 2.771 2.467 2.672
XENON2 3.924 3.518 3.448 4.643 7.97

Tab. 6.4 { Pic maximum de la taille de
la m¶emoire active sur 32 processeurs (en
millions de r¶eels).

METIS SCOTCH PORD AMF AMD
BMWCRA 1 2.835 2.699 2.389 2.924 5.085

GRID 1.46 1.336 1.545 0.838 1.86
GUPTA3 3.425 1.758 1.931 3.099 2.169
MSDOOR 0.85 0.929 0.72 0.7 1.006
SHIP 003 3.014 2.873 2.262 1.919 3.578

PRE2 3.796 3.25 5.483 3.882 8.359
RMA10 0.22 0.199 0.165 0.161 0.201

TWOTONE 1.546 1.17 1.677 1.789 1.616
XENON2 2.101 2.458 2.002 2.941 4.209

Tab. 6.5 { Pic moyen de la taille de la m¶e-
moireactivesur 32processeurs (en millions
de r¶eels).

bleau 2.11) µa la taille de pile maximale sur 16 (tableau 6.2) et 32 processeurs (tableau
6.4), nous observons que le manque d'¶equilib ragede la m¶emoireentre lesprocesseurs a un
impact n¶egatif sur la scalabilit ¶e m¶emoire: en parallµeledoubler le nombre de processeurs,
i.e. la taille m¶emoire, ne signi¯ e pas que l'on peut traiter des problµemesdeux fois plus
gros.

Les¯ gures6.1(a)et 6.1(b) illustrent ceph¶enomµene.La premiµeredonnele rapport entre
les pics de m¶emoireactive sur 1 et 16 processeurs. On observe que ce rapport n'atteint
jamais le rapport ¶equivalent µa une scalabilit ¶e parfaite (trait ¶epais dans la ¯ gure 6.1(a)).
La meilleure scalabilit ¶e observ¶ee est 11, mais elle se situe entre 2 et 6 dans la plupart
des cas. Ceci illustre que la m¶emoire active ne passepas µa l'¶echelle convenablement,
except¶e pour certain castel que GUPTA3 avecPORD. La ¯ gure 6.1(b) donne le rapport
entre le pic de la m¶emoireactive sur 16 et 32 processeurs. Cette fois-ci, la scalabilit ¶e est
meilleure, bien que non lin¶eaireen fonction de la croissancedu nombre de processeurs. La
scalabilit ¶eesteng¶en¶eral meilleure pour lesmatricessym¶etriquesparcequed'unepart plus
de processeurs sont employ¶espour les n¾uds de type 2 que dans le casnon sym¶etrique
(voir la section 4.1, et [7] pour plus de d¶etails) et d'autre part, la granularit ¶e des t âche
mâ³tre pour lesn¾uds du haut de l'arbre est plus faible que dans le casnon-sym¶etrique.

6.3 Scalabilit ¶e de la m¶emoire totale

D¶ecrô³tre la taille de la m¶emoireactive est en particulier int¶eressant dans le casd'une
approche out-of-core oµu les facteurs sont ¶ecrits sur disque au fur et µa mesure de la fac-
torisation. Pour un solveur in-core tel que MUMPS, la limitation est la m¶emoire totale
(m¶emoireactive + facteurs). Le rapport entre le pic maximal de m¶emoiretotale pour 16
et 32 processeurs est donn¶e sur la ¯ gure 6.2.

Nous pouvons observer que la scalabilit ¶e de la m¶emoiretotale est nettement meilleur
que pour la m¶emoire active. De plus, commedans le cas de la m¶emoire active, elle est
meilleure pour les matrices sym¶etriquespour les mêmesraisons que celledonn¶eespr¶ec¶e-
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(a) Rapport entre le pic de m¶emoireactive sur
1 et 16 processeurs.

0

0,5

1

1,5

2

2,5

B
M

W
C

R
A

_1

G
R

ID

G
U

P
T

A
3

M
S

D
O

O
R

S
H

IP
_0

03

P
R

E
2

R
M

A
10

T
W

O
T

O
N

E

X
E

N
O

N
2

Matrice

P
ic

 d
e 

m
�m

oi
re

 a
ct

iv
e 

su
r 

16
 p

ro
ce

ss
eu

rs
/P

ic
 d

e 
m

�m
oi

re
 a

ct
iv

e 
su

r 
32

 p
ro

ce
ss

eu
rs

 METIS 

 SCOTCH 

 PORD 

 AMF 

 AMD  

(b) Rapport entre le pic de m¶emoire active
sur 16 et 32 processeurs.

Fig. 6.1 { Comparaisondespics de m¶emoire active pour di®¶erents nombres de proces-
seurs.
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demment pour le casde la m¶emoireactive (taille des t âche mâ³tre et nombre d'esclaves
¶elev¶e). Cela est dû au fait que la strat¶egie de s¶election des esclaves, qui a pour objec-
tif d'¶equilib rer la charge de travail, tend aussi µa ¶equilib rer la taille des facteurs sur les
processeurs.

D'autre part, contrairement µa la taille de la m¶emoire active, la taille totale des fac-
teurs est ind¶ependante du nombre de processeurs. Ainsi, la taille desfacteurs divis¶eepar
le nombre de processeurs d¶ecrô³t forc¶ement. Ainsi, la taille des facteurs par processeur
d¶ecrô³t plus rapidement que le pic de m¶emoireactive. De ce fait, le rapport de la taille
de la m¶emoireactive et de la taille desfacteurs s'accrô³t avec le nombre de processeurs.
Pour les problµemesoµu la taille de la m¶emoireactive est grande en comparaisonde celle
des facteurs et/ou pour un grand nombre de processeurs, la m¶emoire active jouera un
rôle important.

6.4 Facteurs limitant la scalabilit ¶e m¶emoire

Dans cette section, nous donnons quelques remarques µa propos du comportement
m¶emoirede la m¶ethode multifron tale parallµelea¯ n d'exhiber les facteurs limitan t la sca-
labilit ¶e m¶emoire.Nous analyserons desexemples de situations typiquesoµu le pic de m¶e-
moire est atteint et nous proposerons dessolutions pour ¶eviter cessituations. Nous nous
int¶eresserons plus particuliµerement µa la d¶e¯nition et l'a®ectation des sous arbres et µa
l'ordonnancement dynamique.

6.4.1 Petites matrices

Nousavonsobserv¶edans la section6.2quepour lespetitesmatricestellesqueRMA10,
la m¶emoireactive passemal µa l'¶echelle. En fait, cesproblµemesde petite taille exhibent
assezpeu de parall¶elisme. Quel que soit le placement et le nombre de processeurs, le
pic observ¶e est le mêmeet est obtenu lors de l'assemblage d'un n¾ud avec les blocs de
contrib ution de ses¯ ls.

6.4.2 Pic m¶emoire dans un sous-arbre

Nous illustrons dans cette sectionl'imp act de la taille dessous-arbressur le compor-
tement m¶emoiredu solveur. Par exemple, consid¶erons l'ex¶ecution sur 16 processeurs de
la matrice SHIP 003 avec METIS ; nous avons observ¶e que le pic de la m¶emoire active
est atteint µa l'in t¶erieur du premier sous-arbre trait ¶e de maniµere s¶equentielle par le pro-
cesseur 12. Or µa cet instant le processeur 12 n'a pas re»cu de travail suppl¶ementaire µa
e®ectuer (i.e. il n'a pas ¶et¶e s¶electionn¶e commeesclave). Ceci montre que dans ce cas, le
pic de m¶emoireest dû µa la d¶e¯nition statique dessous-arbres.Une am¶elioration possible
consisterait µa d¶ecouper les sous-arbres critiqueset µa distribuer les sous-arbres r¶esultants
sur di®¶erents processeurs. Puisque le pic de la m¶emoire active sur un sous-arbre peut
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être d¶etermin¶e statiquement, une strat¶egiepour ¶eviter le manque de scalabilit ¶e dû µa cette
situation est de d¶ecouper les sous-arbres les plus côuteux jusqu'µa ce qu'ils v¶eri¯ ent les
conditions suivantes :

(
pic(sous-arbre) < pic(arbre entier en s¶equentiel )

nombre de processeurs

pic(sous-arbre) < ®£ m¶emoiredisponible sur le processeur avec ® < 1

Fig. 6.3 { Am¶elioration statique du comportement m¶emoire.

La ¯ gure 6.3 illustre le d¶ecoupage du sous-arbre. Nous pouvons voir que les sous-
arbres sont plus petits. Ceci a pour e®etd'am¶eliorer le comportement m¶emoire de la
m¶ethode multifron tale parallµele.Cependant, ce d¶ecoupagedessous-arbres peut avoir un
e®etn¶egatif sur la performanceenraisonde l'augmentation du volumedecommunication.
Cet exemple montre que la m¶emoire active doit être prise en compte dans l'analyse
statique pour avoir une strat¶egiede d¶etermination dessous-arbresqui prenne en compte
la m¶emoiretout en gardant un objectif de performance.

6.4.3 S¶election des esclaves

Un exemple qui montre l'imp ortance de prendre en consid¶eration la m¶emoireactive
dans la strat¶egiede s¶election est l'ex¶ecution sur 32 processeurs de la matrice SHIP 003
avecPORD. Pour cette ex¶ecution, le pic de la pile est atteint quand le processeur 4, qui
n'a pas¯ ni un de sessous-arbres,est choisi commeesclave par le processeur 0. Puisque la
priorit ¶e est donn¶eeaux tâchesesclaves(voir l'algorith me 4.3), la m¶emoiren¶ecessairepour
le traitement de cest âches est additionn¶ee µa la m¶emoire n¶ecessairepour le sous-arbre
courant, ce qui accrô³t la taille de la m¶emoireoccup¶ee.

Nous avons e®ectu¶e une exp¶erience oµu nous avons rajout¶e une barriµerede synchroni-
sation telle que tous lesprocesseurs attendent que tous lessous-arbressoient trait ¶esavant
d'activer lesn¾uds du haut de l'arbre. Mêmesi lesprocesseurs stockent tous lesblocsde
contrib ution desracinesdessous-arbres,nous observons (sur ce castest particulier) une
diminution du pic de la m¶emoireactive. Cela montre que cette situation peut être ¶evit¶ee
enmodi¯ ant la strat¶egiede s¶electiondesesclavesa¯ n de choisir enpriorit ¶e lesprocesseurs
qui ne sont pas impliqu¶es dans un sous-arbre. Cet exemple illustre encore une fois que
la m¶emoiredoit être prise en consid¶eration dans la strat¶egiede s¶election et une solution
(qui n'est pas limit ¶eeaux seuls casdessous-arbres) est de concevoir une strat¶egied'or-
donnancement dynamique qui tient compte de la m¶emoire. Ce genre de strat¶egiessera
pr¶esent¶e plus en d¶etails dans le chapitre 7.
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6.4.4 Taille des n¾uds du haut de l'arbre

Un point limitan t le passageµa l'¶echelle de la m¶emoire, qu'elle soit active ou totale,
est la taille des t âches a®ect¶eesstatiquement aux processeurs. En e®et, dans le haut
de l'arbre, la taille des t âches mâ³tre peut devenir critique vu que leur besoinm¶emoire
est constant et ind¶ependant du nombre de processeurs utilis¶es. Une solution consiste µa
parall¶eliser les t âchesmâ³tre desn¾uds de type 2. Cependant, cette strat¶egiepeut être
d¶elicateµa impl¶ementer et compliquerait fortement la gestiondu pivotagenum¶erique. Une
approche plus simple (mais qui induit un surcoût en volume de communication) consiste
µa r¶eduire la taille de cest âchesmâ³tre en les scindant en une châ³ne de plusieurs n¾uds
(voir [5] pour plusded¶etails) dont la t âchemâ³tre correspondante a unetaille raisonnable.
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Fig. 6.4 { Limitation de la taille dest âchesmâ³tre dans le haut de l'arbre.

Un sch¶emaillustrant cetype d'op¶eration estdonn¶e dans la ¯ gure 6.4. Une critµerepour
e®ectuer ce type d'op¶eration pourrait être de limiter la taille dest âchesmâ³tre du haut
de l'arbre µa un seuil li¶e aux caract¶eristiquesde la matrice. Par exemple, le seuil pourrait
être d¶e¯ni commesuit :



88 CHAPITRE6. M ¶EMOIREPARALLµELE

seuil = ®¤
pic(arbre entier en s¶equentiel)

nombre de processeurs

oµu par exemple 0:6 6 ® 6 1

6.4.5 S¶equence des sous-arbres

Un point important pour obtenir de bonnes performanceset un bon comportement
m¶emoire est l'ordre dans lequel les sous-arbres d¶ecrits dans la section pr¶ec¶edente sont
trait ¶es.Un exemple illustrant l'imp act de l'ordre dessous-arbressur la performanceet le
comportement m¶emoireestdonn¶edans la ¯ gure 6.5(a). Dans la m¶ethodemultifron tale pa-
rallµele,aprµesunephased'a®ectationdessous-arbresaux processeurs (voir la section4.2.1),
lesprocesseurs commencent leur traitement par lessous-arbres lesplus µa gauche dans la
¯ gure. Ainsi, dans l'arbre T1, lesprocesseurs vont commencer par lessous-arbresappar-
tenant µa la branche la plus profonde. De ce fait, le processus de remont¶eeserae±cace.
A l'oppos¶e, dans l'arbre T2, chaque processeur va commencer par son sous-arbre le plus
proche de la racine. Le processus de remont¶eeva mal exploiter le parall¶elismeintrin sµeque
de l'arbre ce qui va occasionner une perte de performancespar rapport µa l'arbre T1.

Concernant les aspects m¶emoire, pour l'arbre T1, les blocs de contrib ution g¶en¶er¶es
sur P0 et P1 (correspondant aux sous-arbres A et B) seront consomm¶esrapidement. En
revanche, pour l'arbre T2, le processeur P0 (resp. P1) doit stocker le bloc de contrib ution
de la racine du sous-arbre E (resp. D) jusqu'µa l'activation du n¾ud racine de l'arbre T2.
Ceci va donc impliquer une augmentation de l'occupation m¶emoire pour l'arbre T2 en
comparaisonavec T1.
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(a) Impact de l'ordre aveclequellessous-arbressont trait ¶es.
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(b) Exemple d'arbre d'as-
semblage.

Fig. 6.5 { Ordre dessous-arbres.
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Cet exemple illustre l'imp act de la s¶equence des sous-arbres sur le comportement
m¶emoirede chacun desprocesseurs. Dans la sectionsuivante nous allons pr¶esenter deux
algorithmes visant µa r¶eduire l'occupation m¶emoire en modi¯ ant l'ordre des sous-arbres
dans la s¶equence initiale de chacun desprocesseurs.

6.4.5.1 Algorithme de modi¯cation de l'ordre des sous-arbres.

Dans cette section, nous pr¶esentons deux algorithmes simples visant µa optimiser la
remont¶eedans l'arbre d'assemblage.L'algorith me sebasesur la topologiede l'arbre d'as-
semblageoµu on considµere les sous-arbrescommeune seule t âche.

Algorithme 6.1 Algorith me global de g¶en¶eration de l'ordre dessous-arbres.
ordonner sous-arbres (T) :
d¶ebut

Pour tout i appartenant µa l'ensemble desracines:
d¶eterminer l'ensemble dessous-arbresde i ;
Classerlessous-arbresdans l'ordre d¶ecroissant de leur distanceµa i ;

Classerles arbrescorrespondant aux racinesdu plus profond au moins profond ;
¯n

L'algorith me 6.1 classeles sous-arbres sur un critµere topologique qui est la distance
µa la racine. Ainsi, les processeurs vont commencer leurs calculs par les sous-arbres qui
correspondent aux brancheslesplus profondesde l'arbre d'assemblagesimpli¯ ¶e (arbre oµu
on considµerechacun dessous-arbrescommeune seule t âche). Le fait de faire commencer
les processeurs par les sous-arbres qui correspondent aux branchesles plus profondesva
favoriser le processus de remont¶eeainsi que la diminution de la dur¶eede vie desblocsde
contrib utions.

Algorithme 6.2 Algorith me distribu¶e de g¶en¶eration de l'ordre dessous-arbres.
ordonner sous-arbres (T,p) :
d¶ebut

Pour tout i appartenant µa l'ensemble desracines:
Pour tout j appartenant µa l'ensemble dessous-arbresassign¶esau processeur p :

Classerles sous-arbresdans l'ordre d¶ecroissant de leur distanceµa i ;
Classerles arbrescorrespondant aux racinesdu plus profond au moins profond ;

¯n

L'algorith me 6.2 est une variante de l'algorith me 6.1 qui g¶enµere un ordre tel que les
processeurs traitent leurs sous-arbres du plus profond au moins profond. La principale
di®¶erenceavec l'algorith me 6.1 est le fait que l'ordre est g¶en¶er¶e localement sur le proces-
seur (alors que dans l'algorith me 6.1 l'ordre ¶etait global). Si nous consid¶erons le casde
l'arbre T1 donn¶e dans la ¯ gure 6.5(b), les ordres g¶en¶er¶espar les deux heuristiquessont
identiques exception faite du processeur P2 qui commencera par le sous-arbre C avec
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l'algorith me 6.1 (branche la plus profonde), alors qu'il commencerapar le sous-arbre par
le sous-arbre F avec l'algorith me 6.2 (son sous-arbre le plus profond).

6.4.5.2 R¶esultats exp¶erimentaux

Dans cette section, nous pr¶esentons desr¶esultats concernant l'occupation m¶emoiredu
solveur aprµes l'application de l'algorith me 6.1. Ces r¶esultats sont compar¶es µa MUMPSet
µa un d¶eriv¶e de l'algorith me 6.1 qui fait commencer les processeurs par les branches les
plus prochesde la racine. Les tests ont ¶et¶e faits sur l'IBM SP3 du CINES2 d¶ecrite dans
l'annexeC.

Les exp¶erimentations ont ¶et¶e faites sur les matrices BMWCRA 1, GUPTA3,
MSDOOR, SHIP 003, PRE2, TWOTONE et XENON2 (voir l'annexe C pour plus de
d¶etails). De plus, les tests on ¶et¶e e®ectu¶essur 16 processeurs sur la plate-forme d¶ecrite
pr¶ec¶edemment. En¯ n, nous avons utilis¶e AMF (Approximate Minimum Fill) et SCOTCH
[45] commetechniquesde renum¶erotation.

Nous nous int¶eressons dans ce qui suit µa la taille maximale de la m¶emoireactive sur
tous les processeurs (maximum des pics). Le choix de cette m¶etrique est motiv¶e par le
fait que cette¶etude viseµa ¶etudier lesparamµetresayant une in° uencesur le comportement
m¶emoirede maniµereµa optimiser cette derniµere.Dans ce qui suit nous nous int¶eressons µa
quatre strat¶egies:

Strat ¶egie 1. Dans cette strat¶egie,seul l'ordre desbranchesµa l'in t¶erieur dessous-arbres
estmodi¯ ¶eµa l'aidede la variante de l'algorith mede Liu (algorithme 3.1) qui permet
une utilisation m¶emoireoptimale sur les parties s¶equentielles. Concernant le haut
de l'arbre, l'ordre est un ordre pseudo-al¶eatoire oµu la seule est rµegleest que le plus
grosn¾ud ¯ ls d'un n¾ud est trait ¶e en premier µa chaque niveaude l'arbre.

Strat ¶egie 2. La variante de l'algorith me de Liu (algorithme 3.1) est appliqu¶eesur l'in -
t¶egralit¶e de l'arbre. Ainsi cette strat¶egie tend µa privil ¶egier les branches les plus
profondes.

Strat ¶egie 3. La variante de l'algorith me de Liu est toujours appliqu¶eeµa l'in t¶erieur des
sous-arbres,mais lesbranchesdu haut de l'arbre sont ordonn¶eesselonl'algorith me
6.1.

Strat ¶egie 4. La variante de l'algorith me de Liu est toujours appliqu¶eeµa l'in t¶erieur des
sous-arbres,mais lesbranchesdu haut de l'arbre sont ordonn¶eesselonl'algorith me
6.2.

Lesr¶esultats obtenus sont donn¶esdans lestableaux 6.6 et 6.7 pour AMF et SCOTCH
respectivement.

Nous pouvons constater qu'avecAMF l'algorith me6.1permet de l¶egµerement diminuer
le pic de m¶emoireactive observ¶e. Ceci est du principalement au fait qu'AMF donne des
arbrestrµesd¶es¶equilib r¶es(voir le chapitre 2). Nouspouvonsaussiremarquer que l'approche
initialement adopt¶eepar la strat¶egie1 (bas¶eesur la variante de l'algorith me de Liu) est

2Centre Informatique National de l'Enseignement Sup¶erieur
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BMWCRA 1 GUPTA3 MSDOOR SHIP 003 PRE2 TWOTONE XENON2
Strat ¶egie1
Strat ¶egie2
Strat ¶egie3
Strat ¶egie4

8.109
7.917
7.864
8.109

16.339
16.339
16.339
13.244

1.495
1.797
1.797
1.495

5.351
5.28
5.075
5.351

8.713
9.037
9.027
9.68

3.272
3.744
3.395
3.76

7.237
7.136
6.672
6.474

Tab. 6.6 { Pics de m¶emoireactive (en millions de r¶eels)observ¶essur 16 processeurs avec
AMF avec et sans l'algorith me 6.1.

dans la majorit ¶e descasmeilleure que la strat¶egie2 . Ainsi l'ordre bas¶e sur la profondeur,
donn¶epar l'algorith me6.1(strat¶egie3) peut êtreunebonneapproche.Nouspouvonsaussi
constater que l'algorith me 6.2 (strat¶egie4) est en g¶en¶eral moins bon que l'algorith me 6.1.
Ceciestdû principalement au fait quele processusderemont¶eeestfait µa plusieurs endroits
simultan¶ement. Cependant il est important designaler quesur descasparticuliers, comme
par exemple GUPTA3 avec AMF sur 16 processeurs, on obtient une diminution de 18,9
%. De plus, d'autres anomaliescommecelleobserv¶eeavecAMF sur la matrice MSDOOR
oµu lesstrat¶egie1 et 4 ont la meilleure occupation m¶emoire.

P0
P0

P1

P1

P2

A B

C D

E

P0, P1, P2 : processeurs
A,B,C,D,E,F,G : sous-arbres

H

G

P1 P2

P0

P1

P2

Fig. 6.6 { Illu stration desproblµemesrelatifs µa la taille dessous-arbres.

En analysant cessituations (GUPTA3 avec les strat¶egies1,2 et 3 et MSDOOR avec
lesstrat¶egies2 et 3), nous avons observ¶e que le pic m¶emoireest atteint µa l'in t¶erieur d'un
sous-arbre. Cela est illustr¶e dans la ¯ gure 6.6. En e®et,lorsqu'un processeur a plusieurs
sous-arbres et que sessous-arbres n'apparaissent que dans les parties les plus hautes de
l'arbre, il peut traiter plusieurs sous-arbresavant que lesblocsde contrib ution de ceux-ci
ne soient consomm¶es. En d'autres termes, et si nous revenons µa l'exemple, le bloc de
contrib ution produit par la racine du sous-arbre situ¶e sur la branche la profonde (sous-
arbre E sur P0) seraconsomm¶e longtemps aprµessa g¶en¶eration. De ce fait il serapr¶esent
en m¶emoire lorsque le processeur traitera sesautres sous-arbres (qui peuvent être plus
côuteux commemontr¶e dans la ¯ gure 6.6). Ainsi, dans ce genre de con̄ guration oµu un
processeur (en l'occurrenceP0) a plusieurs sous-arbres(E et G), il estparfoispr¶ef¶erable de
faire commencer le processeur par le sous-arbre le plus côuteux, en l'occurrenceG, (même
si cedernier n'est passur la branche la profonde). Il est donc important de permettre aux
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processeurs de changer l'ordre donn¶e par l'algorith me 6.1 pour am¶eliorer le pic m¶emoire.

BMWCRA 1 GUPTA3 MSDOOR SHIP 003 PRE2 TWOTONE XENON2
Strat ¶egie1
Strat ¶egie2
Strat ¶egie3
Strat ¶egie4

7.706
7.706
7.706
7.137

4.989
4.998
4.989
5.019

2.783
2.783
2.783
2.783

7.907
7.907
7.907
7.907

9.029
9.879
10.594
10.083

3.652
3.652
3.506
3.984

5.559
5.489
5.228
5.913

Tab. 6.7 { Pics de m¶emoireactive (en millions de r¶eels)observ¶essur 16 processeurs avec
SCOTCH avec et sans l'algorith me 6.1.

En ce qui concerne SCOTCH, nous pouvons voir que l'algorith me 6.1 (Strat ¶egie3)
peut être moins e±caceen terme de comportement m¶emoireque la strat¶egie1 (sur PRE2
par exemple). Ceci peut être expliqu¶e par le fait que SCOTCH g¶enµere des arbres d'as-
semblage bien ¶equilib r¶es (voir le chapitre 2). De ce fait, l'ordre donn¶e par l'algorith me
6.1, qui est bas¶e sur la distance µa la racine, n'est pas adapt¶e vu que les sous-arbres sont
tous µa desdistancescomparables de la racine. Une solution pour ce genre de problµemes
serait de prendre en compte la distribution desn¾uds de l'arbre sur lesprocesseurs dans
l'algorith me6.1. Il estaussiimportant de prendre encompte la taille dessous-arbresdans
le choix de l'ordre en sebasant sur les r¶esultats s¶equentiels pr¶esent¶esdans le chapitre 3.

6.4.5.3 R¶esum¶e

De maniµereg¶en¶erale, il ressortqu'il est important de prendre en compte la topologie
de l'arbre, la taille des sous-arbres (t âches initiales), et l'a®ectation des t âches sur les
processeurs pour ¶elaborer une strat¶egievisant µa g¶en¶erer l'ordre dans lequel lessous-arbres
sont trait ¶es.

Notons cependant qu'un algorithme qui produit un ordre dessous-arbresdevrait être
coupl¶e avec une strat¶egiestatique d'a®ectationstatique de cesderniers ainsi qu'avec un
m¶ecanismepermettant de limiter leur taille.

Dans la suite nous utilisons la strat¶egie1 pour l'ordre dessous-arbres.

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons pr¶esent¶e une ¶etude du comportement m¶emoire de la
m¶ethode multifron tale parallµele. Il est apparu que la m¶emoireactive ne passait pas trµes
bien µa l'¶echelleet que sadistribution sur lesprocesseurs pouvait être am¶elior¶ee.En cequi
concerne la m¶emoiretotale, nousavonsobserv¶equecettederniµerepassaitmieux µa l'¶echelle
et ceci grâceµa une bonne r¶epartition des facteurs sur les processeurs. Puis, nous avons
d¶ecrit les facteurs limitan t l'obtention d'un comportement m¶emoirede meilleure qualit¶e.
Ainsi, nous avons mis en avant desproblµemesli¶esaux choix desesclaveset µa la gestion
des t âches statiques sur les processeurs. De plus, une ¶etude exp¶erimentale pr¶eliminaire
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a permis de mettre en avant l'imp act de l'ordre de traitement dest âches initiales sur le
comportement de la m¶ethode.

Cette ¶etude a permis de montrer les points critiquesµa solutionner pour obtenir une
bonne scalabilit ¶e et une occupation m¶emoireraisonnable pour la m¶ethode multifron tale
parallµele.Ainsi, en sebasant sur cesr¶esultats, nous proposons dans le chapitre 7 un en-
semble de m¶ecanismeset d'algorithmesvisant l'am¶elioration du comportement m¶emoire.
Cesdernierscorrespondent µa destechniquesd'ordonnancement dans lesquellesla m¶emoire
est consid¶er¶eeen priorit ¶e.
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Chapitre 7

Strat ¶egies d'ordonnancement pour la
m¶emoire dans la m¶ethode multi frontal e

Nous avons ¶etudi¶e dans le chapitre 6 le comportement m¶emoirede la m¶ethode mul-
tifrontale parallµele dans le cas du solveur multifron tal MUMPS. Nous avons pu voir lors
de cette ¶etude que le comportement m¶emoirede la m¶ethode multifron tale parallµelepou-
vait être am¶elior¶e. Commepr¶esent¶e dans le chapitre 4, l'approche multifron tale parallµele
utilise une combinaisonde strat¶egiesd'ordonnancement statiqueset dynamiques.Ainsi,
nous pr¶esentons dans cechapitre de nouveaux m¶ecanismesd'ordonnancement dynamique
bas¶essur la m¶emoirevisant l'am¶elioration du comportement m¶emoirede la m¶ethode mul-
tifrontale parallµele. Un premier aspect concerne la strat¶egiede s¶election d'esclavespour
les t âches parallµelespendant la factorisation. Le deuxiµeme aspect porte sur les strat¶e-
gies localesde s¶elections des t âches assign¶eesde maniµere statique µa chaque processeur
(voir la section4.3.2pour une pr¶esentation d¶etaill¶eede cesm¶ecanismes).Cesm¶ecanismes
visent la r¶eduction de la m¶emoire n¶ecessaireµa la factorisation ainsi que l'am¶elioration
de l'¶equilib rage de la m¶emoire entre les processeurs prenant part µa la factorisation. Il
est important de signaler que cette ¶etude va permettre de mieux appr¶ehender les e®ets
des ordonnanceurs bas¶es sur la m¶emoire et constitue un premier pas vers l'¶elaboration
de strat¶egieshybridesqui seront e±cacesen terme de performanceet qui auront un bon
comportement m¶emoire.

Dans ce chapitre, nous commencerons par pr¶esenter une strat¶egiede s¶election d'es-
claves bas¶ee sur la m¶emoire. Puis, dans la section 7.2, nous d¶ecrirons des m¶ecanismes
visant µa am¶eliorer la qualit¶e desd¶ecisions prisespar la strat¶egiede s¶election d'esclaves.
Ensuite, nous introduirons dans la section 7.3 une strat¶egiede s¶election de tâches avec
contraintes m¶emoirequi ¶etend celledonn¶eedans la section4.3.2(voir le chapitre 4). En-
¯ n, dans la section 7.4, nous pr¶esenterons une ¶etude exp¶erimentale qui illustre l'apport
des strat¶egiesd'ordonnancement dynamique bas¶eessur la m¶emoire. Finalement, nous
conclurons.

95
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7.1 Strat ¶egie de s¶election d'esclaves bas¶ee sur la m¶e-
moire

Nous d¶ecrivons dans cette sectionune nouvelle approche pour la s¶election d'esclaves
pour lesn¾uds de type 2. Cette approchea pour principal objectif dediminuer la taille de
la m¶emoiren¶ecessaireµa la factorisation enam¶eliorant l'¶equilib ragede la m¶emoireentre les
processeurs. Cet algorithme est complµetement dynamique et sebasesur descontraintes
dynamiquesli¶eesµa la m¶emoire.De cefait il est fortement d¶ependant du m¶ecanismeutilis¶e
pour fournir au processeur mâ³tre une vuede l'¶etat desautres processeurs. Rappelons que
dans tout ce qui suit, nous utilisons l'algorith me 5.3 (pr¶esent¶e dans le chapitre 5) pour
fournir au processeur la vuedu systµemen¶ecessaireµa leur s¶electiond'esclaves.L'algorith me
de s¶electiond'esclavesbas¶e sur la m¶emoireest donn¶e ci-dessous :

Algorithme 7.1 S¶electiond'esclavesbas¶eesur la m¶emoire.
Debut

Classerlesesclavespotentiels dans l'ordre croissant de leur m¶emoireoccup¶eerespec-
tiv e;
Trouver le plus petit i , nombre de processeurs, tel que

P i
j =1 (mem[i ] ¡ mem[j ]) est

plus petit que la surfacedu bloc µa distribuer sur lesesclaves;
Pour j = 1 µa i :

Attrib uer le nombre de lignescorrespondant µa (mem[i ] ¡ mem[j ]) au processeur
j ;

A®ecterles lignesrestantes ¶equitablement entre les processeurs 1..i ;
nombre esclaves=i ;

P1 P2 P3

Pic m�moire courant

S�lection d'esclaves 
sur P0 

P0

Fig. 7.1 { Strat ¶egiede s¶electiond'esclavesbas¶eesur la m¶emoire.

L'algorith me choisit lesprocesseurs esclavesen sebasant sur la m¶emoireoccup¶eesur
chacun d'eux (le tableau mem dans l'algorith me 7.1). Il tend µa s¶electionner le plus petit
nombre deprocesseurs qui ¶equilib re le mieux la m¶emoiredemaniµereglobalesans d¶epasser
le pic courant (i.e. pic observ¶e depuis le d¶ebut de la factorisation). La ¯ gure 7.1 illustre
le processus de s¶electiond'esclavesd¶ecrit par l'algorith me 7.1. Lorsqu'un processeur doit
choisir des esclaves, il commence par les trier dans l'ordre croissant de la taille de leur
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chargem¶emoirerespective.Puis, il distribueleslignesdela matrice frontale d'unemaniµere
telle que la m¶emoireest¶equilib r¶eeentre lesprocesseurs et que le pic courant est pr¶eserv¶e
(si possible). Le d¶ecoupagede la matrice produit par l'algorith me est maintenant irr¶egu-
lier aussi bien pour les cassym¶etriqueset que non-sym¶etriques(voir la ¯ gure 7.3). Ceci
est motiv¶e par le fait qu'un d¶ecoupageirr¶egulier permet d'avoir un ¶equilib rageplus per-
formant qu'un d¶ecoupager¶egulier dans lequel tous les processeurs s¶electionn¶esre»coivent
une tâche esclave de mêmetaille. En e®et,si nous consid¶erons la situation donn¶eedans
la ¯ gure 7.2 dans laquelle une s¶election d'esclaves doit être faite par un processeur au
moment oµu le systµemeest trµesd¶es¶equilib r¶e, nous pouvons constater qu'un ¶equilib ragede
meilleure qualit¶e est obtenu avec un d¶ecoupageirr¶egulier pour les t âchesesclaves.

P1 P2 P3

S�lection d'esclaves 
sur P0 

Charge 

D�co
up

ag
e 

irr
�gu

lie
r

D�coupage r�gulier

P1 P2 P3

Charge 

P1 P2 P3

Charge 

Fig. 7.2 { Comparaison entre d¶ecoupagesr¶eguliers et irr¶eguliers pour les matrices cor-
respondant aux n¾uds de type 2.

En¯ n, signalons que les lignesattrib u¶eesµa chacun desprocesseurs sont contiguÄes.

Ma�tre (P0) Ma�tre (P0)

Esclave 1 (P2)

Esclave 2(P1)

Esclave 3 (P3)

Non-sym�trique

Ma�tre (P0)

Sym�trique

Ma�tre (P0)

Esclave 1 (P2)

Esclave 2(P1)

Esclave 3 (P3)

Fig. 7.3 { Exemple de partition nement de la matrice associ¶eeµa un de type 2 pour lescas
sym¶etriqueset non-sym¶etrique.

Bien que l'algorith me 7.1 soit con»cu pour fonctionner aussi bien pour les matrices
sym¶etriquesque non-sym¶etriques,nous allons dans cequi suit nous concentrer sur le cas
non-sym¶etrique, le d¶ecoupagedesmatricessym¶etriques¶etant plus compliqu¶e.
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Maitre Esclave

Temps Temps

Informations relatives à la m�moire

D�signation d'esclave

Problème avec la coh�rence des informations relatives à la m�moire

Traitement d'une nouvelle tache

Fig. 7.4 { Exemple illustrant la n¶ecessit¶e de pr¶edire l'activation dest âches.

Comme d¶ecrit pr¶ec¶edemment, l'algorith me 7.1 s¶electionne les esclaves en se basant
sur la taille de la m¶emoireoccup¶eesur chacun desprocesseurs. Cette information ¶etant
trµes instantan¶ee, des variations de la taille de la m¶emoire occup¶ee peuvent avoir lieu
entre le moment oµu le choix desesclavesest fait et le moment oµu la t âche est r¶eellement
trait ¶eesur le processeur esclave.Ainsi, dessituations critiquespeuvent survenir au niveau
desprocesseurs esclaves.La ¯ gure 7.4donne une illustration de ceph¶enomµene. Quand un
processeur mâ³tre i s¶electionneun processeur j pour lui attrib uer une tâcheesclave, il doit
prendre encompte lest âchesqui seront trait ¶eessur l'esclavedansun futur proche.Si nous
consid¶erons l'exemple donn¶e dans la ¯ gure 7.4, la nouvelle t âche trait ¶eesur le processeur
esclavepeut avoir degrosbesoinsm¶emoireet donc peut occasionner uneaugmentation du
pic m¶emoire.Il est donc utile de prendre en compte les t âchesµa-venir sur lesprocesseurs
esclaves potentiels pour ¶eviter les situations critiques d¶ecrites pr¶ec¶edemment. Dans la
section suivante, nous nous int¶eressons µa l'in jection de ce genre d'in formation dans la
strat¶egiede s¶electiond'esclavesbas¶eesur la m¶emoire.

7.2 Am¶elioration des strat ¶egies dynamiques bas¶ees sur
la m¶emoire

Dans cette sectionnous pr¶esentons desm¶ecanismesannexesµa la strat¶egiede s¶election
d'esclavespr¶esent¶eedansla sectionpr¶ec¶edente. Commemontr¶edansla sectionpr¶ec¶edente,
lesstrat¶egiesdynamiquesdoivent prendre encompte lest âchesµa-venir sur chaque proces-
seur dans un futur proche avant de prendre une d¶ecisiond'ordonnancement. Cestâches
sont caract¶eris¶eespar le fait qu'elle sont statiquement assign¶es µa un processeur donn¶e.
Pour assurer un bon comportement m¶emoire,nous devons fournir desinformations rela-
tiv esµa cest âches.Nous distinguerons dans ce qui suit les t âchesqui appartiennent µa un
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sous-arbre (voir le chapitre 4) de cellesqui appartiennent aux coucheshautes de l'arbre.
Ainsi, deux m¶ecanismesqui consistent µa injecter desinformations statiquesdans leschoix
dynamiquesde l'algorith me 7.1 sont pr¶esent¶es.

7.2.1 Les sous-arbres

Les sous-arbres peuvent être critiques en terme d'occupation m¶emoire (voir le cha-
pitre 6). Ainsi, une strat¶egiedynamique bas¶eesur la m¶emoiredoit prendre en compte le
fait qu'un processeur est en train de traiter un sous-arbre pour ¶eviter une trop grande
augmentation de la taille de la m¶emoire occup¶ee sur l'esclave. En e®et,les sous-arbres
sont caract¶eris¶espar le fait que la m¶emoirepeut avoir de grandesvariations pendant leur
traitement. De plus, dans cette partie de l'arbre d'assemblage, le bas de l'arbre en l'oc-
currence,lest âchesne sont pastrµescôuteuseset celaimplique desvariations importantes
de la m¶emoiredans de faibles intervallesde temps. La strat¶egiedynamique bas¶eesur la
m¶emoire doit alors être au courant du fait qu'un processeur est en train de traiter un
sous-arbre. Ainsi, lorsqu'un processeur commencele traitement d'un sous-arbre, il envoie
le côut m¶emoirede l'in t¶egralit¶e du sous-arbre µa tous lesautres processeurs. µA la r¶eception
d'un tel message,chaque processeur ajoute le côut du sous-arbre re»cu dans le messageµa
la taille de la m¶emoireoccup¶eesur le processeur ¶emetteur. Ainsi, cette strat¶egieconser-
vatrice permet d'¶eviter les problµemesm¶emoiredûs aux sous-arbres. Une description du
m¶ecanismeest donn¶eedans l'algorith me 7.2. Il est important de signaler que pour ¶eviter
de comptabiliser deux fois la m¶emoireoccup¶eepar le sous-arbre, la taille occup¶eepar le
sous-arbre µa chaque instant est retranch¶eede la taille de la m¶emoireoccup¶eesur chacun
desprocesseurs. Cem¶ecanismesuppl¶ementaire n'est pasd¶ecrit dans l'algorith me 7.2pour
desraisons de clart¶e.

Algorithme 7.2 Gestion dynamique dessous-arbres.
I nitialisation :

Construire le tableau ssarbr contenant le pic de chacun dessous-arbres;
Au d¶ebut du sous-arbre i :

Envoyer un messagede type maj ssarbr contenant ssarbr[i ] µa tous les autres proces-
seurs;

µA la ¯n du sous-arbre i :
Envoyer un un messagede type maj ssarbr contenant ¡ ssarbr[i ] µa tous les autres
processeurs;

µA la r¶eception d'un message maj ssarbr en pro venance du pro cesseur Pi :
mem[i ] = mem[i ] + contenu du message;

En¯ n il est µa noter que cette strat¶egie de gestion dynamique des sous-arbres doit
être combin¶eeµa un m¶ecanisme de r¶eduction statique de la taille dessous-arbres (voir la
section6.4.2du chapitre 6).
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7.2.2 N¾uds du haut de l'arbre

Concernant les n¾uds du haut de l'arbre, c'est-µa-dire les n¾uds n'appartenant pas µa
dessous-arbres,nous devons être capables,au niveaudynamique, d'anticip er l'activation
d'un n¾ud. En e®et,tout processeur i doit ¶eviter de s¶electionner un processeur j pour
une tâche esclave si ce dernier va commencer dans un futur proche une tâche mâ³tre qui
peut avoir un côut m¶emoire important. Consid¶erons par exemple la situation pr¶esent¶ee
dans le ¯ gure 7.5 dans laquelle le processeur P0 va traiter dans un futur proche un n¾ud
de type 1. Une augmentation du pic m¶emoirepeut être observ¶eesi le processeur P0 est
s¶electionn¶ecommeesclave (voir la ¯ gure 7.5(a), dans laquelle la lignepointill ¶eerepr¶esente
le pic m¶emoiredepuis le d¶ebut de la factorisation).

P0 P2 P0 P2 P0 P2

M�moire M�moire M�moire
pic m�moirePic m�moirePic m�moire

Sans pr�dictions

S�lection d'esclaves 
pour P1

Activation d'un tâche 
maître

M�moire initiale M�moire envoy�e par P1 Coût m�moire de la t�che ma�tre

(a) Sansm¶ecanismede pr¶ediction

P0 P2 P0 P2

M�moire M�moire
Pic m�moirePic m�moire

�stimation du coût m�moire de la t�che ma�tre à-venir

P0 P2

M�moire
Pic m�moire

Avec pr�dictions

S�lection d'esclaves 
sur P1

Activation d'une tâche 
maître sur P0

M�moire initiale M�moire envoy�e par P1 Coût m�moire de la t�che ma�tre

(b) Avec m¶ecanismede pr¶ediction

Fig. 7.5 { Situation critique lors du traitement d'un n¾ud du haut de l'arbre.

A¯ n d'¶eviter cegenre de situations critiques,il estn¶ecessairede pr¶edire l'activation de
telles t âches.Ceci peut être fait simplement grâceµa la structure de l'arbre d'assemblage.
En e®et,un n¾ud devient activable lorsque tous ses¯ ls ont ¶et¶e trait ¶es. De ce fait si
chaqueprocesseur traitan t un des¯ ls du n¾ud envoieun messageau processeur encharge
pµere lorsqu'il commence son traitement, le processeur charg¶e du pµere saura que la t âche
associ¶eeau pµere va devenir activable dans un futur proche. Il peut alors envoyer le côut
m¶emoirede cette t âche µa tous lesautres processeurs. De plus, si plus d'une tâche est dans
ce cas(i.e. activables dans un futur proche), le processeur envoie le côut m¶emoirede la
t âche, dans l'ensemble dest âchesqui deviendront activablesdans un futur proche, ayant
lesplus grosbesoins m¶emoire.En¯ n, dµesque la t âche est activ¶ee,le processeur concern¶e
envoie le nouveau côut correspondant µa la t âche ayant les plus gros besoins m¶emoireet
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appartenant µa l'ensemble dest âchesqui deviendront activablesdans un futur proche.Une
description plus d¶etaill¶eede cem¶ecanismeest donn¶eedans l'algorith me 7.3. Un exemple
de l'imp act d'un tel m¶ecanismeest donn¶eedans la ¯ gure 7.5(b). Nous pouvons constater
que l'in formation concernant la prochaine t âche mâ³tre sur P0 a ¶et¶e utile pour ¶eviter un
accroissement dramatique du pic sur ce mêmeprocesseur.

Algorithme 7.3 Gestion desn¾uds du haut de l'arbre.
I nitialisation :

E = ; ; ensemble dest âchesqui deviendront activablesdans un futur proche
nb f utur = 0; nombre destâchesactivablesdans un futur proche
Pour tout i 2 haut de l'arbre :

f il s[i ] =n ombre de ¯ ls de i ;
Au d¶ebut d'une t âche t i du haut de l'arbre :

Envoyer un messagede type ¯ls ok(t i ) au processeur en chargedu pµere;
µA la r¶eception d'un message de typ e ¯ls ok( t i ) :

f il s[t i ] = f il s[t i ] ¡ 1;
Si f il s[t i ] = 0 Alors

nb f utur = nb f utur + 1;
E = E [ f t i g;
Envoyer un messagede type tâche futur contenant max

E
(coût m¶emoirede la t âche) ;

µA la r¶eception d'un message t âche futur en pro venance du pro cesseur Pi :
mem[i ] = mem[i ] + contenu du message;

µA l'activ ation d'une t âche t i :
E = E n f t i g;
nb f utur = nb f utur ¡ 1;
Envoyer un messagede type tâche futur contenant : max

E
(coût m¶emoirede la t âche) ¡

(coût m¶emoirede la t âche t i ) ;

Danscequi suit nousappellerons\algorith me7.1" l'algorith me7.1dans lequel lesdeux
m¶ecanismesd¶ecrits pr¶ec¶edemment sont utilis¶es.Ainsi, nous utiliserons un algorithme de
s¶electiond'esclavesqui prend encompte lescontraintesli¶eesaux sous-arbreset aux n¾uds
du haut de l'arbre de grande taille.

7.3 Strat ¶egie de s¶election de t âchesavec contraintes m¶e-
moire

Danscettesectionnouspr¶esentonsunestrat¶egiedes¶electiondetâchesaveccontraintes
m¶emoire.Le terme tâche d¶esigne les n¾uds de type 1 et les mâ³tres de type 2 assign¶es
statiquement aux di®¶erents processeurs. Nous rappelons que lest âchesesclavessont prio-
ritaires par rapport aux t âchesauxquellesnous nous int¶eressons dans cette section(voir
l'algorith me 4.3). De plus, il est important de rappeler que chaque processeur dispose
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d'un ensemble locale de tâches activables dans lequel il choisit la t âche µa activer (voir
la section 4.3.2). La strat¶egiede s¶election dans cet ensemble est une politique ®dernier
arriv¶e, premier servī (LIF O). En¯ n, il est important de signaler que dans la strat¶egie
de s¶election d'esclavesbas¶eesur la charge de travail (voir la section 4.3.1), la charge du
processeur est mise µa jour (i.e. envoy¶ee vers les autres processeurs en utilisant un des
m¶ecanismespr¶esent¶esdans le chapitre 5) dµesqu'une tâche est ins¶er¶eedans l'ensemble des
t âchesactivables. µA l'oppos¶e, pour lesstrat¶egiesd¶ecritesdans cechapitre, qui sont bas¶ees
sur la m¶emoire,l'in formation relative µa la taille de la m¶emoireoccup¶eesur le processeur
n'est mise-µa-jour qu'une fois que la t âche est activ¶ee(i.e. extraite de l'ensemble).

Ainsi, lesstrat¶egiesbas¶eessur la chargede travail disposent d'une vue µa plus ou moins
long terme de ce qui va sepassersur le processeur alors que les strat¶egiesbas¶eessur la
m¶emoireont une vue trµes instantan¶eede la m¶emoireoccup¶ee.Ceci a pour cons¶equence
de rendre les choix li¶es µa la m¶emoire plus d¶elicats : il est plus di±cile de garantir que
la d¶ecisionque le processeur prend µa un instant reste bonne au moment oµu les esclaves
commencent le traitement dest âchesesclaves.

. . .

Sous-arbre 1

. . .

Sous-arbre 2

T2T1FFFF

T�che A

M�moire
Pic m�moire

Occupation m�moire courante

Co�t de la t�che A

Co�t du sous-arbre 
courant (Sous-arbre 2)

Ensemble des t�ches activables de P0

M�moire
Pic m�moire

Activation d'une nouvelle t�che

Activation de la t�che A (noeud de type 2) Activation des noeuds appartenant au Sous-arbre 2

Strat�gie standardAlgorithme 7.4

Fig. 7.6 { Exemple d'une situation critique avec la strat¶egiede s¶electiond'esclaves.

Le principal inconv¶enient de la strat¶egiede s¶election de tâchesbas¶eesur une gestion
LIFO est qu'elle ne prend pas en compte la m¶emoiren¶ecessaireau traitement du n¾ud
dans le processus de choix de la t âche µa activer. En e®et,si nous consid¶erons par exemple
la situation pr¶esent¶eedans la ¯ gure 7.6 dans laquelleun processeur est en train de traiter
un sous-arbre lorsqu'un n¾ud de type 2 est ins¶er¶e dans sonensemble de tâchesactivables,
la strat¶egiedebaseva activer cen¾ud mêmesi la taille de la m¶emoireoccup¶eeestcritique
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(situation degauchedans la ¯ gure). Ainsi, le côut m¶emoiredu n¾ud detype 2 va s'ajouter
au côut m¶emoiredu sous-arbre et celapeut occasionner uneaugmentation cons¶equente de
la taille de la m¶emoireoccup¶eesur ceprocesseur. µA l'oppos¶e, si le processeur retarde l'ac-
tivation du n¾ud de type 2 jusqu'µa ceque la taille de la m¶emoireoccup¶eedevienne moins
critique, le pic m¶emoire ne va pas augmenter. Dans le but d'¶eviter de telles situations,
nous proposons un algorithme de s¶election de tâches plus sophistiqu¶e (algorithme 7.4).
Cet algorithme choisit la t âche µa activer en prenant en compte descontraintes bas¶eessur
la taille de la m¶emoireoccup¶eesur le processeur.

Algorithme 7.4 Strat ¶egiede s¶electiondest âchesactivable.
Si la t âche la plus jeune appartient µa un sous-arbre Alors

Renvoyer la t âche la plus jeune
Sinon

Pour i 2 ensemble dest âchesactivables : /* parcouruesde la plus jeuneµa la plus
ancienne*/

Si côut m¶emoire(i) + m¶emoireoccup¶ee(incluant le pic du sous-arbre courant) 6
pic m¶emoiremesur¶e depuis le d¶ebut de la factorisation Alors

Renvoyer i
Sinon

Si i appartient µa un sous-arbre Alors
Renvoyer i

Renvoyer la t âche la plus jeune

Si le processeur est en train de traiter un sous-arbre et que la t âche la plus jeune
de l'ensemble appartient µa un sous-arbre, elle est syst¶ematiquement activ¶ee. Ceci est
motiv¶e par le fait que les sous-arbres peuvent être trµescôuteux en m¶emoireet qu'il est
donc pr¶ef¶erable d'essayer de les traiter dans une p¶eriode assezcourte. Si par contre le
n¾ud le plus jeune dans l'ensemble dest âchesactivablesn'appartient pasµa un sous-arbre
(i.e. n¾ud du haut de l'arbre), l'algorith me la s¶electionne uniquement si elle ne va pas
augmenter le pic m¶emoireobserv¶e depuis le d¶ebut de la factorisation. Dans le casoµu elle
ne peut pas être activ¶ee,l'algorith me essaye d'activer les t âcheslesunesaprµeslesautres
jusqu'µa cequ'il trouve une tâche qui n'augmente pas le pic m¶emoire.Il est important de
signaler que lors de la recherche de la t âche µa activer dans cecas,l'algorith me s¶electionne
une tâche appartenant µa un sous-arbre dµes qu'elle est rencontr¶ee dans le processus de
recherche. Ainsi, nous tentons de garder en priorit ¶e une approche visant la remont¶eedans
l'arbre. Il serait globalement dangereux de trop s'¶eloigner de ce m¶ecanisme de remont¶ee
d'abord qui tendrait µa activer un nombre de tâchesimportant simultan¶ement augmentant
ainsi la m¶emoireactive globale.

7.4 R¶esultats exp¶erimentaux

Il est µa noter que la conception desalgorithmespr¶esent¶esdans les sections 7.1, 7.2.2
et 7.3 sont le r¶esultat d'un grand nombre d'exp¶erimentations et nous nous concentrons
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sur l'illu stration de leurs e®etsglobaux.

Dans le but d'¶etudier l'imp act desstrat¶egiesd'ordonnancement dynamique pr¶esent¶ees
dans les parties pr¶ec¶edentes, nous exp¶erimentons nos strat¶egiessur di®¶erents problµemes
(voir le tableau 7.1). Les tests ont ¶et¶e e®ectu¶essur la plate-forme IBM SP de l'IDRIS 1

qui est d¶ecrite en d¶etails dans l'annexeC.

Matrice Ordre NZ Type
BMWCRA 1 148770 5396386 SYM

GUPTA3 16783 4670105 SYM
MSDOOR 415863 10328399 SYM
SHIP 003 121728 4103881 SYM

PRE2 659033 5959282 NS
TWOTONE 120750 1224224 NS

ULTRASOUND3 185193 11390625 NS
XENON2 157464 3866688 NS

Tab. 7.1 { Problµemesde test.

Nous avons test¶e nos strat¶egiessur 32 processeurs de la plate-forme d¶ecrite ci-dessus
en utilisant di®¶erentes techniques de renum¶erotation : AMD, AMF , PORD et METIS
(voir l'annexe C pour plus de d¶etails). Malheureusement, il ne nous a pas ¶et¶e possible
d'utiliser SCOTCH sur cette machine en raison de di±cu lt¶es µa porter le logiciel. Ces
techniques sont utilis¶eespour ¶etudier le comportement de nos strat¶egiessur di®¶erentes
topologiesd'arbres d'assemblage (voir le chapitre 2 pour une ¶etude de l'imp act de la
renum¶erotation sur la topologiede cesarbres). En¯ n, il faut ¶egalement signaler que dans
cequi suit nous nous int¶eressons µa la mesure de la m¶emoireactive. Les r¶esultats obtenus
sont donn¶esdans le tableau 7.2.

METIS PORD AMD AMF
BMWCRA 1 3 0 0.6 4.1

GUPTA3 - 0 0 0
MSDOOR 14.3 0 2 0
SHIP 003 2 -1 2.1 0.2

PRE2 10.3 1 8.8 -10.5
TWOTONE -0.3 -4.9 10.9 50.6

ULTRASOUND3 16.5 3.5 -2 3.9
XENON2 3.5 0 12 12.4

Tab. 7.2 { Pourcentagede r¶eduction du pic de m¶emoireactive obtenu par la combinaison
de nos strat¶egiesdynamiques.

Nous observons que les strat¶egiesdynamiques bas¶eessur la m¶emoire am¶eliorent le
comportement m¶emoirede la m¶ethode multifron tale parallµelepour quelquescouplesma-
trice/technique de renum¶erotation.

Pour lesmatricessym¶etriques,nous observons qu'une majorit ¶e desgains donn¶esdans
le tableau 7.2 sont nuls. Cesr¶esultats n¶egatifssont dûs au fait que le pic m¶emoireest at-
teint pendant le traitement d'un sous-arbre alorsqu'aucune s¶electiond'esclave n'a encore
¶et¶e faite. De ce fait, nos strat¶egiesne peuvent pas ¶eviter ce type de comportements qui
sont li¶esµa l'aspect statique de l'ordonnancement.

1Institut du D¶eveloppement et desRessourcesen Informatique Scienti¯que
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Cette observation montre que dans le cassym¶etrique, la d¶e¯nition de la strate S0 (voir
la section 4.2.1 ainsi que la ¯ gure 4.2) doit être am¶elior¶ee pour prendre en compte des
critµeresm¶emoire tels que ceux pr¶esent¶esdans la section 6.4.2. Ainsi, la scalabilit ¶e de la
m¶emoireactive pourra être am¶elior¶ee.

Concernant les matrices non-sym¶etriques,certains gains sont signi¯ catifs, mais dans
plusieurs casle gain par rapport µa la strat¶egiebas¶eesur la chargede travail est faible. De
plus, il est important de signaler que dans le casoµu le gain est n¶egatif, le pic est obtenu
lors de l'activation d'une tâche mâ³tre correspondant µa un gros n¾ud de type 2 (voir la
partie gauche de la ¯ gure 7.1). Par exemple, si nous prenons le casdu problµemePRE2
avec AMF , le pic de m¶emoire active est atteint lors de l'activation d'une tâche mâ³tre
dont la taille est de 3.6 millions d'¶el¶ements alors que le pic m¶emoireest de l'ordre de 5.4
millions d'¶el¶ements.

Pour pallier cegenre deproblµemes,nousproposonsunemodi¯ cation statiquedel'arbre
d'assemblageen scindant certainest âches,en l'occurrencecellesqui posent problµeme,en
une châ³ne de plusieurs n¾uds (voir la section 6.4.4). Ainsi, nous avons utilis¶e un seuil
arbitraire ¯ x¶e µa 2 millions d'¶el¶ements pour la d¶e¯nition de cette strat¶egie.En d'autres
termes,nous n'autorisons pasun n¾ud du haut de l'arbre µa avoir une taille sup¶erieure µa
2 millions d'¶el¶ements.

Lesstrat¶egiesm¶emoiresont moins limit ¶eespar la pr¶esencede tâchesmâ³tre de grande
taille et donnent de cefait de meilleurs r¶esultats sur cetype d'arbre. Dans le tableau 7.3,
nous donnons les r¶esultats obtenus sur un arbre avec limitation de la taille des n¾uds
mâ³tre par nosstrat¶egiesm¶emoirepar rapport µa ceux obtenusavecla strat¶egiebas¶eesur la
chargede travail. Nous pouvons constater que lesgains sont globalement plus signi¯ catifs
dans ce cadre exp¶erimental.

METIS PORD AMD AMF
PRE2 11 16.9 4.3 0.8

TWOTONE 9.2 0 14.1 51.4
ULTRASOUND3 5.9 13.4 -2.8 14.1

XENON2 12.9 0 -3.3 9

Tab. 7.3 { Pourcentage de r¶eduction de la taille de la m¶emoire active en utilisant les
strat¶egiesdynamiques; l'arbre a ¶et¶e modi¯ ¶e pour limiter la taille dest âchesmâ³tre.

En ce qui concerne TWOTONE avec AMF , le gain est approximativement le même
que celui donn¶e dans le tableau 7.2 parce que toutes les t âchesavaient initialement une
taille inf¶erieure µa notre seuil.

Nous observons une augmentation de la taille de la m¶emoire active en utilisant nos
strat¶egiesm¶emoire sur les arbres modi¯ ¶es statiquement dans seulement deux cas.Pour
ULTRASOUND3 et AMD, l'augmentation estprincipalement dueaux m¶ecanismesd¶ecrits
dans les sections 7.2.1 et 7.2.2 relatives µa la gestion dynamique des sous-arbres et µa la
pr¶ediction de l'activation dest âchesdu haut de l'arbre, respectivement. En e®et,dans ce
cas,le pic dem¶emoireactiveestatteint quand un processeur (Pi ) commencele traitement
d'une tâche esclave envoy¶eepar un autre processeur (Pj ). Ceci ne peut pasnormalement
augmenter le pic m¶emoire,mais µa cemoment de la factorisation, tous lesprocesseurs ont
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approximativement la même taille de m¶emoire occup¶ee et la plupart d'entre eux (mis
µa part Pi ) ont envoy¶e une information de pr¶ediction. Ainsi, quand Pj s¶electionne ses
esclaves, il va choisir en priorit ¶e ceux qui n'ont pas de tâches activables dans un futur
proche.

En ce qui concerne XENON2 et AMD, le pic est atteint avant toutes les s¶elections
d'esclaves.Ce ph¶enomµene est un e®etde bord de m¶ecanisme de gestiondest âchesacti-
vablespr¶esent¶e dans la section4.4. En e®et,dans cet exemple, le processeur est en train
de traiter un sous-arbre quand un n¾ud de type 1 du haut de l'arbre devient activable.
Ainsi, en utilisant l'algorith me 7.4, le processeur va d¶ecider de retarder l'activation de
cette t âche. Il traite alors le sous-arbre jusqu'µa sa ¯ n. Le pic est alors atteint lorsque
le n¾ud de type 1 est activ¶e. µA ce moment, sa m¶emoire ne contient que des blocs de
contrib ution, qui correspondent aux racinesdessous-arbrestrait ¶es,et le n¾ud de type 1.
Le fait que sa m¶emoirecontienne beaucoup de blocs de contrib ution est dû µa deschoix
locaux au niveau d'autres processeurs. En e®et,les processeurs responsables desn¾uds
pµeresdes racines des sous-arbres du processeur pour lequel le pic a ¶et¶e obtenu ne les
ont pas activ¶esen appliquant l'algorith me 7.4. Ceci illustre les limitation s de l'approche
purement locale de l'algorith me 7.4. Ce problµemepourrait être solutionn¶e en ayant une
strat¶egiede s¶electionde tâchesqui ait descritµeresplus globaux, prenant par exemple en
compte la m¶emoire lib¶er¶ee sur les autres processeurs par l'activation de la t âche et/ou
¶evitant l'activation simultan¶eed'un trop grand nombre de branchesde l'arbre.

Dans le but d'illu strer s¶epar¶ement lesgains dûs µa la limitation de la taille dest âcheset
aux strat¶egiesdynamiques,nous donnons dans le tableau 7.4 les pics de m¶emoireactive
obtenus pour deux castests ou nous avons obtenu de bons r¶esultats.

ULTRASOUND3 { METIS XENON2 { AMF
pas de limitation s taille limit ¶ee pas de limitation s taille limit ¶ee

Strat ¶egiedynamique bas¶eesur la
chargede travail

7.56 6.09 3.14 3.14

Strat ¶egiedynamique bas¶eesur la
m¶emoire

6.13 5.73 1.55 1.52

Tab. 7.4 { Pic de m¶emoireactive (sur tous lesprocesseurs) pour deux matrices.Dans le
casde la limitation statique de la taille des t âchesmâ³tre du haut de l'arbre, le seuil a
¶et¶e ¯ x¶e µa deux millions de r¶eels.

Finalement, lesgainsentre algorithmesbas¶essur la chargede travail sansmodi¯ cation
statique et ceux bas¶essur la m¶emoireavecmodi¯ cations statiquesde l'arbre sont donn¶es
dans le tableau 7.4. Mis µa part le casde TWOTONE avec METIS et PORD (mauvais
r¶esultats dûs µa l'algorith me 7.4 { mêmesituation que XENON2 et AMD pr¶ec¶edemment),
cesr¶esultats montrent le potentiel de la combinaisondesapprochesdynamiquesavecdes
modi¯ cations statiquesde l'arbre d'assemblage.

Unecomparaisonentre lespicsm¶emoireobserv¶esenutilisant lesstrat¶egiesdynamiques
bas¶eessur la m¶emoireavec un arbre modi¯ ¶e statiquement et les strat¶egiesbas¶eessur la
chargede travail avec l'arbre original est donn¶eedans le tableau 7.5.

Concernant le temps de factorisation, une comparaison du temps de factorisation
sur 32 processeurs entre les strat¶egiesbas¶eessur la m¶emoire et les strat¶egiesayant un



7.5. CONCLUSION 107

METIS PORD AMD AMF
PRE2 12.5 31 24.5 1

TWOTONE -1.3 -3 14.1 51.4
ULTRASOUND3 24.2 5.1 31.6 39.5

XENON2 13.8 0 18 32.7

Tab. 7.5 { Pourcentage de r¶eduction du pic de m¶emoire active entre l'u tilisation des
strat¶egiesdynamiquesbas¶eessur un arbre modi¯ ¶e statiquement et les strat¶egiesbas¶ees
sur la chargede travail avec l'arbre original.

objectif de performance est donn¶ee dans le tableau 7.6. Nous pouvons observer que les
strat¶egiesbas¶eessur la m¶emoireont un e®etn¶egatif sur lesperformances.De cefait, il est
n¶ecessairede concevoir desstrat¶egiesqui ont un objectif de performancetout en gardant
un bon comportement m¶emoire.Desstrat¶egiesvisant cet objectif seront pr¶esent¶eesdans
le chapitre 8.

METIS PORD AMD AMF
BMWCRA 1 7.6 -12.5 -3.7 -35.4

GUPTA3 - 21.6 -66.3 -62.1
MSDOOR -2.3 -24.5 -8.6 -5
SHIP 003 4.9 -54.9 -28.2 9.9

PRE2 -15.9 -1.8 4.3 2.1
TWOTONE -2.8 -1.4 -0.7 1.7

ULTRASOUND3 -2.5 -8 1 -4.1
XENON2 -7.3 -15.4 -5.6 -15.6

Tab. 7.6{ Pourcentagedeperte deperformanceentre lesstrat¶egiesbas¶eessur la m¶emoire
et lesstrat¶egiesbas¶eessur la performance.Lesvaleurs n¶egativescorrespondent µa uneperte
de performance.

7.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons propos¶e des strat¶egiesd'ordonnancement dynamiques
visant l'am¶elioration du comportement m¶emoire de la m¶ethode multifron tale parallµele.
Nousavonsmis enavant deslimitation sstatiquesde l'imp act denotre approche.Ainsi des
modi¯ cations statiquesde l'arbre d'assemblagesebasant principalement sur la limitation
de la taille dest âchesdu haut de l'arbre (en scindant lest âchesµa côut m¶emoireimportant)
ont ¶et¶e propos¶ees.Ces derniµeres ont permis de montrer le potentiel de nos strat¶egies
dynamiques.

Les aspects statiques pr¶esent¶es dans ce chapitre peuvent être am¶elior¶es d'une part
en am¶eliorant la strat¶egie de limitation de la taille des t âches (le critµere devrait être
d¶ependent de la taille du problµemeµa traiter), et d'autre part en scindant les sous-arbres
de maniµere µa ¶eviter les situations critiquescaus¶eespar cesderniers sp¶ecialement pour le
cas sym¶etrique. De plus, les strat¶egiesde s¶election de tâches avec contraintes m¶emoire
peuvent être am¶elior¶eesen les rendant moins locales.Ceci peut être fait par exemple en
prenant en compte la m¶emoireconsomm¶eeau niveaudesautres processeurs au moment
de l'activation d'une tâche.
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Nous avons observ¶e (voir le tableau7.6) que le temps n¶ecessaireµa la factorisation (qui
n'¶etait pas l'objectif de cette ¶etude) augmentait avecl'u tilisation de nosstrat¶egiesbas¶ees
sur la m¶emoire. Il serait donc int¶eressant d'am¶eliorer le comportement m¶emoire de la
m¶ethode tout en tentant de garder de bonnesperformances.Pour ce faire, desstrat¶egies
hybridesprenant en compte la m¶emoireet ayant un objectif de performance doivent ¶et¶e
con»cues.Une pr¶esentation d¶etaill¶eede telles approchesest donn¶eedans le chapitre 8.

En¯ n, la minimisation de la m¶emoireactive ainsi que l'am¶elioration de la scalabilit ¶e
vont permettre de traiter desproblµemesplus grosvu que la m¶emoireactive repr¶esente le
facteur limitan t pour la factorisation parallµele sur un nombre de processeurs important.
De plus, de telles approchespeuvent être coupl¶eesµa dessch¶emasde factorisation out-of-
core (implicites ou explicites). ¶Etant donn¶e que les facteurs ne sont pas r¶eacc¶ed¶esaprµes
leur g¶en¶eration, ils peuvent être stock¶essur disque. De cefait, il est important de r¶eduire
la taille de la m¶emoirerestante i.e. la m¶emoireactive.



Chapitre 8

Strat ¶egies d'ordonnancement hybrides

Compte tenu des¶etudese®ectu¶eesdans leschapitres pr¶ec¶edents nous nous int¶eressons
dans cechapitre µa desstrat¶egiesd'ordonnancement ayant pour objectif de bonnesperfor-
mances,tout enayant un bon comportement m¶emoire.En e®etlesstrat¶egiesbas¶eessur la
m¶emoiredu chapitre 7 ont montr¶e une baissede performances.D'autre part, d'un point
de vue pratique, il est important de pouvoir bien estimer la m¶emoirequi serautilis¶eelors
de la factorisation, et de pouvoir respecter cette contrainte au niveaudesordonnanceurs
dynamiques.

Aprµesune introduction (section8.1) destravaux r¶ecents li¶esµa l'optimisation desper-
formances de l'approche multifron tale parallµele, nous pr¶esentons nos nouveaux m¶eca-
nismeset lesanalysons de maniµereexp¶erimentale.

8.1 Intro duction

Historique et motivations

Motiv¶espar la volont¶e de pouvoir prendre en compte \n aturellement" l'aspect impr¶e-
visible de la chargedesprocesseurs et/ou du r¶eseauainsi que du pivotagenum¶erique, le
choix d'une gestion dynamique des tâches de calcul a ¶et¶e retenu dans l'imp l¶ementation
de la m¶ethode multifron tale parallµele (MUMPS), aussibien pour la cr¶eation dest âchesque
pour leur a®ectationµa un processeur. Aprµesune analysestatique simple permettant (voir
la ¯ gure 4.1 et l'algorith me 4.1) d'identi¯ er deux zones dans l'arbre d'assemblage (une
zone oµu chaque sous-arbre est a®ect¶e µa un mêmeprocesseur et une partie haute laissant
la part belle au s¶equencement dynamique).

Sur un nombre moyen de processeurs (· 64) lestravaux pr¶esent¶esdans [4] ont montr¶e
la robustesseet la comp¶etitivit ¶e de cette approche par rapport µa une approche complµe-
tement statique (n'o®rant en plus pas la possibilit ¶e d'e®ectuer du pivotage num¶erique).
Cette ¶etude a cependant aussi r¶ev¶el¶e deux inconv¶enients de cette approche. Dans un
contexte de choix aussi dynamique, il s'avµere di±cile d'une part d'avoir une estimation
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raisonnable de la m¶emoire n¶ecessairepar processeur, d'autre part d'exploiter la topo-
logie de l'arbre pour obtenir de la localit¶e dans les communications. Dans un souci de
robustesse,l'estimation m¶emoire est en fait bas¶ee sur une estimation du cas pire, ne
correspondant en g¶en¶eral mêmepas µa un casr¶ealisable.

L'u tilisation de la notion de processeurs candidats [2] (utilis¶ee avec succµes dans le
contexte d'un ordonnanceur statique [34]) limite la libert¶e o®erteaux d¶ecisions dyna-
miques µa certains processeurs d¶etermin¶es de maniµere statique, et permet d'obtenir une
meilleure localit¶e dans les communications (de type a®ectation"subtree to subcube") et
de meilleuresestimations de la m¶emoiren¶ecessaire.

Contexte de notre ¶etude et a®ectation statique

Dans la section 10 de [2], les auteurs proposaient de plus de relâcher le nombre de
candidats dans le haut de l'arbre a¯ n d'o®rir plus de libert¶e au gestionnaire dynamique
de tâchespour corriger les erreurs/retards accumul¶esdans le bas de l'arbre.

On peut aussisouhaiter o®rir une plus grande libert¶e dans le basde l'arbre (au-dessus
de la strate S0 d¶e¯nie par l'algorith me 4.1) et cecipour quatre raison principales:

1. lesstrat¶egies"tout" dynamiquessont e±cacessur un faible nombre de processeurs;

2. la prise en compte asseznaturelle de la localit¶e au seind'un n¾ud multip rocesseur ;

3. la diminution de la taille de la m¶emoire et des tampons de communication (en
pratique souvent fortement contrainte par desn¾uds situ¶esdans le bas de l'arbre
et poss¶edant un bloc de contrib ution de grande taille).

4. o®rir une plus grande libert¶e dans l'a®ectationde la strate S0 permettant ¶eventuel-
lement ainsi de respecter la localit¶e desprocesseurs sur la strate S0.

Il r¶esulte de ces propositions un nouveau d¶ecoupage statique en quatre zones de
l'arbre d'assemblage durant l'¶etape de descente de l'algorith me 4.2 (voir la ¯ gure 8.1).
Chaque zone correspond µa une strat¶egieparticuliµere d'a®ectationproportionnelle et est
ensuite utilis¶eepour guider le choix descandidats durant l'¶etape de remont¶ee(voir l'al-
gorithme 4.2).

La zone 3 peut en fait être caract¶eris¶eepar le nombre de processeurs np qui lui est
a®ect¶e. Pour tout n¾ud x, soit Sx l'ensemble des processeurs a®ect¶es au n¾ud x. On
souhaite alors que les deux propri¶et¶es suivantes soient respect¶ees.Soit x un n¾ud de
l'arbre et soit z un ascendant de x alors on a Sx ½ Sz. Soit x un n¾ud tel que jSx j · np
alors x appartient µa la zone 3.

En fait, autant la libert¶e suppl¶ementaire o®ertedans le zone 1 perturbe en g¶en¶eral
relativement peu lesestimations m¶emoirebas¶eessur une estimation du caspire autant la
relaxation complµete o®erteen zone 3 peut perturber de fa»con importante toutes lesesti-
mations. Pour pouvoir b¶en¶e¯cier de cette libert¶e accrue, nous avons donc dû changer les
m¶ecanismesd'estimation m¶emoirebas¶essur un caspire par descomportements moyens.
En d'autres termes nous supposons que chaque n¾ud est d¶ecoup¶e de fa»con ¶equitable
entre tous les processus candidats. La di±cu lt¶e de l'ordonnanceur dynamique est alors
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Fig. 8.1 { Illu stration des zones d'a®ectation proportionnelle di®¶erente. (Sx et Sy in-
diquent le nombre de processeurs a®ect¶e au n¾ud voisin)

de convertir µa chaque instant la m¶emoiredisponible en libert¶e o®ertepour ¶equilib rer le
travail entre les processeurs.

Nous d¶ecrivons dans ce chapitre desstrat¶egieshybridesd'ordonnancement pour les-
quellesle meilleur ¶equilib ragedu travail sous contraintes m¶emoireest recherch¶e. En s'ins-
pirant de cequi a ¶et¶e fait dans le chapitre 7 pour la m¶emoire,et a¯ n de limiter la port¶ee
localed'une d¶ecisionde l'ordonnanceur dynamique (d¶ejµa limit ¶e par la notion de proces-
seurs candidats), desm¶ecanismesd'anticipation/p r¶ediction ont ¶et¶e mis en place.D'autre
part, pour permettre une plus grande r¶eactivit¶e avecun meilleur ¶equilib ragedescharges
de travail et pour o®rir plusde libert¶edans l'u tilisation de la m¶emoiredisponible µa chaque
¶etape, desd¶ecoupagesirr¶eguliers quelconquesont aussi ¶et¶e mis en place (de maniµere si-
milaire µa cequi a ¶et¶e fait au chapitre 7). Cesd¶ecoupagesirr¶eguliers cherchent µa ¶equilib rer
le travail (sous contraintes m¶emoire) entre les di®¶erents processus candidats. De plus,
Anticip er le d¶emarragedu futur mâ³tre d'un n¾ud de type 2 peut s'av¶erer critique aussi
bien pour l'¶equilib ragedescalculs que celui de la m¶emoire.

D'autre part, compte tenu des remarquessur les aspects statiquespouvant être cri-
tiquespour la m¶emoire (chapitre 6), nous avons augment¶e le nombre de n¾uds scind¶es
(voir la section6.4.4) et rabaiss¶e l¶egµerement la strate S0, de maniµerearti¯ cielle.

Nous introduisons dans la section 8.2 le nouveau m¶ecanisme d'estimation de la m¶e-
moire et d¶ecrivons lesm¶ecanismesmis en placepour ¶echanger lesnouvellesinformations
de chargen¶ecessairesµa la miseen placede notre strat¶egiehybride. Le nouvel algorithme
utilis¶e pour la s¶electiondynamique d'esclavesest ensuite d¶ecrit dans la section8.2.1. En-
¯ n la section8.4 est d¶edi¶eeµa l'analysede performance et nous montrons que l'a jout des
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contraintes m¶emoiredans le s¶equenceur ne perturbe pas les performancesdu solveur, et
que l'estimation en moyenne est en fait trµesproche de la m¶emoirer¶eelleutilis¶ee.

8.2 Processus d'estim ation de la taille de la m¶emoire

Le processus d'estimation de la taille de la zone m¶emoire qui sera utilis¶ee par la
m¶ethode multifron tale parallµeleest bas¶eesur un parcours en remont¶eed'abord de l'arbre
d'assemblage au niveau de chacun des processeurs. Ce processus est e®ectu¶e aprµes la
phase d'a®ectation des t âches aux di®¶erents processeurs participant µa la factorisation
de la matrice. Pendant le parcours, dµes qu'un processeur atteint un n¾ud qui lui a ¶et¶e
assign¶e, il estimela côut m¶emoirecen¾ud. Il estµa noter quetouteslesop¶erationspouvant
engendrer une variation de la taille de la m¶emoiresont prisesen compte dans le processus
d'estimation (activation du n¾ud, assemblagedesblocsdecontrib ution des¯ ls et stockage
du bloc de contrib ution du n¾ud).

En ce qui concerne les n¾uds de type 2, nous consid¶erons que la m¶emoireattrib u¶ee
µa chacun desprocesseurs esclavespotentiels (processeurs candidats) est la même.Ainsi,
pour le cas non sym¶etrique, si un processeur est candidat pour un n¾ud de type 2, la
taille de la t âche esclave qui lui sera assign¶ee par le mâ³tre est la taille moyenne d'un
bloc si le processeur mâ³tre prenait tous sesprocesseurs candidats commeesclaves.Ceci
correspond µa un d¶ecoupagede la matrice frontale du n¾ud de type 2 en blocs r¶eguliers
de mêmetaille. En d'autres termes,la taille m¶emoirede chaque tâche esclave est ¶egaleµa
la taille du bloc µa distribuer divis¶eepar le nombre de processeurs candidats, au lieu du
caspire permettant de prendre en compte tous les choix dynamiques possibles, comme
cela¶etait le casavant.

La taille destamponsdecommunication n¶ecessairespour lescommunicationsestaussi
calcul¶eedurant la phased'estimation. La taille du tampon d'¶emission(resp. r¶eception)
est ¶egaleµa la taille maximale d'un messagedevant être envoy¶e (resp. re»cu). Cette taille
est ensuite relâch¶eeen la multip liant par un facteur pour pouvoir ¶eviter des problµemes
lorsqu'il y a du pivotagepar exemple, et pour permettre un d¶ecoupagemoins contraint
sur les matrices frontales de grande taille (sans relaxation, seul un d¶ecoupage r¶egulier
serait potentiellement possible).

Dans la section suivante, nous d¶ecrivons un m¶ecanisme bas¶e sur des ¶echanges de
messagesayant pour objectif de donner au niveau de chaque processeur mâ³tre une vue
de la m¶emoiresuppl¶ementaire encoredisponible sur tous lesautres processeurs.

8.2.1 M¶ecanisme dynamique d'¶echanges d'info rmations

Dans le but d'assurer que les d¶ecisions dynamiques sont su±samment proches des
pr¶edictions faites au cours de la phased'estimation, nous avons con»cu un m¶ecanismequi
donne µa tout moment la taille m¶emoiremaximale d'une tâche esclave que peut recevoir
chacun desprocesseurs. Le m¶ecanisme est bas¶e sur l'¶echange de messagescontenant les
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variationsde la m¶emoiresuppl¶ementaire (messagesdetypemaj m¶emoire suppl¶ementaire)
qui seront utilis¶es par chacun des processeurs pour garder une vue de la m¶emoire sup-
pl¶ementaire disponible chez les autres. Au d¶ebut de la factorisation, chaque processeur
di®usela taille de sam¶emoiresuppl¶ementaire (correspondant µa la relaxation sur la taille
de la m¶emoireestim¶ee).La taille de la m¶emoiresuppl¶ementaire va permettre de donner
de la libert¶e aux ordonnanceurs dynamiques.En e®et,si la taille de la m¶emoiresuppl¶e-
mentaire vaut 0, la d¶ecisiondynamique va suivre cequi a ¶et¶e pr¶evu pour cen¾ud lors du
processus d'estimation de la taille de la m¶emoire.Il est µa noter que la taille de la m¶emoire
suppl¶ementaire est miseµa jour aprµeschaque s¶election d'esclaves.L'algorith me 8.1 d¶ecrit
le m¶ecanismed'¶echangesde messagespr¶esent¶e ci-dessus.

Algorithme 8.1 M¶ecanisme d'¶echange des informations relativesµa la m¶emoiresuppl¶e-
mentaire.
I nitialisation sur le pro cesseur Pi :

1: m¶emoire suppl¶ementaire(Pi ) = taille de la m¶emoiresuppl¶ementaire associ¶eeµa Pi ;
2: Inclure dans un messagede type maj m¶emoire suppl¶ementaire la m¶emoire suppl¶e-

mentaire m¶emoire suppl¶ementaire(Pi ) ;
3: Envoyer (de maniµere asynchrone) le messagemaj m¶emoire suppl¶ementaire aux

autres processeurs;
Apr µes la s¶election d'esclaves sur le pro cesseur Pi pour le n¾ud j :

4: Pour tout k 2 ensemble de processeurs candidats de j :
5: Si k a ¶et¶e s¶electionn¶e commeesclave pour j Alors
6: ±m = (taille estim¶eedesfacteurs de la t âche esclave de k) ¡ (taille e®ective des

facteurs de la t âche esclave de k) ;
7: Inclure dans un messagede type maj m¶emoire suppl¶ementaire la variation de

m¶emoire±m a®ect¶eeau processeur k ;
8: Sinon
9: ±m = taille estim¶eedesfacteurs de la t âche esclave de k ;

10: Inclure dans un messagede type maj m¶emoire suppl¶ementaire la variation de
m¶emoire±m a®ect¶eeau processeur k ;

11: Envoyer (de maniµere asynchrone) le messagemaj m¶emoire suppl¶ementaire aux
autres processeurs;

µA la r¶eception d'un message de typ e maj m¶emoir e suppl ¶ementair e :
12: Pour tout (Pj ; ±mj ) dans le message:
13: m¶emoire suppl¶ementaire(Pj ) = m¶emoire suppl¶ementaire(Pj ) + ±mj ;

Le m¶ecanismepr¶esent¶e dans l'algorith me 8.1 fournit une estimation de la taille de la
m¶emoiresuppl¶ementaire dechacun desprocessus,qui seraensuite utilis¶eepour construire
lescontraintesm¶emoirepour lesd¶ecisions dynamiquesrelativesµa la s¶electiondesesclaves.
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8.3 Aspects dynamiques

Nouspr¶esentonsdanscettesectionlesaspectsdynamiquesdenotre nouvelleapproche.
Nous commen»cons par donner une description de la strat¶egiede s¶electiond'esclavesavec
contraintes m¶emoiredynamiques,puis nous introduisons un m¶ecanismeproche de cequi
a ¶et¶e fait dans la section7.2.2du chapitre 7, a¯ n d'anticip er lest âchesde côut important
et d'am¶eliorer leur prise en compte au niveaudesordonnanceurs.

8.3.1 Strat ¶egie de s¶election d'esclaves

Dans cette sectionnous pr¶esentons une strat¶egiede s¶electiond'esclavesvisant l'¶equili-
bragede la chargede travail avecdescontraintes m¶emoire.Lescontraintes m¶emoiresont
calcul¶eespar le processeur mâ³tre pour chaque processeur candidat du noeud de type 2.
Les contraintes m¶emoiressont li¶eesµa :

i) Une estimation de la m¶emoirelibre sur chacun desprocesseurs candidats.

ii) Les tailles de tampons d'¶emissionet de r¶eception pour chacun desprocesseurs can-
didats.

iii) Unebornesup¶erieure pour la taille du bloc desfacteurs associ¶eµa la t âcheesclavepour
chacun desprocesseurs candidats. Cette borne est calcul¶eeen sommant la m¶emoire
suppl¶ementaire (voir la section8.2.1) et la taille du bloc desfacteurs estim¶eelors du
processus d'estimation.

Ainsi en prenant commecontraintes m¶emoirela plus petite valeur entre lestrois com-
posantes donn¶eespr¶ec¶edemment, nous obtenons une contrainte m¶emoirepar processeur
candidat qui correspond µa la taille maximale de la t âche esclave qu'il peut recevoir µa ce
moment de la factorisation.

En cequi concerne la strat¶egiede s¶electiond'esclaves,elle tente d'¶equilib rer au mieux
la charge de travail entre les esclaves.De plus, elle v¶eri¯ e les contraintes m¶emoirepour
¶eviter de donner une tâche trop importante µa un esclave qui ne peut pas la traiter. Le
partition nement de la matrice frontale est irr¶egulier et est similaire µa ce qui ¶etait fait
pour la m¶emoiredans la section7.1. L'algorith me 8.2, donne une description d¶etaill¶eede
la strat¶egiede s¶electiond'esclaves.

Cet algorithme produit une partition de la matrice qui donne le meilleur ¶equilib re
de la charge de travail dans le systµemetout en respectant les contraintes m¶emoires.La
strat¶egie di®µere selon la position de la t âche dans l'arbre d'assemblage. Ainsi, lorsque
le n¾ud de type 2 est dans la zone3 , la s¶election d'esclave peut cr¶eer un d¶es¶equilib re
arti¯ ciel dans le but de cr¶eerdest âchesesclavesde plus grande taille pour desraisons de
performance et de limitation du volume de communication. µA l'oppos¶e, lorsque le n¾ud
est hors de la zone3 , l'algorith me tente d'¶equilib rer au maximum la charge de travail
entre lesprocesseurs candidats.

Il est µa noter que la variable nb escla ves ref permet d'avoir un nombre d'es-
claves maximal qui ¶evite d'avoir des t âches esclaves de trop petite taille. Ainsi, dans
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Algorithme 8.2 Strat ¶egie de s¶election d'esclaves bas¶ee sur la charge de travail avec
contraintes m¶emoiredynamiques.

Construire les contraintes m¶emoire correspondantes µa chacun des processeurs candi-
dats;
Classerles processeurs candidats dans l'ordre croissant de leur chargede travail ;
Si le noeud est en dehors de la zone 3 Alors

tra vail mâ³tre =quantit ¶e de travail du processeur mâ³tre pour le n¾ud ;
tra vail tot al =quantit ¶e de travail µa distribuer sur lesprocesseurs esclavespour le
n¾ud ;
nb escla ves ref = tra vail tot al / tra vail mâ³tre ;
Trouver le plus grand i , nombre de processeurs, tel que

P i
j =1 (charge[i ] ¡ charge[j ])

est plus petit que tra vail tot al ;
Si i > nb escla ves ref Alors

i = nb escla ves ref ;
Pour j = 1 µa i :

nb lignes[j ]=le nombre de lignescorrespondant µa charge[i ] ¡ charge[j ] ;
Si la taille de la m¶emoire correspondant µa nb lignes[j ] est sup¶erieure µa la borne
donn¶eepar la contrainte m¶emoireAlors

nb lignes[j ]=le nombre de lignescorrespondant µa la contrainte m¶emoire;
Sinon /* le n¾udappartient µa la zone 3*/

char ge max=maxensemble des processeurscandidats charge[i ]
Pour i = 1 au nombre de processeurs candidats :

nb lignes[i ]= le nombre de lignescorrespondant µa char ge max ¡ charge[i ] ;
nb lignes[i ]=min (nb lignes[i ], nombre de lignesnon-attrib u¶eesdans la matrice) ;
Si la taille de la m¶emoire correspondant µa nb lignes[i ] est sup¶erieure µa la borne
donn¶eepar la contrainte m¶emoireAlors

nb lignes[i ]=le nombre de lignescorrespondant µa la contrainte m¶emoire;
Assigner les lignesrestantes¶equitablement aux processeurs si lescontraintes m¶emoires
sont respect¶ees; (1)
Si il y a deslignesnon-attrib u¶eesAlors

Si i < nombre de processeurs candidats Alors
i = i + 1;

Tant que il y a deslignesnon attrib u¶eeset i < nombre de processeurs candidats :
Assigner les lignesrestantes ¶equitablement aux processeurs si les contraintes m¶e-
moiressont respect¶ees; (2)
i = i + 1;

Si il y a deslignesnon attrib u¶eesAlors
Assigner les lignes restantes ¶equitablement aux processeurs qui n'ont pas encore
atteint leur contrainte m¶emoire;
Si il y a deslignesnon attrib u¶eesAlors

Relâcher la contrainte m¶emoirela plus forte (si cette derniµereest li¶eeµa la taille
de la m¶emoiresuppl¶ementaire) ;
Assigner les lignes restantes ¶equitablement aux processeurs si les nouvelles
contraintes m¶emoiressont respect¶ees; (3)

nombre d'esclaves=i ;
Renvoyer (i ,nb lignes);
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Fig. 8.2 { Attrib ution deslignessuppl¶ementaires.
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le cas oµu le systµeme est initialement bien ¶equilib r¶e, l'algorith me 8.2 ne va choisir que
nb escla ves ref esclaves(si lescontraintes m¶emoiresont respect¶ees)mêmesi cela im-
plique d'introduire un d¶es¶equilib re deschargesde travail sur lesprocesseurs. Dans le cas
oµu l'algorith me doit a®ecterles lignesrestantes non attrib u¶ees(voir (1), (2) et (3) dans
l'algorith me 8.2), l'a®ectation des lignes est faite de telle sorte que les processeurs qui
n'ont pasencoreatteint leur contrainte m¶emoirere»coivent le mêmenombre de lignes.De
plus,dans le casoµu l'a®ectationdeslignessuppl¶ementairespeut engendrer un d¶es¶equilib re
dans le systµeme,le nombre desprocesseurs choisis peut augmenter. Ceci est illustr¶e par
la ¯ gure 8.2 dans laquelle le processeur P0 choisit des esclaves.Aprµes avoir ¶equilib r¶e la
chargeentre P1 et P2, P0 doit attrib uer les lignesrestantes (cette phasecorrespond µa (1)
dans l'algorith me8.2). Ainsi, le processeur P0 va attrib uer deslignesµa P4 et augmenter le
nombre deslignesassign¶eesµa P1, P2 et P3. L'a jout de P4 dans l'ensemble desprocesseurs
s¶electionn¶esest fait pour assurer un ¶equilib re convenable en sortie de l'algorith me 8.2.

La situation (3) dans l'algorith me correspond au cas oµu la m¶emoire suppl¶ementaire
sur tous les processeurs candidats ne su±t pas pour la distribution de la matrice sur les
processeurs esclaves.Ainsi, dans cecas,nous d¶ecidons de ne pasprendre en compte cette
contrainte mêmesi ce choix risque de poserdesproblµemesult¶erieurement.

Dans la sectionsuivante nouspr¶esentons le m¶ecanismequi anticip e l'arriv ¶eedestâches
du haut de l'arbre de maniµere µa permettre aux strat¶egiesdynamiques de prendre de
meilleuresd¶ecisions.

8.3.2 M¶ecanisme d'anticipation des n¾uds du haut de l'arbre

Pour des raisons proches de cellespr¶esent¶eesdans la section 7.2.2, l'anticipation de
l'arriv ¶ee des tâches du haut de l'arbre, c'est-µa-dire des n¾uds qui n'appartiennent pas
µa un sous-arbre, a une importance non-n¶egligeable. En e®et,compte tenu du caractµere
irr¶egulier des t âches esclaves produites par l'algorith me 8.2, il est n¶ecessairede pr¶evoir
l'arriv ¶ee de tâches côuteusespour ¶eviter de charger un esclave dans le cas oµu il serait
conduit µa traiter une tâche de ce type. Ainsi, ce m¶ecanisme d'anticipation va servir µa
guider l'algorith me 8.2. Tout commele m¶ecanisme pr¶esent¶e dans la section 7.2.2, il se
basesur la structure de l'arbre d'assemblage. Rappelons qu'un n¾ud devient activable
lorsque tousses̄ ls ont ¶et¶e trait ¶es.Ainsi, si chaqueprocesseur traitan t un des¯ ls du n¾ud
envoie un messageau processeur en chargedu pµerelorsqu'il commencesontraitement, le
processeur charg¶e du pµere saura que la t âche associ¶eeau pµere va devenir activable dans
un futur proche. Il peut alors envoyer le côut de cette t âche µa tous lesautres processeurs.
La description du m¶ecanisme est donn¶ee dans l'algorith me 8.3. Il est µa noter que ce
m¶ecanismede pr¶ediction est utilis¶e dans lesexp¶eriencesde la sectionsuivante, aussibien
pour la strat¶egiestandard que pour la nouvelle strat¶egiebas¶eesur un ordonnancement
hybride.



118 CHAPITRE8. STRAT ¶EGIESD'ORDONNANCEMENTHYBRIDES

Algorithme 8.3 Anticipation de l'activation desn¾uds du haut de l'arbre.
I nitialisation :

E = ; ; ensemble dest âchesqui deviendront activablesdans un futur proche
nb f utur = 0; nombre destâchesactivablesdans un futur proche
Pour tout i 2 haut de l'arbre (zones 1,2 ou 3) :

f il s[i ] =n ombre de ¯ ls de i ;
Au d¶ebut d'une t âche t i du haut de l'arbre :

Envoyer un messagede type ¯ls ok(t i ) au processeur en chargedu pµere;
µA la r¶eception d'un message de typ e ¯ls ok( t j ) :

t i = pµere(t j ) ;
f il s[t i ] = f il s[t i ] ¡ 1;
Si f il s[t i ] = 0 Alors

nb f utur = nb f utur + 1;
E = E [ f t i g;
Envoyer un messagede type tâche futur contenant le côut de la t âche;

µA la r¶eception d'un message t âche futur en pro venance du pro cesseur Pi :
charge[i ] = charge[i ] + contenu du message;

µA l'activ ation d'une t âche t i :
E = E n f t i g;
nb f utur = nb f utur ¡ 1;
Envoyer un messagede type tâche futur contenant le côut de la t âche en n¶egatif (i.e.
-côut) ;

Problµeme taille non-z¶eros Facteurs PORD
(million s d'entr¶ees)

Facteurs METIS
(million s d'entr¶ees)

Nombre d'op¶erations
METIS (milliard s
d'op¶erations)

Nombre d'op¶erations
PORD (milliard s
d'op¶erations)

CONV3D64 836550 12548250 4699.9 2693.9 23880 48540
ULTRASOUND80 531441 33076161 1044.9 981.4 3915 5225

Tab. 8.1 { Problµemesde test.

8.4 ¶Etude exp¶erimentale

Dans cette section, nous illustrons le comportement de notre approche prenant µa la
fois en compte la m¶emoireet lesperformancessur deux problµemesnon sym¶etriquesd'as-
sezgrande taille (voir le tableau 8.1), avec deux strat¶egiesde renum¶erotation menant µa
destopologiesd'arbres trµesdi®¶erentes, PORD, METIS (voir le chapitre 2). Les tests ont
¶et¶e e®ectu¶es sur la plate-forme IBM SP de l'IDRIS 1 qui est d¶ecrite dans l'annexe C. Il
est important de noter que la plate-forme de l'IDRIS a ¶evolu¶e de fa»con signi¯ cative au
cours desdi®¶erents tests e®ectu¶esdans cette thµese.Ainsi certains r¶esultats du chapitre 5
correspondent µa descon̄ gurations mat¶eriellesdi®¶erentes. D'autre part, la nouvelle stra-
t¶egied'ordonnancement hybride utilis¶eedans les r¶esultats qui suivent est plus riche que
celleutilis¶eeau chapitre 5.

1Institut du D¶eveloppement et desRessourcesen Informatique Scienti¯que
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Nous avons e®ectu¶e des tests sur 64 et 128 processeurs pour mesurer les apports de
notre nouveausch¶emade gestiondu parall¶elisme.Nous nous sommesint¶eress¶esaussibien
au temps de factorisation qu'au comportement m¶emoire.Les r¶esultats obtenus sont pr¶e-
sent¶esdans lessections 8.4.1et 8.4.2. Ainsi, une comparaisonentre di®¶erentes strat¶egies
d'ordonnancement, statiquesou dynamiques,est pr¶esent¶ee.Dans noscomparaisons, nous
utiliserons les strat¶egiessuivantes :

{ Unestrat¶egie\tou t dynamique" (versionutilis¶eedans [4] pour unecomparaisonavec
Super LU_DIST[38]) pour laquelle la phased'a®ectationest faite sans processeurs
candidats, i.e. lorsqu'un processeur doit choisir des esclaves, il peut s¶electionner
n'importe lequel desautres processeurs. Cette strat¶egieest ¶equivalente µa une stra-
t¶egie bas¶ee sur les candidats pour laquelle le nombre de candidats pour chaque
n¾ud de l'arbre d'assemblage est ¶egal au nombre de processeurs qui participent µa
la factorisation.

{ La strat¶egiestandard de la m¶ethode multifron tale parallµele(voir le chapitre 4) dans
laquelle la phased'a®ectationest bas¶eesur le concept de processeurs candidats, et
µa laquelle a ¶et¶e ajout¶e le m¶ecanisme d'anticipation d¶ecrit par l'algorith me 8.3. La
s¶election d'esclaves est bas¶ee sur une strat¶egiequi a®ecteaux processeurs choisis
dest âchesde mêmetaille.

{ La strat¶egiequi correspond µa la combinaison des algorithmeset m¶ecanismespr¶e-
sent¶esdans lessections pr¶ec¶edentes de cechapitre. Cette strat¶egieest bas¶eesur une
a®ectationstatique am¶elior¶eebas¶eesur les candidats (voir la section 8.1), le pro-
cessus d'estimation d¶ecrit dans la section8.2 et la strat¶egiede s¶election d'esclaves
pr¶esent¶eedans la section8.3.1.

8.4.1 ¶Etude m¶emoire

Rappelons tout d'abord que les strat¶egiesstandard et la strat¶egiecomplµetement dy-
namique utilisent un processus d'estimation dans le pire des cas alors que la nouvelle
strat¶egieutilise un processus d'estimation en moyenne. De plus il est important de signa-
ler que pour toutes lesstrat¶egies,la taille estim¶eede la m¶emoireest relâch¶eeµa l'aide d'un
coe±cient ¶egalµa 20%dans la majorit ¶e descas(ce coe±cient est l¶egµerement r¶eduit pour
CONV3D64 sur 64 processeurs pour ne pas d¶epasserles capacit¶esm¶emoire). En¯ n, no-
tons que lesr¶esultats relatifs µa la l'estimation de la taille de la m¶emoirecorrespondent µa la
l'estimation produite lors de la phased'analysede la matrice sansappliquer de relaxation.

Le tableau 8.2 donne les r¶esultats relatifs au comportement m¶emoirede la m¶ethode
multifron tale parallµele avec les di®¶erentes strat¶egiesd'ordonnancement d¶ecrites pr¶ec¶e-
demment. Nous pouvons constater que la strat¶egiecomplµetement dynamique donne des
estimations m¶emoire trµessup¶erieures µa celle desautres processus d'a®ectation. Cela est
dû au fait que les approches bas¶eessur les processeurs candidats utilisent cette notion
dans le processus d'estimation. De plus nous pouvons constater que la nouvelle strat¶egie
donne desestimations de meilleure qualit¶e par rapport µa cellesdonn¶eespar la strat¶egie
standard. Cesr¶esultats ¶etaient pr¶evisiblespuisque le processus d'estimation en moyenne
donne naturellement des estimations plus ¯ nes que celles produites par un processus
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tout dynamique candidats Nouvelle strat¶egie
Problµeme estim¶e estim¶e e®ectif estim¶e e®ectif
CONV3D64 Maximum - - - - -
PORD Moyenne / proc - - - - -
CONV3D64 Maximum 137.7 98.44 84.53 84.99 76.78
METIS Moyenne/proc 118.3 68.98 60.84 61.3 60.93
ULTRASOUND80 Maximum 103.8 45.31 32.85 33.23 34.66
PORD Moyenne /p roc 94.3 30.03 24.82 25.40 24.73
ULTRASOUND80 Maximum 110.1 36.08 37.42 28.75 26.75
METIS Moyenne /p roc 104.0 26.24 22.79 23.02 22.37

Tab. 8.2 { Comparaisondestailles m¶emoire(million s de r¶eels)e®ectiveset estim¶eessur
64 processeurs pour di®¶erents sch¶emasde gestiondu parall¶elisme.

Nouvelle
Problµeme Candidats strat¶egie

CONV3D64 METIS 72.98 50.85
CONV3D64 PORD 93.17 89.71

ULTRASOUND80 METIS 32.69 18.99
ULTRASOUND80 PORD 63.18 24.47

Tab. 8.3{ Estimation de la taille de la m¶emoire(en millionsde r¶eels)sur 128processeurs.

d'estimation dans le pire descas.Lesmesures relativesaux estimations pour la strat¶egie
standard et la nouvelle strat¶egiesur 128 processeurs sont donn¶eesdans le tableau 8.3.
Nous pouvons voir que l'¶ecart entre les estimations est encore plus grand que sur 64
processeurs et atteint desrapport proche de 2.5 dans certains cas,ULTRASOUND80 et
PORD en l'occurrence.

En ce qui concerne le comportement m¶emoirede la m¶ethode multifron tale parallµele,
lesr¶esultats sur 64processeurs sont donn¶esdans le tableau8.2. Signalons que lesr¶esultats
manquants sont dûs µa desex¶ecutions pour lesquellesla taille de la m¶emoiredisponible sur
lesn¾uds de la plate-formene permettait pasde factoriser la matrice (problµemed'alloca-
tion end¶ebut de factorisation). Nouspouvonsconstater qu'en g¶en¶eral la nouvellestrat¶egie
occupe moins de m¶emoireque la strat¶egiestandard. Le bon comportement m¶emoirede la
nouvelle strat¶egiepeut être expliqu¶e par lescontraintes m¶emoiredynamiquesqui ont ¶et¶e
introduites dans le processus de s¶electiond'esclaves.En ce qui concerne les r¶esultats des
mesuresdu pic m¶emoiresur 128processeurs, ils sont pr¶esent¶esdans le tableau 8.4. Nous
pouvons observer que le pic de m¶emoiretotale pour la nouvelle strat¶egieest trµesproche
de celui de la strat¶egiestandard exception faite pour la matrice ULTRASOUND80 avec
PORD. En¯ n signalons que les pics de m¶emoire totale e®ectifssont dans une majorit ¶e
descastrµesprochesdesestimations avec la nouvelle strat¶egie(voir le tableau 8.2).

Nouvelle
Problµeme Candidats strat¶egie

CONV3D64 METIS 46.28 46.78
CONV3D64 PORD - 68.06

ULTRASOUND80 METIS 17.45 18.22
ULTRASOUND80 PORD 26.56 20.99

Tab. 8.4 { Pics e®ectifsde m¶emoiresur 128processeurs (million s de r¶eels).
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Nouvelle
Problµeme Candidats strat¶egie

CONV3D64 METIS 293.11 228.64
CONV3D64 PORD - -

ULTRASOUND80 METIS 57.66 48.83
ULTRASOUND80 PORD 62.21 55.68

Tab. 8.5 { Temps de factorisation sur
64 processeurs (secondes).

Nouvelle
Problµeme Candidats strat¶egie

CONV3D64 METIS 236.59 181.76
CONV3D64 PORD - 617.34

ULTRASOUND80 METIS 45.62 46.65
ULTRASOUND80 PORD 57.32 61.93

Tab. 8.6 { Temps de factorisation sur
128processeurs (secondes).

8.4.2 Performances

En ce qui concerne les performances,les mesures destemps de factorisation pour les
di®¶erentescombinaisons problµeme/techniquede renum¶erotation sur 64et 128processeurs
sont donn¶eesdans lestableaux 8.5 et 8.6, respectivement. Nous observons que la nouvelle
strat¶egiea un temps de factorisation inf¶erieur µa celui de la strat¶egiestandard dans une
majorit ¶e de cas.Ainsi, si nous consid¶erons le problµemeCONV3D64, nous pouvons obser-
ver desr¶eduction du temps de factorisation de l'ordre de 20%.Ceci illustre l'apport des
nouvelles strat¶egiesdynamiques et particuliµerement la strat¶egie de s¶election d'esclaves
qui permet d'avoir une meilleure r¶epartition du travail entre lesprocesseurs. De plus, ces
nouvellesstrat¶egiesdynamiquespermettent de r¶eduire de fa»con signi¯ cative l'occupation
m¶emoiretout en s'adaptant µa un espacede travail trµesr¶eduit.

Pour la matrice ULTRASOUND80 sur 128processeurs, nous pouvons remarquer que
les gains en performance de la nouvelle strat¶egie sont moindres. Cependant, les gains
en m¶emoire sont tels que d'une part la strat¶egie de s¶election d'esclaves est fortement
contrainte et d'autre part il y a un surcoût li¶e µa la gestion m¶emoire dans ce cas. En
e®et,dans le casparallµele, la pile desblocs de contrib ution n'est pas forc¶ement acc¶ed¶ee
µa son sommet. De ce fait, des espaceslibres peuvent apparâ³tre au milieu de la pile.
Ainsi, si l'espace m¶emoire contigu disponible µa un instant de la factorisation n'est pas
su±sant pour le stockagede la t âche courante, une op¶eration de compressionde la pile
est entreprise. Cesop¶erations induisent un surcoût et expliquent l'¶ecart de performance
mis en avant pour ULTRASOUND80 sur 128 processeurs, oµu nous avons pu observer
qu'elles ¶etaient beaucoup plus nombreusesavec la nouvelle strat¶egiequ'avec l'ancienne
oµu la m¶emoire allou¶ee ¶etait beaucoup plus relâch¶ee. Si nous consid¶erons le cas de la
matrice ULTRASOUND80 avec PORD sur 128 processeurs, en augmentant la taille de
la m¶emoiresuppl¶ementaire pour la nouvelle strat¶egieavec un facteur de relaxation ¶egal
µa 100%(i.e. nous doublons la taille de l'espace de travail), la nouvelle strat¶egieva 5%
plus vite que la strat¶egie standard tout en allouant un espace m¶emoire 38% inf¶erieur
µa celui de cette derniµere. En¯ n, nous pouvons observer µa partir des tableaux 8.5 et 8.6
que le passageµa l'¶echelle n'est pas parfait entre 64 et 128processeurs. Cette ¶etude ¶etant
pr¶eliminaire, nous n'avons pas encore ¶etudi¶e les raisons de ce comportement. Notons
cependant, que lesaspectsstatiques,particuliµerement la granularit ¶e dest âchesmâ³tre et
la d¶e¯nition de la strate S0, peuvent constituer un facteur limitan t µa l'obtention d'un
meilleur comportement.

Rappelons que la nouvelle strat¶egieutilise une notion de m¶emoiresuppl¶ementaire qui
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lui permet de savoir si leschoix qu'elle fait ne sont pastrop ¶eloign¶esde cequi a ¶et¶e pr¶evu
pendant la phased'analyse. Ainsi, si la m¶emoire suppl¶ementaire est de petite taille, la
strat¶egiede s¶electiond'esclavesva tendre µa être trµesproche de cequi a ¶et¶e pr¶evu pendant
la processus d'estimation. Dans le cas contraire, elle disposede plus de libert¶e et peut
donc prendre de meilleures d¶ecisions. Dans les tests que nous avons pr¶esent¶es, la taille
de la m¶emoiresuppl¶ementaire est ¶egaleµa la relaxation appliqu¶eeµa la taille estim¶eede la
m¶emoire.Pour être plus pr¶ecis,dans tous nostests nous avons pris une taille de m¶emoire
suppl¶ementaire ¶egaleµa 20%de la taille estim¶eede la m¶emoire.Pour illustrer l'imp act de
la taille de la m¶emoiresuppl¶ementaire sur le comportement de la nouvelle strat¶egie,nous
avons fait varier la taille de celle-ciet mesur¶e le temps n¶ecessaireµa la factorisation ainsi
que le pic de m¶emoiretotale e®ectif.Lesr¶esultats destestssont donn¶esdans la ¯ gure 8.3.
Nous pouvons constater que le temps d'ex¶ecution diminue avec la mise µa disposition de
m¶emoiresuppl¶ementaire. Il est µa noter que lestemps de factorisation relativement grands
obtenus pour des relaxations ¶egalesµa 5% et 10% sont dûs µa une combinaison entre le
manque de libert¶e de la strat¶egiede s¶electiond'esclaveset le surcoût induit par la gestion
de la m¶emoiredans ce cas(compressiondesespaceslibresdans la pile).
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Fig. 8.3{ ¶Evolution du tempsd'ex¶ecution, du pic dem¶emoiretotale, et du pic dem¶emoire
active avec la variation du pourcentage de relaxation pour le problµemeCONV3D64 sur
128processeurs.

Concernant le pic m¶emoire, nous pouvons constater que le pic de m¶emoire totale
tend µa augmenter avec l'augmentation de la taille de la m¶emoire suppl¶ementaire. Pour
ce qui est de la m¶emoire active, il semble aussi qu'elle augmente avec l'augmentation
de la taille suppl¶ementaire même si le comportement est plus irr¶egulier par rapport µa
la m¶emoiretotale. Notons cependant que le comportement m¶emoire(pic e®ectif) semble
moinssensible µa la relaxation m¶emoireque lesperformances,maiscette relaxation permet
une libert¶e suppl¶ementaire pour lesd¶ecisions d'ordonnancement.
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8.5 Conclusion

Dans cechapitre, nous avons propos¶edesstrat¶egiesd'ordonnancement hybrides,c'est-
µa-dire ayant un objectif de performance tout en ayant un bon comportement m¶emoire.
Les strat¶egiesintroduites dans ce chapitre portaient sur une modi¯ cation de la phase
d'a®ectationstatique, un processus d'estimation optimiste de la taille de la m¶emoiren¶e-
cessaire,et une strat¶egiede s¶election d'esclaves bas¶ee µa la fois sur la charge de travail
et sur la m¶emoire. Cette strat¶egie de s¶election d'esclaves est bas¶ee d'une part sur un
partition nement irr¶egulier de la matrice frontale sur les esclaves,et d'autre part sur une
v¶eri¯ cation dynamique de contraintes m¶emoire.Les r¶esultats obtenus avec cesnouvelles
strat¶egiesmontrent le potentiel d'une telle approche. En e®et,desgains signi¯ catifs ont
pu être observ¶esque ce soit du point de vue du temps de factorisation, de la qualit¶e de
l'estimation de la m¶emoire, ou du comportement m¶emoire de la m¶ethode multifron tale
parallµele. Cette ¶etude pr¶eliminaire n'ayant port¶e que sur le casnon sym¶etrique, l'exten-
sion au cassym¶etrique peut sefaire naturellement. La principale di®¶erence entre les cas
sym¶etrique et non sym¶etrique provient du sch¶emade communication pour les n¾uds de
type 2.

Cesnouvellesstrat¶egiespeuvent encoreêtre enrichiespour am¶eliorer le comportement
de la m¶ethode multifron tale. En e®et,descontraintes m¶emoireplus importantes peuvent
être introduites dans la phasestatique d'a®ectationdes n¾uds de l'arbre pour minimi-
ser les e®etsn¶egatifs li¶esµa la partie statique de l'ordonnancement sur le comportement
m¶emoire.De plus, il serait aussi int¶eressant d'¶etendre les m¶ecanismesintroduits dans le
chapitre 7 pour lesutiliser danscettenouvellestrat¶egiedans le but d'am¶eliorerenparticu-
lier la gestiondynamique dessous-arbreset la priorit ¶e dans la gestiondest âchesprêtes.
En¯ n, il serait int¶eressant de prendre en compte l'¶eventuelle h¶et¶erog¶en¶eit¶e des plates-
formesutilis¶eesdans le processus dynamique de s¶election d'esclaves.Ceci peut être fait
dans un premier temps en seconcentrant les architectures de type grappe de multip ro-
cesseur en s'inspirant destravaux pr¶esent¶esdans [3]. Ensuite, dans un deuxiµemetemps, il
serait int¶eressant d'¶etendre cesstrat¶egiespour g¶erer desplates-formesh¶et¶erogµenesquel-
conques.En e®et,de par la souplessequi caract¶erisela partie dynamique de la nouvelle
strat¶egie,la gestionde l'h¶et¶erog¶en¶eit¶e aussi bien au niveaum¶emoireque performancede
la machine peut être faite asseznaturellement.

Dans le chapitre suivant, nous nous int¶eresserons µa l'¶etude desaccµesm¶emoireet de la
pagination de la m¶ethode multifron tale. De plus, nous proposerons un sch¶emade pagina-
tion adapt¶e aux accµesm¶emoirede la m¶ethode multifron tale dans le cass¶equentiel.
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Troisiµeme parti e

¶Etude de la paginati on dans la m¶ethode
multi frontal e
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Chapitre 9

M¶ecanisme de paginati on adaptati ve
pour la m¶ethode multi frontal e

La r¶esolution de systµemeslin¶eairescreux µa l'aide d'une m¶ethode directe n'est pas
toujours possible pour desraisons m¶emoire.Pour palier ce problµeme,il est n¶ecessairede
concevoir des m¶ethodes de r¶esolution out-of-core dans lesquelles les calculs sont entre-
coup¶espar desphasesd'E/S. Ce genre d'approchesn¶ecessiteune restructuration totale
de la m¶ethode de r¶esolution utilis¶ee[18]. Pour ¶eviter une telle r¶eorganisation, une solution
triviale consisterait µa utiliser le m¶ecanisme de m¶emoire virtuel le du systµemed'exploita-
tion dans lequel la gestion des op¶erations d'E/S est transparente. Malheureusement, il
est connu que ce genre d'approche n'est pas performant si des strat¶egiesde pagination
standards sont utilis¶ees(politique LRU par exemple).

Dans [42], Liu a montr¶e th¶eoriquement que la m¶ethode multifron tale r¶eduit l'activit ¶e
dela pagination encomparaisondesautres m¶ethodesdirectesdefactorisation. Cemeilleur
comportement est principalement dû µa une meilleure localit¶e spatiale desaccµesm¶emoire.
Cependant, il a montr¶e que pour desproblµemesde grande taille, les e®etsde la localit¶e
sont d¶et¶erior¶es par l'espace de travail temporaire n¶ecessaireau stockage de la pile des
blocs de contrib ution qui fait que la m¶emoire utilis¶ee peut être sup¶erieure µa celle des
autres. Il a propos¶e alors un sch¶emade factorisation hybride dans lequel la factorisation
est faite avec la m¶ethode multifron tale jusqu'µa ce que la taille de la m¶emoire devienne
importante pour passerensuite µa un sch¶emaright-looking.

Dans ce chapitre, nous proposons une nouvelle approche dans laquelle les calculs
sont faits avec le sch¶ema multifron tal, pour b¶en¶e¯cier de la localit¶e, et dans laquelle
la pagination est g¶er¶ee avec une politique adapt¶ee aux accµes m¶emoire de la m¶ethode
multifron tale. Pour ce faire, nous utiliserons l'outil MMUM&MMUSSEL[61] qui permet la
gestionde l'activit ¶edepagination au niveaude l'application. Ainsi, connaissant le sch¶ema
desaccµesm¶emoirede l'application, nous pouvons concevoir despolitiquesde pagination
qui am¶elioreront le temps d'ex¶ecution grâceµa une meilleure gestiondesop¶erations d'E/S.
Ce genre d'approche µa l'avantage qu'aucune restructuration au niveau de l'application
n'est n¶ecessaire.Cependant, il faut instrumenter l'application pour fournir µa la nouvelle
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politique de pagination desinformations relativesaux accµesm¶emoire.

Nous allons commencer par donner une description des m¶ecanismesde pagination
dessystµemesd'exploitation dans la section 9.1. Puis, dans la section9.2 nous d¶ecrirons
les sch¶emasd'accµes µa la m¶emoire de la m¶ethode multifron tale et nous montrerons les
limitation s des strat¶egiesde pagination standards. Ensuite, nous proposerons dans la
section 9.3 un nouveau sch¶ema de pagination pour la m¶ethode multifron tale bas¶e sur
l'outil MMUM&MMUSSEL[61]. En¯ n, dans la section9.4, nous ¶etudierons exp¶erimentalement
le comportement de notre nouveau sch¶ema de pagination qui impl¶emente un processus
de factorisation out-of-core implicite. Finalement, nous conclurons.

9.1 Pagination m¶emoire

Les systµemesd'exploitation modernes fournissent des m¶ecanismesde gestion de la
m¶emoirevirtu elle qui ont pour objectif de permettre le partage de la m¶emoireentre les
processus et de s'abstraire dans une certaine mesure des limitation s de la taille de la
m¶emoirephysique pr¶esente sur la machine.

9.1.1 Translation d'adresse

Le partagede la m¶emoireentre lesprocessus est obtenu par le m¶ecanismede transla-
tion d'adresse.De plus, chaque processus disposed'un espaced'adressagevirtu el propre.
Un m¶ecanisme physique de translation d'adresseint¶egr¶e dans les processeurs est alors
utilis¶e pour traduire µa la vol¶eeles adressesvirtu ellesdesaccµesm¶emoiredu processus en
desadressesen m¶emoirephysique.

Le calcul desadressesphysiquesestobtenu par l'in term¶ediaire dela tabledetranslation
d'adresse. De plus, l'espaced'adressagem¶emoireest d¶ecoup¶e en blocs, g¶en¶eralement de
taille variant entre un et quelquesdizainesdekilo-octets.Cesblocssont eng¶en¶eral appel¶es
pagesm¶emoire.Chaque adressem¶emoire se divise alors en un num¶ero de page(bits de
poids fort) et un o®setdans le bloc (bits de poids faible).

D'autres informations sont en g¶en¶eral associ¶eesµa chaque pagem¶emoire.Typiquement
desdroits d'accµesen¶ecriture (une pagepeut être accessible en lecture seule), un drapeau
indiquant que le contenu de la pagea ¶et¶emodi¯ ¶e,ou un drapeauindiquant que la pagen'a
pas de pagem¶emoirephysique associ¶ee(ce qui provoque en g¶en¶eral une erreur d'accµes).

µA chaque processus est associ¶e une table de translation d'adressequi d¶ecrit une asso-
ciation entre sesblocsvirtu elset desblocsde la m¶emoirephysique. Une table peut aussi
être partag¶eeentre di®¶erents processus si ceux ci doivent partager un mêmeespacevir-
tuel. L'association entre lespagesvirtu elleset lespagesphysiquespartition ne l'ensemble
despagesphysiquesentre lesdi®¶erents espacesd'adressagevirtu els.
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9.1.2 La pagination

La pagination permet d'¶etendre virtuel lement la taille de la m¶emoirephysique dispo-
nible en employant des disques. Les pagese®ectives, i.e. r¶ef¶erenc¶eespar l'ensemble des
processus, sont alors stock¶eesen m¶emoirephysique ou sur lesdisques.Cet accroissement
virtu el de la taille de la m¶emoirepermet d'augmenter le nombre d'applications s'ex¶ecu-
tant de maniµereconcurrente sur la machine, ou alors permet µa une application de traiter
des problµemesde grande taille, i.e. de taille sup¶erieure µa celle de la m¶emoire physique.
C'est cette derniµerepropri¶et¶e qui nous int¶eressedans ce chapitre.

L'ensemble despagesd'un espacevirtu el donn¶e est partition n¶e en trois. La premiµere
partie correspond µa l'ensemble despagesqui sont chacune associ¶eesa une pagem¶emoire
physique. Le second ensemble contient les pagesqui sont chacune associ¶eesµa une page
sur disque. En¯ n, la derniµere partie contient des pagesqui ne sont pas associ¶eesµa un
contenu parcequ'elles n'ont jamais ¶et¶e acc¶ed¶ees.

Lorsqu'un processus accµede µa une pagevirtu elle, la pageestsoit enm¶emoirephysique,
dans ce casl'accµesest imm¶ediat, soit elle n'est pas pr¶esente : c'est le d¶efaut de page. On
distingue deux caspour lesd¶efauts de page:

i) c'est la premiµere fois que la pageest acc¶ed¶ee.Dans ce casune pagephysique libre
lui est associ¶ee.

ii) la pageest associ¶eeµa une pagesur le disque. Dans ce cas la pageest lue dans une
pagephysique qui lui est alors associ¶ee: c'est le page-in.

Dans la plupart des systµemesd'exploitation , cette pagination est e®ectu¶ee µa la de-
mande, i.e. c'est au moment de l'accµes µa une page non pr¶esente en m¶emoire que cette
derniµereest lue.

Le systµemed'exploitation doit maintenir un ensemble de pagesphysiqueslibrespour
satisfairelesdi®¶erents page-in. Pour cela,il doit s¶electionner despagesvictimes qui seront
¶evinc¶eesde la m¶emoirephysique.Notonsquesi la pagevictime s¶electionn¶eea ¶et¶emodi¯ ¶ee
elle devra être (r¶e)¶ecrite sur le disque.

Pour une ex¶ecution e±cace, il est n¶ecessairede r¶eduire les va et vient desdi®¶erentes
pagesvirtu elles entre le disque et la m¶emoire physique. C'est l'objectif des politiques
d'¶eviction despages.

Une autre optimisation que nous n'aborderons pas dans cette ¶etude est celledu pla-
cement des pagessur les disques de telle maniµere que le temps d'accµes µa cesderniµeres
soit r¶eduit. Dans certains cas, l'accµes s¶equentiel µa la m¶emoire par exemple, la politique
de placement peut sensiblement r¶eduire le temps de traitement d'un d¶efaut de page.
Notons cependant que dans une majorit ¶e des cas, la d¶egradation des performancesde
la pagination sont dues µa une mauvaiseexploitation de la localit¶e temporelle des accµes
m¶emoire.
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9.1.3 Politique d'¶eviction des pages

Dans cette section, nous pr¶esentons lespolitiquesstandards utilis¶eesdans lessystµemes
d'exploitation pour le chargement ou l'¶eviction des pagesvirtu elles.Le but du systµeme
d'exploitation est d'avoir le moins d'¶echangespossible, c'est-µa-dire qu'il y ait le moins de
d¶efautsdepage. Pour cela,il convient d'avoir enm¶emoirephysique lespagesvirtu ellesqui
vont être utilis¶eesdans un avenir proche. Ainsi, plusieurs techniquessont envisageables.
Les deux politiqueslesplus couramment utilis¶eessont donn¶eesci-dessous :

LR U (Least Recently Used ) : les pagesvirtu elles µa garder en m¶emoire sont celles
qui ont ¶et¶e le plus r¶ecemment acc¶ed¶ees.Les autres pagespeuvent être ¶evinc¶eesde
la m¶emoire.

FIF O (First In First Out ) : lespagesvirtu ellesµa garder en m¶emoiresont cellesqui
ont ¶et¶e le plus r¶ecemment charg¶ees.Cette politiqueestadapt¶eeaux parcours de° ux.
Une variante de cette politique, en l'occurrence l'algorith me FIFO secondechance,
garde lespagespendant un certain temps dans un cache avant de les¶evincer.Ainsi,
ce m¶ecanismepermet d'¶eviter desaccµesau disquessi cespagessont r¶eutilis¶ees.

G¶en¶eralement, ces politiques sont e±cacesquand l'application pr¶esente une bonne
exploitation dela localit¶etemporelledesaccµesµa la m¶emoire.Cependant, ellessont souvent
misesen d¶efaut par les applications consid¶er¶ees.Par exemple, les techniquesde ramasse
miettes (garbage collection) dans les m¶ecanismesde gestion de la m¶emoire dynamique
accµedent µa deszonesm¶emoirepour signi¯ er leur d¶er¶ef¶erencement, i.e. qu'elles ne seront
probablement plusacc¶ed¶eesdansun futur proche.Decefait, la politiqueLRU consid¶erera,
au contraire, qu'elle seront bient ôt acc¶ed¶eesµa causede cesaccµes.

Dans ce qui suit, nous montrerons pourquoi cestechniquesg¶en¶eriquesde gestionde
la pagination peuvent être inadapt¶eesau sch¶ema desaccµesµa la m¶emoirede la m¶ethode
multifron tale.

9.2 Comportem ent m¶emoire de la m¶ethode multifron-
tale

Commepr¶esent¶e dans le chapitre 2.3, la m¶ethode multifron tale utilise trois zonesm¶e-
moire,unezonepour le stockagedesfacteurs, unepile contenant lesblocsdecontrib ution,
et une zone contenant la matrice frontale courante [12]. Pendant la travers¶eede l'arbre,
la taille de la m¶emoire occup¶ee par les facteurs crô³t toujours tandis que la taille de la
m¶emoireactive (qui contient lesblocsde contrib ution ainsi que la matrice courante) varie
selonlesop¶erations e®ectu¶ees: quand la factorisation d'une matrice frontale est termin¶ee,
le bloc de contrib ution est empil¶e ce qui accrô³t la taille de la pile ; par contre, quand
une nouvelle matrice frontale est form¶eeet assembl¶eepour un nouveau n¾ud trait ¶e, les
blocs de contrib ution de sesn¾ud ¯ ls sont d¶epil¶esce qui d¶ecrô³t la taille de la pile. De
plus, pendant le processus de factorisation, dµesque desfacteurs sont g¶en¶er¶es,ils ne sont
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plus r¶eacc¶ed¶esavant la phasede r¶esolution. Seule la m¶emoireactive qui contient la pile
des blocs de contrib ution et la/les matrice(s) frontale(s) active(s) est/sont r¶eacc¶ed¶ee(s)
pendant la factorisation. Ainsi suivant que lesfacteurs sont gard¶esen m¶emoireou stock¶es
sur disque dµesleur production, il est possible de d¶e¯nir l'espacede travail de la m¶ethode
commesuit :

{ Si les facteurs sont gard¶esen m¶emoire, la taille de la m¶emoiren¶ecessaireest ¶egale
au pic de m¶emoiretotale (tel que d¶e¯ni dans le chapitre 3).

{ Si les facteurs sont ¶ecrits sur disque dµes leur production, la taille de la m¶emoire
n¶ecessaireest ¶egaleµa la taille maximale de la m¶emoireactive.

Ainsi pour traiter desproblµemesdegrandetaille, nouspouvons imaginer deux sch¶emas
d'ex¶ecution. Le premier s'appuie sur la pagination du systµemed'exploitation . Ainsi, si la
taille de la m¶emoire utilis¶ee par la m¶ethode multifron tale d¶epassela limite repr¶esent¶ee
par la taille de la m¶emoire physique, le politique de pagination s¶electionne des pagesµa
¶evincer de la m¶emoire pour charger les zones m¶emoire n¶ecessaires.Il est important de
signaler qu'avecla strat¶egiepar d¶efaut du systµemed'exploitation (LRU), une d¶egradation
des performancespeut être observ¶ee lorsque le m¶ecanisme de pagination est utilis¶e. Le
deuxiµemesch¶ema correspond µa un processus de factorisation out-of-core dans lequel les
op¶erations d'E/S sont faites explicitement. Dans ce sch¶ema, il est int¶eressant dans un
premier tempsd'¶ecrirelesfacteurs sur disquedµesleur production. Puis, dansun deuxiµeme
temps, une gestionout-of-core de la pile doit être con»cue.

9.2.1 Sch¶ema de pagination pour la m¶ethode multifrontale

Dans cette section, nous ¶etudions le sch¶emadesaccµesm¶emoirede la m¶ethode multi-
frontale. Nous donnons le comportement desaccµesaux di®¶erentes parties de la m¶emoire
de la m¶ethode. Ensuite, nous pr¶esentons quelquesm¶ecanismesvisant l'am¶elioration des
performancessur desmachinesµa m¶emoirelimit ¶ee.

Commed¶ecrit dans la sectionpr¶ec¶edente, la m¶ethode multifron tale utilise un espace
m¶emoire divis¶e en trois parties : les facteurs, la pile des blocs de contrib ution et la/les
matrice(s) frontale(s) courante(s). Nous avons aussi vu que les facteurs n'¶etaient pas r¶e-
acc¶ed¶esaprµesleur g¶en¶eration. Ainsi, ils n'ont pas µa être pr¶esents en m¶emoireet peuvent
donc être stock¶es sur disque dµes leur production. En ce qui concerne la pile des blocs
de contrib ution, nous avons vu qu'un bloc de contrib ution n'est utilis¶e qu'une seule fois
pendant la phased'assemblage.De ce fait, lesdonn¶eescontenuesdans un bloc de contri-
bution peuvent être d¶etruites aprµes la phased'assemblage. Une cons¶equence est qu'on
pourrait imaginer informer le systµemed'exploitation que cette zone m¶emoire(le bloc de
contrib ution) n'a pas être stock¶eesur disque si elle est s¶electionn¶eecommepagevictime
lors d'unephasedepagination. Ainsi, le côut de l'¶ecriture decette zonesur disqueestsup-
prim¶e cequi peut am¶eliorer le temps de traitement d'un d¶efaut de pagesur desmachines
µa m¶emoirelimit ¶ee.Nous d¶e¯nissons cette op¶eration de lib¶eration commeun mem release.
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9.2.1.1 Limitations de la politique de pagination LRU dans le cas de la m¶ethode
multifrontale

M�moire physique

M�moire virtuelle de
 MUMPS Traitement d'une 

nouvelle matrice frontale

Zone m�moire inutilis�e Zone occup�e par la pile
Zone occup�e par les facteurs Zone occup�e par la matrice frontale active

D�fauts de page 
(�criture sur disque 

d'une partie de la pile) 

zone �crite sur disque

zone la plus ancienne 
en m�moire physique

Fig. 9.1 { Illu stration de la strat¶egiede pagination du systµemed'exploitation .

La pagination estun facteur limitan t µa la performancelors de l'u tilisation demachines
µa m¶emoirelimit ¶ee.En e®et,lorsque le processus de pagination est utilis¶e, la politique de
pagination du systµeme d'exploitation (LRU) peut prendre de trµes mauvaisesd¶ecisions
relativesµa la s¶election despagesvictimes qui vont être ¶ecritessur disques.Par exemple,
nous consid¶erons la situation donn¶eedans la ¯ gure 9.1dans laquelleune nouvellematrice
frontale doit être trait ¶ee.L'assemblagede cette matrice n¶ecessiteun accµesµa toute la pile
des blocs de contrib ution (nous faisons cette supposition pour illustrer les choix de la
politique LRU). Dans notre exemple, la m¶emoirecontient d¶ejµa desfacteurs produits par
la factorisation desmatricesfrontalespr¶ec¶edentesainsi que tous lesblocsde contrib ution.
De ce fait, la matrice frontale n¶ecessitel'¶eviction de certaineszonesde la m¶emoirepour
être stock¶ee.La politique LRU va d¶ecider alors d'¶ecrire sur le disque les parties les plus
profondesde la pile desblocs de contrib ution. Ainsi, vu que la phased'assemblage doit
acc¶eder µa ceszones(lesparties lesplusprofondesdela pile), desd¶efauts depagevont avoir
lieu. Cet exemple, illustre le fait que la politique standard LRU du systµemed'exploitation
neprend pastoujours lesbonnesd¶ecisions dans notre cas.Ici, lesd¶efauts depageauraient
pu être¶evit¶esen¶ecrivant sur le disque leszonescorrespondant aux facteurs d¶ejµa produits.
Ceci pourrait être fait en \d isant" au systµemed'exploitation que ceszones n'ont plus µa
être en m¶emoire.

9.3 Sch¶ema de pagination adapt¶e µa la m¶ethode multi-
frontale

Dans la section pr¶ec¶edente nous avons montr¶e que la politique standard LRU pour
la gestion de la pagination n'¶etait pas toujours adapt¶ee au sch¶ema des accµes m¶emoire
de la m¶ethode multifron tale. De plus, nous avons fait des propositions ayant pour ob-
jectif d'am¶eliorer le comportement du systµeme de gestion de la pagination bas¶e sur la
connaissance du processus de la factorisation. La principale id¶ee est d'instrumenter la
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factorisation, ou pour être plus pr¶ecis le code correspondant µa la factorisation, avec des
directives qui seront utilis¶eespour guider le systµemede gestion de la pagination. Dans
cette section, nous d¶ecrivons un m¶ecanismequi permet de g¶erer la pagination. Il est bas¶e
sur un processuss¶epar¶eappel¶e\moniteur" qui estconcurrent au processusde factorisation
et qui gµerel'espacevirtu el de la m¶ethodemultifron tale. De cefait, nous allons commencer
par pr¶esenter l'imp l¶ementation du moniteur. Puis, nous d¶ecrirons lesinteractions entre le
solveur et le moniteur.

9.3.1 MMUMet MMUSSEL

Dans cette section, nous pr¶esentons l'outil que nous avons employ¶e pour la mise en
¾uvre d'un moniteur depagination. D'unemaniµereg¶en¶erale,pour contr ôler la pagination,
il y a deux approches,soit d¶etourner lessignaux systµemeayant trait µa la gestionm¶emoire
et employer desfonctions fourniespar le systµeme,soit employer un systµemesp¶eci¯que.

La premiµere approche est bas¶eesur l'u tilisation des fonctions mlock, mmapet mpro-
tect pour g¶erer leszonesde l'espaced'adressagedu processus. Cette approche utilise un
gestionnaire de SIGSEGV pour intercepter les d¶efauts de page. Ce gestionnaire utilise
desdonn¶eesbas niveau du systµemed'exploitation pour r¶ecup¶erer l'adressedu d¶efaut de
page.De cefait, le gestionnaire est d¶ependant du systµemed'exploitation . La librairie lib-
sigsegv1 est le meilleur exemple de cegenre d'outils. Le principal inconv¶enient de cegenre
de techniquesest qu'ellessont assezintrusivesvis µa vis du systµeme: la m¶emoiredoit être
verrouill ¶eesans collaboration avec le systµeme,alors que d'autres processus peuvent avoir
besoinde m¶emoire.

La seconde approche pour la gestionde la m¶emoirevirtu elle est bas¶eesur desnoyaux
sp¶eciaux commeGrasshopper [60] ou micro-kernel L3/L4 [57]. Ces noyaux permettent
une gestion de la pagination, d¶efauts de pageet ¶ecriture des pagesvictimes, au niveau
utilisateur. Ainsi, si le systµemea besoinde plus de m¶emoire(pour un autre processus par
exemple), il demande au gestionnaire de pagination au niveau utilisateur de lib¶erer des
pages.Ce dernier choisit alors les pagesvictimes. Cette m¶ethode de pagination est plus
collaborative avec le systµeme,mais elle requiert un systµemed'exploitation sp¶eci¯que.

Nous avons donc utilis¶ecedernier typedecontr ôlede la pagination grâceµa un outil de
ce type d¶evelopp¶e dans la thµesed'Olivier Cozette [63], et qui fonctionne sous Linux . Cet
outil est constitu¶e d'une librairie appel¶eeMMUM(Memory Management in User Mode), et
d'un module noyau Linux appel¶e MMUSSEL(Memory Management at User SpaceLevel).
Le module interagit avec le noyau pour la gestiondespagesm¶emoire.

Un moniteur depagination estun processusstandard ayant sonpropre espaced'adres-
sagevirtu el qui s'ex¶ecute demaniµereconcurrente avecle processuspour lequel il doit g¶erer
la pagination. Il s'attache µa l'application par un appel µa la fonction MMUMsuivante :

mmum_attach(pid,begin, end, pf , swo)

1http :///libsigsegv.sourceforge.ne t .
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dans laquelle pid est le PID (num¶ero du processus) du processus dont il doit g¶erer la
m¶emoire,pf et swosont desfonctions handlers appel¶eesen casde d¶efaut de pageou de
swapout. Tous lesd¶efauts depagedu processusattach¶econcernant la zonecompriseentre
lesadressesbegin et end sont alors trait ¶espar le moniteur avec la fonction pf qui re»coit
l'adressedu d¶efaut de page. D'une maniµere similaire, lorsque le noyau d¶ecide d'¶ecrire
sur disque quelques pagesm¶emoire du processus attach¶e (pour des raisons de manque
de m¶emoire), le moniteur est appel¶e par le biais de la fonction swoqui re»coit l'ensemble
des pagesm¶emoire µa être ¶ecrites sur disque. Nous devons rappeler que cesop¶erations
d'¶ecriture (page-faults) ne sont pas une cons¶equence directe d'un d¶efaut de page. Le
principal objectif des op¶erations d'¶ecriture sur disque est de maintenir un ensemble de
pageslibres pour satisfaire les futurs d¶efauts de page.Ces m¶ecanismessont d¶eclench¶es
par desheuristiquescomplexesbas¶eessur le temps et l'activit ¶e m¶emoire.

Nous pr¶esentons ci-dessous un ensemble de fonctions utilis¶eespar le moniteur pour
g¶erer l'espacede m¶emoirevirtu el

{ mmum_get(pid,a,b) : la pagephysique correspondant µa la pagevirtu elle a du pro-
cessus attach¶e pid est associ¶ee µa l'adressevirtu elle b dans l'espace m¶emoire du
moniteur. La page physique est d¶er¶ef¶erenc¶ee de l'adressevirtu elle a : lorsque le
processus attach¶e tente d'acc¶eder µa la page,un d¶efaut de pageest g¶en¶er¶e.

{ mmum_put(b,pid,a) : la pagede m¶emoirephysique associ¶eeµa la pagevirtu elleb de
l'espaced'adressagedu moniteur est associ¶eeµa l'adressea de l'espaced'adressage
virtu el du processus attach¶e pid .

{ mmum_cont(pid): relancer le processus attach¶e pid lorsqu'il a ¶et¶e bloqu¶e par un
d¶efaut de pageg¶er¶e par le moniteur.

{ mmum_release(pid,a) : d¶er¶ef¶erencer la page de m¶emoire physique associ¶ee µa
l'adressevirtu ellea du processusattach¶epid causant la perte desdonn¶eescontenues
dans la page.La pagevirtu elle est consid¶er¶eecommeune pagejamais acc¶ed¶ee.

Grâceµa cesfonctions, le moniteur est capable de g¶erer l'espacem¶emoiredu processus
attach¶e. Par exemple, il peut d¶ecider de pr¶echarger certaines parties de la m¶emoire du
processus attach¶e qui seront utilis¶eesdans le futur.

Pour illustrer le fonctionnement d'un moniteur de m¶emoire,nous pr¶esentons un code
source de moniteur (voir la ¯ gure 9.2) qui projette un ¯ chier dans une zone de l'espace
d'adressagedu programmepr¶esent¶e dans la ¯ gure 9.3. Ce dernier cr¶eeune une zone de
m¶emoirevirtu elle et lance le moniteur qui projette un ¯ chier dans cette zone. µA chaque
accµesµa une nouvelle pagede la zone par le processus attach¶e, la fonction pf du moniteur
est appel¶eepour lire la pagecorrespondante µa partir du ¯ chier. La fonction swo, quant µa
elle,estappel¶eelorsque le systµemed'exploitation ¶ecrit sur le disque une pageappartenant
µa cette zone. La pageestalorsmisedans l'espaced'adressagedu moniteur qui l'¶ecrit dans
le ¯ chier et la supprime de la m¶emoirephysique.

Il est µa noter que le moniteur s'ex¶ecute de maniµere concurrente par rapport au pro-
cessus attach¶e. De plus, ce dernier n'est pas perturb¶e par le moniteur : son ex¶ecution
se d¶eroule normalement. Le moniteur gµere les accµes m¶emoire du processus attach¶e par
la successiondes d¶efauts pagesg¶en¶er¶eespar ce dernier. Ainsi, nous pourrions imaginer
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#include <stdio.h>
#include <mmussel2.h>

int fd ; /* Descripteur de fichier du fichier projet¶e */
void * start,end; /* Adresses de d¶ebut et de fin de la zone g¶er¶ee */

/* par le moniteur */
char * buf; /* Tamponpour la lecture d'une pagee */

void pf(int pid,void * a) /* Il y a un d¶efaut de page µa l'adresse a dans */
/* le processus attach¶e pid */

{
llseek(fd,a-start,SEEK_SET);
read(fd,buf,PAGE_SIZE); /* Lire la page µa partir du ficher */
mmum_put(buf,pid,a); /* Placer la page lue dans l'espace virtuel */

/* du processus attach¶e */
mmum_cont(pid); /* Le processus attach¶e peut être d¶ebloqu¶e */

}

void swo(int pid, void * la, void *a) /* Il y a une requête d'¶ecriture d'une page sur */
/* le disque */
/* a est l'adresse de la page µa être ¶ecrite */
/* dans la m¶emoire virtuelle du processus attach¶e */
/* la est l'adresse de la page das l'espace */
/* d'adressage du moniteur */

{
llseek(fd,address-start,SEEK_S ET) ;
write(fd,local_address,PAGE_SI ZE) ; /* ¶Ecrire la page dans le fichier */
mmum_release(getpid(),local_ad dr ess) ; /* Lib¶erer la page de m¶emoire physique */

}

int main(int argc, char ** argv)
{

int pid;
fd=fopen("MappedFile.dat",O_RD WR) ; /* Projection du fichier en m¶emoire */
pid=atoi(argc[1]); /* PID du processeur attach¶e */
start=atoll(argv[2]); /* Adresse de d¶ebut de la zone g¶er¶ee par le */

/* moniteur */
end=atoll(argv[3]); /* Adresse de fin de la zone g¶er¶ee par le */

/* moniteur */
buf=memalign(PAGE_SIZE,PAGE_SIZE) ; /* A page tampon allign¶ ee */
mmum_attach(pid,start,end,pf,s wo) ; /* Attacher la zone g¶er¶ee par le moniteur */
kill(getppid(),SIGCONT); /* Reveiller le processus attach¶e */
while (1) sleep(100); /* boucle infinie */

}

Fig. 9.2 { Code source du moniteur pour la projection d'un ¯ chier en m¶emoire
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#include <stdio.h>

#define N 400*PAGE_SIZE
main()
{ char *A;

char Pid[10],Add[20],Size[20];
int i;

A=memalign(PAGE_SIZE,N); /* Allouer une zone m¶emoire de taille N */
sprintf(Pid,"%d",getpid()); /* PID du processus attach¶e */
sprintf(Add,"%ld",(long)a); /* Adresse de la zone m¶emoire */
sprintf(Size,"%ld",(long)N); /* Taille de la zone m¶emoire */
if (fork()==0)

execlp("./monitor",Pid,Add,Siz e) ; /* Lancement du moniteur */
wait(); /* Attendre le lancement du moniteur */

for (i=0;i<N;i++) A[i]++; /* Accµes µa la m¶emoire correspondant au fichier */
/* projet¶e */

}

Fig. 9.3 { Exemple d'une projection de ¯ chier en m¶emoireen utilisant un moniteur

concevoir un moniteur qui serait capable d'optimiser la pagination en sebasant sur ces
informations (d¶efauts depage).Par exemple, dans [62, 59] lesauteurs pr¶esentent quelques
moniteurs dem¶emoireintelligents sp¶eci¯quesµa certainesclassesd'application. Cependant
pour lesapplication ayant un sch¶emacomplexed'accµesµa la m¶emoire(commec'est le cas
pour la m¶ethodemultifron tale), il semble di±cile d'¶etendre de tellestechniques.Uneautre
approche serait de combiner une analysestatique du code µa la compilation avecun outil
de gestion de la m¶emoire virtu elle comme ce qui a ¶et¶e fait par Mowry dans [58]. Ce-
pendant cegenre d'approchesstatiquesne peuvent pas fonctionner avecdesapplications
irr¶eguliµerescommele sont lesm¶ethodesdefactorisation dematricescreuses.Pour cegenre
d'applications, une solution pour am¶eliorer la pagination est d'instrumenter le processus
attach¶e d'une maniµere telle qu'il donne des informations sur cesaccµes m¶emoire au mo-
niteur dynamiquement. Dans la sectionsuivante, nous d¶ecrivons le sch¶emad'interaction
entre MUMPSet le moniteur.

9.3.2 Sch¶ema d'interaction entre MUMPSet le moniteur de pagination

La communication entre MUMPSet le moniteur de pagination est bas¶eesur un m¶eca-
nismede priorit ¶es.En e®et,MUMPSa®ectedi®¶erentes priorit ¶esaux zonesde sonespacede
travail suivant leur importance.Ainsi, le moniteur d¶ecide quelle zone doit être ¶ecrite sur
disque et quelle zone doit être charg¶eeen m¶emoireen sebasant sur leur priorit ¶e. Si par
exemple une zone a une priorit ¶e nulle, elle est ¶ecrite sur disque (c'est la seule zone ¶ecrite
syst¶ematiquement sur disque). D'un autre cot¶e, si une zone a une priorit ¶e maximale,
elle est charg¶eeen m¶emoireet ne serapas ¶evinc¶eetant qu'elle a cette priorit ¶e. En¯ n, le
moniteur tente de maintenir en m¶emoire les zones ayant les priorit ¶es les plus grandes.
La fonction permettant de positionner la priorit ¶e d'une zone m¶emoire est la fonction
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reg mem.

Concernant la gestionde la pile desblocs de contrib ution, nous utilisons la fonction
mem release, introduite µa la section 9.2.1. Nous rappelons que cette fonction informe le
moniteur qu'une zone de la m¶emoire est libre. Ainsi, le moniteur peut la lib¶erer pour
¶eviter le côut de l'¶ecriture sur disque desdonn¶eesqu'elle contenait.

La communication entre MUMPSet le moniteur est faite µa desinstants particuliers de la
factorisation. En e®et,suivant la nature de l'op¶eration e®ectu¶ee(assemblage,factorisation
partielle ou stockaged'un bloc de contrib ution), MUMPS¶emet desinformation dans le but
d'aider la gestionde la pagination au niveaudu moniteur. Le sch¶emade communication
entre MUMPSet le moniteur est illustr¶e dans la ¯ gure 9.4.

Temps

Facteurs PileMatrice frontale

Priorit�=0 Priorit�=max Priorit�s croissantes 
en partant de 1

mem_release()Priorit�=0 Priorit�=max

Stockage du bloc de contribution
Priorit�=0

Priorit�=0 Priorit�=0 mem_release() 1PPriorit�=P+1

Allocation d'une nouvelle
 matrice frontale

�tapes d'assemblage

Factorisation 

Stockage de facteurs
et d�placement du
bloc de contribution

Priorit�=max

Fig. 9.4 { Sch¶emad'interaction entre MUMPSet le moniteur.

L'in teraction entre MUMPSet le moniteur estfaite µa chaque¶etapedela vie d'unematrice
frontale. Une description desdi®¶erentes phasesdu traitement d'une matrice frontale est
donn¶eeci-dessous :

Allo cation de la matrice fron tale. Avant l'allocation d'unenouvellematrice frontale,
la priorit ¶e de la zone m¶emoirequi va la contenir est mise µa la valeur maximale en
utilisant la fonction reg mem. Cette phasecorrespond µa l'¶etape \Allo cation d'une
nouvelle matrice frontale" dans la ¯ gure 9.4.

¶Etap es d'assemblage. Avant chaque ¶etape d'assemblage,MUMPSpositionne la priorit ¶e
deszonesqui seront acc¶ed¶eespendant cettephaseµa la valeur maximalede la priorit ¶e
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en appelant la fonction reg mem. Ceci est fait pour dire au moniteur que ceszones
doivent être pr¶esentesenm¶emoirephysiqueavant le d¶ebut de la phased'assemblage.
De plus, dµesque la phased'assemblage d'un bloc de contrib ution est e®ectu¶ee, la
zone m¶emoirelui correspondant est lib¶er¶eepar un appel µa mem release.

Factorisation. Vu que la priorit ¶ede la zonem¶emoirecorrespondant µa la matrice frontale
a d¶ejµa la priorit ¶e maximale (ceci a ¶et¶e fait avant l'allocation de la matrice), sa
factorisation est faite sans communication entre MUMPSet le moniteur. Une fois la
factorisation e®ectu¶ee, le bloc de contrib ution de la matrice doit être stock¶e au
sommetde la pile desblocsde contrib ution. La priorit ¶e de la zone contenant le bloc
de contrib ution au sommetde la pile et alors positionn¶eede la maniµeresuivante :

prior ity cb= prior ity top of stack + 1

oµu prior ity top of stack repr¶esente la priorit ¶e de l'¶el¶ement qui ¶etait au sommetde
la pile avant la copie. En ce qui concerne les facteurs de la matrice frontale, leur
priorit ¶e est miseµa z¶ero vu qu'ils ne seront plus r¶eacc¶ed¶es.

Il est important de signaler qu'il n'y a pas d'interaction entre le MUMPSet moniteur
pendant la factorisation d'unematrice frontale. Ainsi, s'il y a desd¶efauts depagependant
la factorisation, ils sont g¶er¶espar la strat¶egieLRU du systµemed'exploitation . De cefait, si
la matrice frontale ne tient pasen m¶emoire,une augmentation de l'activit ¶e de pagination
peut être observ¶ee.Ceci peut engendrer despertesde performance importantes.

Dans la sectionsuivante, nous pr¶esentons quelquesoptimisations aux accµesm¶emoire
de MUMPSen utilisant le moniteur de pagination.

9.3.3 Optimisation des accµes m¶emoire

Nous allons commencer par donner une description du m¶ecanismede copie du bloc de
contrib ution optimis¶e µa l'aide du moniteur. Puis, nous pr¶esentons quelquesam¶eliorations
µa la phased'assemblagevisant µa obtenir de meilleuresperformancespour desproblµemes
de grande taille.

Optimisation du processusde copie du bloc de contribution

Aprµes la factorisation d'une matrice frontale, le bloc de contrib ution correspondant
doit être d¶eplac¶e vers le sommetde la pile desblocs de contrib ution. La phasede copie
est illustr¶eedans la ¯ gure 9.5.

Ce processus parcourt la matrice par ligne en copiant pour chaque ligne la zone cor-
respondant au bloc de contrib ution dans la zone situ¶ee au sommet de la pile. De plus
il compresseles facteurs de maniµere µa ce qu'ils soient contigus en m¶emoire.Ainsi, nous
pouvons constater sur la ¯ gure 9.5 que la copie du bloc de contrib ution produit de l'es-
pace libre dans la m¶emoirede MUMPS. Ceszonespeuvent être ¶ecrites sur disque sur des
machinesµa m¶emoirelimit ¶eedans laquelle la matrice frontale et sonbloc de contrib ution
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Matrice frontale 
courante

bloc de contributionFacteurs

Zone libre

. . .

Fig. 9.5 { Op¶eration de copie du bloc de contrib ution.

ne tiennent pas en même temps en m¶emoire. Le surcoût induit par l'¶ecriture de telles
pagessur le disque peut être ¶evit¶e en faisant appel µa la fonction mem releasefournie par
le moniteur.

Optimisation de la phase d'assemblage

La phased'assemblage d'une matrice consiste en un parcours des valeurs contenues
dans la zone correspondant aux blocs de contrib ution des n¾uds ¯ ls en sommant ces
derniµeresavec les valeurs correspondantes dans la matrice frontale courante. Ainsi, nous
devonsacc¶eder µa la zonem¶emoirequi correspond au sommetde la pile desblocsdecontri-
bution et µa certaines parties de la matrice frontale. Cette op¶eration peut être côuteuse
si l'espace m¶emoire n¶ecessaireau stockage de la matrice frontale courante et des blocs
de contrib ution qui doivent être acc¶ed¶esest sup¶erieur µa la taille de la m¶emoirephysique.
En e®et,dans cette situation, de nombreux d¶efauts de pagevont être g¶en¶er¶espendant la
phased'assemblage. Dans le but d'am¶eliorer les performancesde la phased'assemblage
dans ce genre de situation, nous lib¶erons les zones qui ont d¶ejµa ¶et¶e parcourues dans le
sommetde la pile µa l'aide de la fonction mem releasecommeillustr¶e dans la ¯ gure 9.6.
Ainsi, si un d¶efaut de pagesurvient, le systµemeva utiliser lespageslib¶er¶eespour charger
les pagesdemand¶ees.De ce fait, le côut des¶ecriture de cespagessur le disque est ¶evit¶e.
Tout commepour la phasede copie du bloc de contrib ution, les lib¶erations sont faites
sur deszonesde taille raisonnable pour ¶eviter une granularit ¶e trop ¯ ne.
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 . . .

Matrice frontale
courante blocs de contribution

mem_release

mem_release

Fig. 9.6 { Optimisation de la phased'assemblage.

9.3.4 Impl¶ementation du moniteur

La ¯ gure 9.7 d¶ecrit l'imp l¶ementation du moniteur de pagination et son interaction
avec MUMPS. Le moniteur est compos¶e de deux processus :

{ Le premier traite les reqûetesm¶emoire¶emisespar MUMPS(reg mem, mem release)
ainsi que les d¶efauts de pagede ce dernier.

{ L'autre processus gµere le pr¶echargement de zones m¶emoire de grande taille. Ceci
permet de continuer de traiter les reqûetespendant une grosseop¶eration d'E/S.

Chaquefoisquele moniteur traite unereqûetedetypereg mem, il met µa jour sonimage
de la m¶emoire de MUMPS(i.e. une liste de zones m¶emoire avec leur priorit ¶e respective).
De plus, il s¶electionne les zones devant être charg¶eesou ¶ecrites du sur le disque d'une
maniµeretelle que leszonesde haute priorit ¶e sont laiss¶eesen m¶emoirephysique. Leszones
µa charger ou ¶ecrire sur disque sont alors trait ¶eesalors que les zonesm¶emoirede grande
taille (taille sup¶erieure µa 1 Mo) sont pr¶echarg¶eesde maniµereasynchrone.

µA la r¶eception d'une reqûete de type mem release, le moniteur libµere la/les page(s)
physique(s) associ¶ee(s) µa la zone m¶emoire concern¶ee par la reqûete. Cette fonction est
bloquante au niveaudu processus de MUMPS. En e®et,vu que l'application et le moniteur
sont ex¶ecut¶esde maniµereconcurrente, il est n¶ecessaireque le traitement desmem release
soit fait de maniµeresynchrone. Le traitement asynchrone desmem releasepeut être dan-
gereux dans le casoµu MUMPSr¶eutilise la zone correspondant µa un mem releaseavant que
le moniteur n'ait trait ¶e la reqûete. Ainsi, une perte de donn¶eesapparâ³t dans ce cas.

Les ¶ecriture sur disque ainsi que les d¶efauts de pageprovenant du systµemed'exploi-
tation sont trait ¶esnormalement par cedernier. Pour un d¶efaut de page,la pageµa lire est
charg¶eea partir du ¯ chier d'¶echange. En ce qui concerne les¶ecritures sur disque (swap-
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Fig. 9.7 { Interaction entre MUMPS, MMUM/MMUSSELet le moniteur de pagination

out), les pagesµa ¶ecrire sont stock¶eesdans le ¯ chier d'¶echange. Il est µa noter que le but
du moniteur est de garder en m¶emoire toutes les pagesn¶ecessairesau calcul. De plus,
il va aussi pr¶echarger certaines zones de la m¶emoire en se basant sur des informations
fournies par l'application. Ainsi, le moniteur va r¶eduire le nombre de d¶efauts de pageet
d'¶ecrituressur disque qui peuvent seproduire pendant l'ex¶ecution de l'application.

9.3.5 Instrumentation de MUMPS

L'imp l¶ementation du m¶ecanisme de communication d¶ecrit dans les sections pr¶ec¶e-
dentes a ¶et¶e fait en introduisant desappelsde fonctions dans le code source de MUMPS. Le
pseudo-code correspondant aux di®¶erentes fonctions de communication entre MUMPSet le
moniteur est donn¶e ci-dessous :

C mem_releasede la zone correspondant µa la
C zone m¶emoire [A(BEGIN_INDICE),A(END_I NDI CE) ]

CALLMEM_RELEASE(A(BEGIN_INDI CE) , A( END_I NDI CE)
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* ,REQUEST_NUMBER)

C positionne la priorit¶ e de la zone m¶emoire
C correspondant µa la zone [A(BEGIN_INDICE),A(END_I NDI CE) ]
C µa PRIORITY

CALLREG_MEM(A(BEGIN_INDICE), A( END_I NDI CE) ,
* PRIORITY,REQUEST_NUMBER)

L'imp l¶ementation du sch¶emade communication entre MUMPSet le moniteur a ¶et¶e faite
en ajoutant un petit nombre d'appelsde fonction (moins de 100lignesde codesajout¶ees
pour un code source de 120000lignes).

9.4 R¶esultats exp¶erimentaux

Pour illustrer lesgains obtenus avecnotre moniteur de pagination, nous l'avons exp¶e-
riment¶e avecdi®¶erents problµemes(voir le tableau9.1) provenant de di®¶erentescollections
(voir l'annexeC).

Les tests ont ¶et¶e e®ectu¶essur une grappe de six n¾uds ¶equip¶esde processeurs Alpha
EV56 µa 533 Mhz (voir l'annexe C pour plus de d¶etails). Chaque n¾ud a un maximum
de 128Mo de m¶emoire. Il est µa noter que pour nos tests, nous avons utilis¶e METIS [37]
commetechnique de renum¶erotation.

Matrice Ordre NZ Type
GUPTA3 16783 4670105 SYM
SHIP 003 121728 4103881 SYM
THREAD 29736 2249892 SYM

TWOTONE 120750 1224224 NS
XENON2 157464 3866688 NS

Tab. 9.1 { Problµemes de test.\SYM"
signi¯ e sym¶etrique, \NS" signi¯ e non-
sym¶etrique.

GUPTA3 SHIP 003 THREAD TWOTONE XENON2
84.74 47.19 367.03 39.07 108.66

Tab. 9.2 { M¶emoiren¶ecessaireµa la fac-
torisation (en millions de r¶eels),METIS
est utilis¶e commetechnique de renum¶e-
rotation.

Les tailles m¶emoiredesprocesseurs utilis¶essont ¶egalesµa 64 Mo et 128 Mo. Ce choix
est motiv¶e par le fait que le même comportement peut être obtenu avec des machines
¶equip¶eesde m¶emoire plus importante avec des problµemesde plus grande taille. µA titre
indicatif, la taille de la m¶emoiren¶ecessaireµa la factorisation de chacune desmatricesest
donn¶eedans le tableau 9.2.

Le tableau 9.3 donne le temps de factorisation de MUMPSsans le moniteur de pagina-
tion. Nous pouvons observer que le temps n¶ecessaireµa la factorisation augmente avec la
diminution de la taille de la m¶emoirephysique. De plus, le temps d'ex¶ecution out-of-core
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Taille GUPTA3 SHIP 003 THREAD TWOTONE XENON2
64 Mo 323(71) 4472(975) 1445(450) 1496(465) 3224(1605)
128Mo 350(71) 2303(975) 742(450) 598(465) 1907(1605)

Tab. 9.3{ Temps de factorisation (en secondes)de MUMPSsans le moniteur de pagination.
Le temps de factorisation in-core est donn¶e entre parenthµeses.

est trµes¶eloing¶e de celui du cas in-core pour les problµemesde taille importante par rap-
port µa la taille de la m¶emoire(SHIP 003par exemple). Il est µa noter que pour la matrice
GUPTA3 le temps avecune machine ayant une m¶emoirede taille 64Mo estplus petit que
celui obtenu avecune m¶emoirede taille 128Mo. Cecipeut être expliqu¶e par le m¶ecanisme
d'¶ecriture sur disquedespagesµa ¶evincer(swap-out) : avecmoinsdem¶emoire,ces¶ecritures
sont d¶eclench¶eesplus souvent ce qui conduit µa un meilleur recouvrement entre ¶ecritures
et calculs. Sur destaille de m¶emoireplus importantes, les¶ecrituressont d¶eclench¶eesplus
tard ce qui peut bloquer le processus µa caused'un manque de pagesm¶emoirelibres.

taille GUPTA3 SHIP 003 THREAD TWOTONE XENON2
64 Mo 179k 852k 222k 226k 505k
128Mo 132k 373k 99k 101k 202k

Tab. 9.4 { Nombre de d¶efauts de page(k : kilo)

Le tableau 9.4 donne le nombre de d¶efauts de pagesans le moniteur de pagination.
Nous pouvons observer que le nombre de d¶efauts de pageaugmente avec la r¶eduction de
la taille de la m¶emoirephysique.

M¶emoire Matrice Moniteur
(utilisateur)

Moniteur
(systµeme)

lecture
asynchrone

temps totale
moniteur

temps total surcoût du
moniteur (%)

64 SHIP 003 58 6.7 30 94 2688 3.5
64 XENON2 48 6.5 0.6 68 2312 2.95
128 SHIP 003 44 4.5 8.5 62 1610 3.85
128 XENON2 40 5 0.8 50 1862 2.97

Tab. 9.5 { Surcoût induit par le moniteur de pagination.

Le tableau 9.5 donne le surcoût induit par le moniteur de pagination. Nous pouvons
constater que le surcoût est faible. Cependant, le temps pass¶e dans lesappelsde fonction
correspondant aux reg mem et mem release dans le processus de MUMPSpeuvent être
côuteux commepar exemple avec la matrice TWOTONE. Ce surcoût peut être r¶eduit
en r¶eduisant le nombre desreqûetes¶emisespar MUMPSen augmentant la granularit ¶e par
exemple.

La ¯ gure 9.8 donne le pourcentage du gain (ou perte) en terme de nombre de d¶efauts
de pageet ¶ecriture sur le disque (swap-out) sur desmachinesa 64 et 128Mo de m¶emoire

Nous observons une r¶eduction du nombre d'¶ecritures pour tous les cas.Ceci est une
cons¶equencedesbonnesd¶ecisions prisespar le moniteur quant µa la s¶electiondespagesµa
¶ecrire sur le disque grâceaux priorit ¶espositionn¶eesµa l'aide de la fonction reg mem. De
plus, le m¶ecanisme mem releaseaide µa diminuer le nombre d'¶ecritures vu que les pages
lib¶er¶eesn'ont pas µa être ¶ecritessur le disque.
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Fig. 9.8 { R¶eduction du nombre de d¶efauts de pageet de swap-outavec le moniteur de
pagination sur di®¶erentes tailles de m¶emoire.

En ce qui concerne le nombre de d¶efauts de page,nous pouvons observer que le m¶e-
canisme dans lequel les mem release sont d¶esactiv¶es donne des gains signi¯ catifs. Ceci
peut être expliqu¶e par l'u tilisation du m¶ecanismede priorit ¶eset µa une meilleure politique
de pagination. Ainsi, lespagessont moins souvent ¶ecritessur disque. De plus, nous pou-
vons constater que le nombre de d¶efauts de pageaugmente lorsqu'on active le m¶ecanisme
de lib¶eration despages(mem release). Ceci peut être expliqu¶e par la situation dans la-
quelle une page est lib¶er¶ee puis r¶eacc¶ed¶ee dans un intervalle de temps r¶eduit g¶en¶erant
ainsi un d¶efaut de page. Ce genre de d¶efauts de page n'est pas côuteux en terme de
temps de traitement vu que la pagephysique est disponible (elle a d¶ejµa ¶et¶e lib¶er¶eepar le
mem release). Ce type de d¶efauts de pagesurvient g¶en¶eralement lorsque le moniteur n'a
paseu le temps de traiter la reqûete de type reg memquand l'application (MUMPS) accµede
µa la zone correspondante (zone lib¶er¶ee).
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Fig. 9.9 { Gains en temps d'ex¶ecution sur desmachinesavecdi®¶erentes tailles m¶emoire.

La ¯ gure 9.9 donne la r¶eduction (resp. augmentation) du temps de factorisation avec



9.4. R¶ESULTATS EXP¶ERIMENTAUX 145

notre moniteur de pagination en comparaisondu temps mesur¶e aveclespolitiquesde pa-
gination standards pour desmachinesayant unem¶emoirephysiquede64et 128Mo. Nous
pouvons observer qu'une r¶eduction du nombre de d¶efauts de pageconduit µa une diminu-
tion du temps d'ex¶ecution avec une exception pour la matrice TWOTONE sur 128 Mo.
Pour ce dernier cas, l'augmentation du temps de la factorisation est due au surcoût du
moniteur (ou plus pr¶ecis¶ement aux surcoût des appels de fonctions de communication
avec le moniteur). En e®et,pour cette matrice, un grand nombre de reqûetessont ¶emises
par l'application vers le moniteur concernant dest âches(n¾uds de l'arbre d'assemblage)
de granularit ¶e ¯ ne (de taille inf¶erieure µa 10 Ko). Pour mieux illustrer ceph¶enomµene, nous
avons mesur¶e pour la matrice TWOTONE 95000reqûetesavec le moniteur pour 600se-
condesde factorisation alors qu'avec la matrice SHIP 003nous obtenons 35000reqûetes
pour un temps d'ex¶ecution de 1200secondes.De plus nous avons mesur¶e le temps n¶eces-
saireµa la factorisation dans di®¶erentes con̄ gurations pour illustrer le surcoût induit par
lesappelsaux fonctions de communication entre MUMPSet le moniteur de pagination. Les
r¶esultats sont donn¶es dans le tableau 9.6. Nous pouvons observer que le fait d'appeler
les fonctions du moniteur si ce dernier est inactif a un côut assezimportant puisque le
temps de factorisation passede 598µa 696secondes.De plus nous pouvons observer que le
fait d'utiliser le moniteur pour g¶erer la pagination dans ce caspermet d'avoir une petite
diminution de temps de factorisation (674 secondes) par rapport au cas oµu ce dernier
¶etait appel¶e en ¶etant inactif. Ceci illustre le fait que le traitement du moniteur n'est pas
trµescôuteux en terme de temps d'ex¶ecution.

Moniteur actif Moniteur inactif avec appel aux fonctions Moniteur inactif sans appel aux fonctions
674.04secondes 696.04secondes 598.77secondes

Tab. 9.6 { Surcoût induit par lesappelsde fonctions de communication avecle moniteur
de pagination dans le casde TWOTONE avec 128Mo de m¶emoirephysique.

En¯ n, nous observons que les gains en temps d'ex¶ecution sont meilleures sur 64 Mo
que sur 128 Mo. Ceci est dû au fait que l'activit ¶e de la pagination est plus importante
sur 64 Mo. Ainsi, la r¶eduction du nombre de d¶efauts de pageavec 64 Mo de m¶emoirea
un plus gros impact que sur 128Mo (voir la ¯ gure 9.8). Pour mieux illustrer ce compor-
tement, nous avons test¶e notre moniteur de pagination sur 32 Mo de m¶emoirephysique.
Nous avons obtenu une r¶eduction de 37.4%pour la matrice GUPTA3 et 27.4%pour la
matrice XENON2 en comparaison avec la strat¶egiede pagination standard du systµeme
d'exploitation . Il est important de signaler que pour de tellestailles de m¶emoirephysique,
certainesmatricesfrontales densesne tiennent pasen m¶emoire.Il faut alors concevoir un
sch¶emade factorisation out-of-core pour lesmatricesfrontalesqui ne tiennent pasen m¶e-
moire. Ceci explique, en partie, pourquoi nous n'obtenons pas desgains plus importants
sur destailles m¶emoireaussi petites.

Nous donnons dans le tableau 9.7 l'imp act desm¶ecanismesd'optimisation de la copie
du bloc de contrib ution et de l'optimisation de la phased'assemblage introduits dans
les sections 9.3.3 et 9.3.3, respectivement, sur une machine ayant 64 Mo de m¶emoire. Il
apparâ³t que pour une matrice avecdesn¾uds de taille importante, SHIP 003en l'occur-
rence, l'apport desdeux m¶ecanismesest signi¯ catifs et peut permettre une r¶eduction du
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Matrice Sch¶emastandard Sch¶ema sans optimisation de la
copie du bloc de contrib ution

Sch¶emasans optimisation de l'as-
semblage

SHIP 003 2687.86secondes 2840.43secondes 2783.62secondes
XENON2 2312.16secondes 2363.16secondes 2325.42secondes

Tab. 9.7 { Impact des m¶ecanismesd'optimisation des accµes m¶emoire avec le moniteur
pour deux matricessur une machine µa 64 Mo de m¶emoire.

temps de la factorisation avec un facteur proche de 10%.En ce qui concerne XENON2,
nous pouvons constater que nos m¶ecanismesn'ont pas un gros impact sur le temps de
factorisation. Cela est expliqu¶e par le fait que sur ce cas test, la taille de la majorit ¶e
desmatrices frontales est petite en comparaisonde la taille de la m¶emoirephysique. Ces
r¶esultats montrent l'imp ortance de tels m¶ecanismeslorsque la m¶ethode est confront¶eeµa
desmatrices frontales de grandestailles sur desmachinesµa m¶emoirelimit ¶ee.
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Fig. 9.10{ Comparaisonentre le temps de r¶esolution pour lescasin-core et out-of-core.

En¯ n, nous pr¶esentons dans la ¯ gure 9.10, le temps n¶ecessaireµa la r¶esolution dans
le cas in-core et dans le cas out-of-core, dans lequel la factorisation a ¶et¶e faite avec le
moniteur et la phaseder¶esolution avecle sch¶emadepagination standard, sur unemachine
µa 64 Mo et 128 Mo de m¶emoire. Signalons que le sch¶ema des accµes µa la m¶emoire de la
phasede r¶esolution correspond µa un parcours desfacteurs en deux passes.Nous pouvons
constater que le temps n¶ecessaireµa la r¶esolution est trµes important dans le cas in-core
puisque la totalit ¶e desfacteurs ne peut pas être stock¶eeen m¶emoire.De plus, dans le cas
out-of-core, le temps de la phasede r¶esolution peut repr¶esenter jusqu'µa 10%du temps de
traitement total de la matrice alors que dans le cas in-core ce facteur ne d¶epassait pas
1% pour la majorit ¶e desproblµemes.Ceci illustre le fait, qu'il est n¶ecessairede concevoir
dessch¶emade r¶esolution out-of-core, qu'ils soient implicites ou explicites.



9.5. CONCLUSION 147

9.5 Conclusion

Dans cechapitre nous avons pr¶esent¶e une nouvelle approche pour l'¶etude et l'am¶elio-
ration desperformancesde la factorisation de systµemeslin¶eairescreux de grande taille.
En e®et,dans le but d'¶eviter une restructuration du code de l'application ¶etudi¶eepour
impl¶ementer un algorithmeout-of-core dans lequel lesop¶erations d'E/S sont g¶er¶eesexpli-
citement, nous proposons de modi¯ er le systµemede pagination pour rendre lesop¶erations
d'E/S transparentes. Ceci a ¶et¶e fait en utilisant l'outil MMUM&MMUSSELqui permet la ges-
tion de l'activit ¶e de pagination au niveau de l'application. Ainsi, nous avons commenc¶e
par ¶etudier le sch¶ema d'accµes aux donn¶eesde la m¶ethode multifron tale dans le but de
concevoir les m¶ecanismesqui serviront µa am¶eliorer les d¶ecisions prisespar le m¶ecanisme
de pagination. Dans la m¶ethode multifron tale, la m¶emoireest divis¶eeen trois parties : les
facteurs qui sont stock¶esdans une zone¶ecriture-unique, lesblocsde contrib ution qui sont
dans unezone¶ecriture-unique/ lecture-unique, et un espacede travail contenant la matrice
courante qui doit être en m¶emoire.Nous avons alors d¶ecrit la conception et la r¶ealisation
d'un moniteur de pagination qui permet d'avoir une politique de pagination plus adapt¶ee
au sch¶ema d'accµes aux donn¶eesde la m¶ethode multifron tale. Cette politique tente de
maintenir en m¶emoireleszonesutiles au calcul tout en ¶evitant d'e®ectuer desop¶erations
d'E/S inutiles dans le casdesdonn¶eeslecture-unique(les blocs de contrib ution).

Les exp¶erimentations ont montr¶e que cette premiµere politique de pagination est ca-
pable der¶eduire demaniµeresigni¯ cative le nombre ded¶efauts depagecequi peut conduire
µa une diminution du temps d'ex¶ecution sur desmachinesµa m¶emoirelimit ¶ee.Cependant,
il est apparu que notre politique avait desdi±cu lt¶eslorsque la matrice frontale ne tenait
pas en m¶emoire. De ce fait, il serait int¶eressant d'am¶eliorer la strat¶egie de pagination
pendant la factorisation partielle de la matrice frontale avecun sch¶emaproche de cequi
a ¶et¶e fait dans [61]. En¯ n, dans la derniµere partie du chapitre, nous avons mis en avant
la n¶ecessit¶e de concevoir une phasede r¶esolution avec sch¶ema out-of-core. Ainsi, nous
pouvons concevoir, en utilisant notre moniteur de pagination, despolitiquesde pagina-
tions adapt¶eesau sch¶emadesaccµesde la phasede r¶esolution. Ceci permettra d'¶etudier le
comportement desapprochesout-of-core pour la r¶esolution dans le but futur de concevoir
une phasede r¶esolution bas¶eesur un sch¶ema out-of-core explicite. Notons qu'une phase
de r¶esolution out-of-core peut reposer sur le traitement de plusieurs seconds membres
simultan¶ement pour augmenter le rapport entre calcul et volume d'E/S.

Il serait aussi int¶eressant d'¶etendre notre moniteur au casdes ex¶ecutions parallµeles.
L'extension peut être faite asseznaturellement exception faite de la gestionde la pile des
blocs de contrib ution qui devient plus complexe. De plus, il serait int¶eressant d'¶etudier
la m¶ethode multifron tale parallµele avec politique de pagination adapt¶ee coupl¶ee µa des
strat¶egiesd'ordonnancement bas¶eessur la m¶emoire(voir le chapitre 7). Ensuite, il serait
int¶eressant de prendre en compte desinformations li¶eesµa la taille de la m¶emoirephysique
non-utilis¶eeau niveau de chaque processeur dans les strat¶egied'ordonnancement bas¶ees
sur la m¶emoire.
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Conclusion

Lesdi®¶erents chapitres de cette thµeseont permis d'appr¶ehender et de mesurer le rôle
critique que peut jouer la m¶emoiredans lesm¶ethodesdirectesde r¶esolution dessystµemes
lin¶eairescreux. Ainsi, il estapparu tout au long decette¶etudeque la m¶emoire,plus que le
temps d'ex¶ecution, pouvait être le facteur limitan t au traitement de problµemesde grande
taille. Lesrecherchese®ectu¶eeset les techniquesd¶evelopp¶eesdans lesdi®¶erents chapitres
de cette thµeseconstituent un pas signi¯ catif dans la conception de nouvellesapproches
ayant µa la fois un bon comportement m¶emoireet une performance raisonnable.

Nos travaux ont n¶ecessit¶e desexp¶erimentations pouss¶eesdans le cadre d'un environ-
nement logiciel (MUMPS) utilis¶e par la communaut¶e scienti¯ que. Ils ont pour certains ¶et¶e
int¶egr¶es µa ce logiciel, et ont d'autre part ouvert des voies nouvelles pour les m¶ethodes
directes.Nos principalescontrib utions sont lessuivantes :

I mpact des techniques de renum ¶erotation sur la m¶emoire : Nous avons montr¶e
l'imp act des di®¶erentes familles de techniques de renum¶erotation sur d'une part
la topologie de l'arbre d'assemblage et d'autre part le comportement m¶emoire de
la m¶ethode multifron tale. Ainsi, des liens entre la technique de renum¶erotation,
la topologie des arbres d'assemblage et le comportement m¶emoire de l'approche
multifron tale ont pu être mis en avant dans le chapitre 2.

Optimisation de la m¶emoire de la m¶etho de multifron tale : Nous avons propos¶e
dans les sections 3.5 et 3.6 des algorithmesqui donnent une occupation m¶emoire
optimale pour la m¶ethode multifron tale dans le cadre d'un sch¶emad'ex¶ecution out-
of-core et in-core (respectivement), grâce µa un ordre optimal de traitement des
n¾uds de l'arbre d'assemblageet µa un nouveausch¶emad'activation dest âches.Ces
travaux ¶etendent les travaux de Liu [41] relatifs µa la minimisation de la m¶emoire
pour la m¶ethode multifron tale.

¶Etude et optimisation du comp ortemen t m¶emoire dans le cas parall µele :
L'¶etude pr¶esent¶ee dans le chapitre 6 a permis de mettre en avant les problµemes
li¶esau mauvais comportement m¶emoirede la m¶ethode multifron tale parallµeleainsi
que les facteurs ayant un e®etn¶egatif sur dernier. Ainsi, des strat¶egiesd'ordon-
nancement dynamiques ont ¶et¶e propos¶ees dans le chapitre 7 pour am¶eliorer le
comportement m¶emoirede la m¶ethode multifron tale parallµele.Il est apparu que ces
approchesdynamiques¶etaient limit ¶eespar la partie statique de l'ordonnancement.
De ce fait, certaines am¶eliorations li¶eesµa la granularit ¶e des t âches ont ¶et¶e propo-
s¶ees.Malheureusement, nous avons pu constater que ces approches d¶egradaient
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fortement les performances tout en am¶eliorant le comportement m¶emoire. Nous
avons alors propos¶e dans le chapitre 8 des strat¶egiesd'ordonnancement hybrides
qui visent µa obtenir une bonne performance tout en ayant un bon comportement
m¶emoire. Ces approches sont bas¶ees sur la combinaison de modi¯ cations de la
phasestatique d'a®ectationdest âchesaux processeurs et de strat¶egiesdynamiques
bas¶eessur la performance avec respect des contraintes sur la m¶emoire. Même si
cesstrat¶egiessont perfectibles, il est d¶ejµa apparu qu'elles avaient un fort potentiel
aussi bien en terme de performance, puisque des r¶eductions signi¯ catives du
temps d'ex¶ecution ont pu être observ¶ees,que de comportement m¶emoire,oµu elles
permettent de s'adapter dynamiquement µa descontraintes m¶emoirebeaucoup plus
fortes, et de r¶eduire le pic de m¶emoiree®ective.

M ¶ecanisme de coh¶erence de vues dans un systµeme distribu ¶e : Nous avons pr¶e-
sent¶e dans le chapitre 5 des m¶ecanismespermettant d'am¶eliorer la qualit¶e de la
vue du systµemeau niveau de chacun des processus d'un systµemedistribu¶e. Cette
vue est utilis¶eepar desordonnanceurs dynamiqueslocaux µa chacun desprocessus.
Ainsi, plut ôt qued'utiliser l'approcheclassiquedu snapshotdistribu¶e [16] introduite
par Chandy et Lamport, nosm¶ecanismesmaintiennent une vue du systµemetout au
long de l'ex¶ecution du calcul. Nous avons propos¶e un m¶ecanisme e±cace fournis-
sant desinformations (chargede travail, m¶emoiredisponible, . . . ) coh¶erentes µa des
ordonnanceurs distribu¶es.Cette approche a ¶et¶e utilis¶eedans la m¶ethode multifron -
tale parallµele pour fournir les informations n¶ecessairesaux d¶ecisions dynamiques
d'ordonnancement.

Pagination adaptativ e pour la m¶etho de multifron tale : Dans le but d'¶etudier les
points cl¶e de la conception d'une approche out-of-core pour la m¶ethode multifron -
tale, nous avons propos¶e dans le chapitre 9 un sch¶emaout-of-core implicite adapt¶e.
Ainsi, aprµesune ¶etude du sch¶ema d'accµesµa la m¶emoire,nous avons con»cu µa l'aide
de l'outil MMUM&MMUSSEL[61] un moniteur qui gµerel'activit ¶ede pagination au niveau
de l'application µa l'aide d'in formations pass¶eespar cette derniµere. Cette approche
a l'avantage qu'elle ne n¶ecessitepas une restructuration de l'application pour la
conception d'un sch¶ema d'ex¶ecution out-of-core. Ainsi, nous avons pu ¶etudier le
comportement d'une telle approche et mettre en avant les facteurs limitan t lesper-
formancessur desmachinesµa m¶emoirelimit ¶ee.

Les ¶etudes pr¶esent¶eesdans cette thµeseont permis d'am¶eliorer le comportement m¶e-
moire de la m¶ethode multifron tale, mêmes'il reste de nombreusesvoiesµa explorer. Les
approchesdynamiquesintroduites sont µa la fois limit ¶eespar lesaspectsstatiquesde l'or-
donnancement et par la dynamicit¶e et le côt¶e local des d¶ecisions. Ainsi, des d¶ecisions
dynamiques li¶eesµa la s¶election de la prochaine t âche µa activer pourraient être prisesde
maniµereplus globale, a¯ n d'une part d'am¶eliorer le processus de remont¶eede l'arbre avec
un objectif orient¶e performance et d'autre part pour l'am¶elioration du comportement
m¶emoire. Grâce µa de telles strat¶egiesplus globales,des problµemesm¶emoire sur un des
processeurs pourront être solutionn¶es par l'activation par d'autres processus de tâches
consommatricesdesblocs de contrib ution locaux. D'autre part, il est apparu que l'ordre
initial des t âches dans l'ensemble des t âches activables avait une in° uence importante
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sur le comportement de la m¶ethode multifron tale parallµeleque ce soit d'un point de vue
performanceou d'un point de vue m¶emoire.

Une autre perspective prometteuse consisterait µa ¶etendre les algorithmes propos¶es
dans le chapitre 3 au cas parallµele a¯ n, dans le cas d'arbres trµes larges,de consommer
les blocs de contrib ution au niveau de chacun des ¯ ls au plus t ôt. Dans un premier
temps, les techniquesdu chapitre 3 doivent être appliqu¶eesaux parties s¶equentielles de
l'arbre d'assemblage(sous-arbres).Dansun deuxiµemetempsil estpossible soit demodi¯ er
arti¯ ciellement la structure de l'arbre par l'a jout de n¾uds ¯ ctifs ne servant qu'µa la
consommationdesblocsde contrib ution desn¾uds ¯ ls, soit en anticipant l'allocation du
n¾ud pµere. Dans les deux cas, les d¶ecisions relatives µa l'allocation d'un n¾ud devront
r¶esulter d'une combinaisonde critµeresstatiqueset dynamiques.

L'¶etude de strat¶egiesd'ordonnancement pour plates-formesh¶et¶erogµenesconstitue un
autre aspect int¶eressant pour la m¶ethode multifron tale parallµele. Il apparâ³t aujourd'hui
que même les calculateurs haute-performance deviennent de plus en plus h¶et¶erogµenes
(machines de l'IDRIS par exemple). Pour les grappes de multip rocesseurs, les travaux
pr¶esent¶esdans le chapitre 8 doivent mieux prendre en compte la localit¶e desprocesseurs
au seind'un n¾ud de calcul. D'autre part il est possible de s'adapter µa desarchitectures
h¶et¶erogµenesquelconques,voire multi-u tilisateurs. Pour cela, il est possible de prendre en
compte l'h¶et¶erog¶en¶eit¶edela plate-formelorsdela phasestatique,et deg¶ererla dynamicit¶e
du systµemeau cours du temps grâceaux strat¶egiesdynamiques.

En¯ n, la conception d'approches parallµeles de r¶esolution out-of-core pour des sys-
tµemeslin¶eairescreux constitue une perspective int¶eressante de l'¶etude pr¶esent¶eedans le
chapitre 9. Les travaux sur le cass¶equentiel peuvent être ¶etendus trµesnaturellement au
cas parallµele (un premier couplage ¶etant en cours). Puis, une approche out-of-core ex-
plicite peut être con»cue en se basant sur les r¶esultats des di®¶erentes ¶etudes utilisant la
pagination adaptativ e. Pour cela,la premiµerephaseconsisteraµa ¶elaborer une gestionout-
of-core desfacteurs produits lors de la factorisation. Puis, dans un deuxiµemetemps, une
strat¶egieout-of-core de gestion de la pile des blocs de contrib ution ainsi qu'un sch¶ema
de factorisation partielle pour lesmatricesfrontalesne rentrant pasen m¶emoirephysique
pourront être con»cus. Ces travaux devront être compl¶et¶es par des¶etudes au niveau de
l'ordonnancement de maniµereµa faciliter le processus d'E/S lors du placement dest âches
sur les processeurs. Ceci peut être fait dans un premier temps en utilisant desstrat¶egies
d'ordonnancement bas¶eessur la m¶emoiresimilairesµa cellespropos¶eesdans le chapitre 7.
De plus, il ne faut pas oublier l'¶etape de r¶esolution triangulaire, oµu le rapport calcul-
lecture disque seraen g¶en¶eral plus critique que pour la factorisation. Cestravaux doivent
permettre de r¶esoudre avec desperformancesraisonnables desproblµemesde trµesgrande
taille (plusieurs dizainesde millions d'¶equations) pour lesquels il y a une forte demande
de la part d'utilisateurs vers¶esdans le monde de la simulation, et pour qui les m¶ethodes
directes,parfois coupl¶eesµa desm¶ethodesit¶eratives,sont souvent n¶ecessaires.
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Annexe C

Environnement exp¶erimental

C.1 Environnement logiciel

Dans le but d'exp¶erimenter et de valider les algorithmes et m¶ecanismes que nous
avons propos¶es,nous les avons impl¶ement¶esdans le logiciel MUMPS1 (MUltifron tal Massi-
vely Parallel Solver) [7, 5]. Ce dernier impl¶emente un solveur multifron tal parallµele avec
pivotagepartiel pour les factorisation LU et LD L T , et utilise la bibliothµeque de passage
de messagesMPI [20]. De plus, il permet l'u tilisation de di®¶erentes techniquesde renu-
m¶erotation (une description destechniquesutilis¶eesestdonn¶eesdans la sectionsuivante).
Concernant la gestiondu parall¶elismedans MUMPS, elle correspond µa ce qui a ¶et¶e d¶ecrit
dans le chapitre 4.

C.2 Techniques de renum¶erotation

Deux sch¶emaspopulairesde renum¶erotations sym¶etriquessont lesheuristiqueslocales
telles que le degr¶e minimum (AMD [6], MMD [39]) ou le remplissageminimum (AMF ,
MMF ) [44, 48], et lesheuristiquesglobalesbas¶eessur le partition nement du graphe de la
matrice, commelesdissections embô³t¶ees[30]. Une autre classed'algorithmesa aussi¶et¶e
con»cuequi combinelesheuristiqueslocalesaveclesheuristiquesglobales(voir le chapitre 1
pour plus de d¶etails). Nous consid¶erons lesheuristiquessuivantes :

{ AMD : le minimum degr¶e approxim¶e [6] ;
{ AMF : le remplissageminimum approxim¶e tel qu'impl¶ement¶e dans MUMPS;
{ PORD : un couplagestrict de techniquesde renum¶erotation localeset globales[52] ;
{ METIS : nous utilisons la routine METIS_NODENDprovenant du logiciel METIS qui

impl¶emente une m¶ethode hybride bas¶ee sur de la dissectionembô³t¶ee µa plusieurs
niveaux et du minimum degr¶e multip le.

1Disponible sur http://graal.ens- lyon.fr/MUMP S
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{ SCOTCH : nous utilisons une version de SCOTCH[45] fournie par l'auteur dans
laquelle un couplage entre la dissectionembô³t¶eeet le (halo) remplissageminimal
approxim¶e (HAMF ) est fait d'une maniµereproche de ce qui a ¶et¶e fait dans [11].

C.3 Machines utilis¶ees

Lors de nos exp¶erimentations, nous avons utilis¶e principalement trois machines.Ces
derniµeressont d¶ecritesci-dessous :

CI NES. 2 Cette machine est un systµemeIBM SP ayant les caract¶eristiquessuivantes :
{ 29n¾udsSMP (NH2) µa 16processeurs, 464processeurs Power3+/375 Mhz, 16Go

par n¾ud.
{ 2 n¾uds SMP(Regatta) µa 32 processeurs, 64 processeurs Power4/1,3 Ghz, 64 Go

par n¾ud.
{ Ensemble interconnect¶e par un switch Colony (1 Go/s).

I DRI S. 3 Cette machine est un systµemeIBM SP organis¶e de la maniµeresuivante :
{ 1 grappe de 8 n¾uds SMP de 32 processeurs Power4/1.3Ghz P690 (256 proces-

seurs, 832Go de m¶emoire,puissancecrête totale : 1,33T° ops) interconnect¶espar
un r¶eseaude type Colony :

1 n¾ud avec 256Go de m¶emoirepartag¶ee,
2 n¾uds avec 128Go de m¶emoirepartag¶ee,
5 n¾uds avec 64 Go de m¶emoirepartag¶ee.

{ 1 grappe de 12 n¾uds SMP de 32 processeurs Power4/1.7Ghz P690+ (384 pro-
cesseurs, 1,536To dem¶emoire,puissancecrête totale : 2,61T° ops) interconnect¶es
par un r¶eseaude type Federation :

12 n¾uds avec 128Go de m¶emoirepartag¶ee.
{ 6 grappesde 16 n¾uds SMP de 4 processeurs Power4/1.7Ghz P655(384 proces-

seurs, 768Go de m¶emoire,puissancecrête totale : 2,61T° ops) interconnect¶espar
un r¶eseaude type Federation :

96 n¾uds avec 8 Go de m¶emoirepartag¶ee.
Il est µa noter que la plate-formede l'IDRIS a subi de nombreusesmodi¯ cations au
cours de nos exp¶erimentations. Les r¶esultats µa l'in t¶erieur de chaque chapitre sont
consistants, mais il peut y avoir desdi®¶erencesde con̄ guration (taille desn¾uds
SMP, fr¶equencedesprocesseurs, r¶eseau, . . . ) entre chapitres.

Grapp e d'Alphas. Cette grappe localis¶ee au LaRIA 4 est constitu¶ee de 8 n¾uds mo-
noprocesseurs Alpha EV56/533Mhz ¶equip¶esde 128Mo de m¶emoirepar n¾ud. Les
n¾uds sont interconnect¶es par r¶eseauMyrin et µa 2 Gb/s (130 Mo/s) avec un bus
PCI µa 133Mo/s.

2Centre Informatique National de l'Enseignement Sup¶erieur
3Institut du D¶eveloppement et desRessourcesen Informatique Scienti¯que
4Laboratoire de Recherche en Informatique d'Amiens
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Signalons que pour la mise au point de certains de algorithmes, des tests on ¶et¶e
e®ectu¶es sur d'autres machines telles qu'une grappe de Sun Enterprise de la f¶ed¶eration
lyonnaisede calcul haute-performanceou une grappe de bi-processeurs Itanium II (projet
i-cluster 2, Grenoble).

C.4 Problµemes de test

Les problµemesde test ont ¶et¶e extraits de plusieurs collections de matrices creuse :
la collection Rutherford-Boeing [26], la collection de l'universit¶e de Floride5 et la collec-
tion PARASOL6. Signalons que les problµemesMCHLNF , ULTRASOUND3 et ULTRA-
SOUND80 [8, 9] nous ont ¶et¶e fournis par M. Sosonkina, qui travaille sur la r¶esolution
de systµemeslin¶eairescreux par des m¶ethodes r¶ecursives multi-n iveaux (PARMS[50]). La
matrice CONV3D64 a quant µa elle¶et¶e fournie par le CEA-CESTA. Lestableaux C.1, C.2
donnent une description desdi®¶erentes matricesque nous avons utilis¶ees.

Matrice Ordre NZ Description
3DTUBE 45330 1629474 3-D pressure tube

AUDIKW 1 943695 39297771 Automotive crankshaft model with over 900,000TETRA elements
(MSC-CRANKSHAFT-900K)

BCSSTK34 588 11003 NASTRAN buckling problem sti®nessmatrix
BCSSTK38 8032 181746 Sti®nessmatrix, airplane engine component

BMWCRA 1 148770 5396386 Automotive crankshaft model with nearly 150,000TETRA ele-
ments (MSC-CRANKSHAFT-150K)

CFD2 123440 1605669 CFD, symmetric pressure matrix, from Ed Rothberg, Silicon Gra-
phics, Inc.

CRANKSG2 63838 7106348 Linearstatic analysisof a crankshaft detail (MSC-CRANKSHAFT-
SEGMENT-2)

GUPTA1 31802 1098006 Linear programming matrix (A*A'), Anshul Gupta
GUPTA2 62064 2155175 Linear programming matrix (A*A'), Anshul Gupta
GUPTA3 16783 4670105 Linear programming matrix (A*A'), Anshul Gupta

M T1 97578 5328 Tubular joint
MSDOOR 415863 10328399 Medium sizedoor
NASA1824 1824 20516 Structure from NASA langley, 1824degreesof freedom
NASA2910 2910 88603 Structure from NASA langley, 2910degreesof freedom
NASA4704 4704 54730 Structure from NASA langley, 4704degreesof freedom
OILPAN 73752 1835470 Oilpan
SHIP 003 121728 4103881 Ship structure from production run
STRUCT4 4350 121074 Finite element matrix, from Ed Rothberg, Silicon Graphics, Inc.

S3DKQ4M2 90449 2455670 cyl shell R/t=1000 unif 100x 150quad meshDK-el with drill rotat
S3DKT3M2 90449 1921955 cyl shell 100x 150unif triang meshR/t = 1000
THREAD 29736 2249892 Threaded connector/contact problem

VIBROBOX 12328 177578 Vibroacoustic problem (° exible box, structure only) Andre Cote

Tab. C.1 { Description desproblµemesde test sym¶etriques.

5http://www.cise.ufl.edu/~davi s/ spar se/
6http://www.parallab.uib.no/pa r asol
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Matrice Ordre NZ Description
AF23560 23560 484256 1 NACA 0012airfoil M=0.8, eigenvalue calculation

BIG 13209 91465 1StructuresymmetricMatrix big K. Gaertner ETH Zurich Oct 1996.
CIRCUIT 4 80209 307604 Circuit DAE with BDF method & Newton. W. Bomhof, Univ.

Utrecht
CONV3D64 836550 12548250 provided by CEA-CESTA ; generated using AQUILON

(http ://www.en scpb.fr/master/aqu ilon)
EPB3 84617 463625 Plate-¯ n heat exchanger (large case), (DAE) Da-

vid.Averous@ensigct.fr
GARON02 13535 390607 2D FEM, Navier-Stokes,CFD. Squareinlet and outlet on opp. sides
GRAHAM1 9035 335504 Galerkin FE disc. of Nav.Stokes 2phase° uid ° ow. D Graham, U

Illin ois
GRID48 47045 3705625 Unsymmetric assembled ¯ nite element problem. Nine node, ¯ ve va-

riable ELT48
LI 22695 1350309 3D Finite element matrix, magnetohydrodynamic problem with 5

variables
MCHLNF 49800 4136484 3D tire design, provided by John Melson (Michelin Research and

Development Corporation).
MIXING TANK 29957 1995041 Mixin g tank. Unsymmetric matrix. Modi¯ ed versionof MIXT ANK

to avoid under°ow errors on somemachines
ONETONE1 36057 341088 AT&T,h armonic balance method, one-tone. Approx Jacobian for

SSOR precon
PRE2 659033 5959282 AT&T,h armonic balancemethod, large example

RMA10 46835 2374001 3D CFD model, Charleston harbor. Steve Bova, US Army Eng.,
WES

SAYLR1 238 1128 1UNSYMMETRIC MATRIX OF PAUL SAYLOR - 14 BY 17 2D
GRID MAY, 1983

THERMAL 3456 66528 Noel.Brunetiere@lms.univ-poitiers.fr FEM, thermal problem
TWOTONE 120750 1224224 AT&T,h armonic balance method, two-tone. More o®-diag nz than

onetone
VENKA T50 62424 1717792 Unstructured 2D EULER solver, V. Venkatakrishnan NASA, time

step = 50
WANG1 2903 19093 Discretizedelectroncontinuit y, 3d diode,nonuniform 14-14-16mesh
WANG3 26064 177168 Discretizedelectroncontinuit y, 3d diode, uniform 30-30-30mesh
XENON2 157464 3866688 Complex zeolite,sodalite crystals. D Ronis ro-

nis@onsager.chem.mcgill.ca
ULTRASOUND3 185193 11390625 Propagation of 3D ultrasound wavesgenerated by X. Cai (Simula

Research Laboratory, Norway) using Di®pack.
ULTRASOUND80 531441 33076161 Propagation of 3D ultrasound waves, provided by M. Sosonkina.

Larger than ULTRASOUND3.

Tab. C.2 { Description desproblµemesde test non-sym¶etriques.





R¶esum¶e :
Les m¶ethodesdirectesde r¶esolution de systµemeslin¶eairescreux sont connuespour leurs
besoins m¶emoire importants qui peuvent constituer une barriµere au traitement de pro-
blµemesde grandes taille. De ce fait, les travaux e®ectu¶es durant cette thµeseont port¶e
d'une part sur l'¶etude du comportement m¶emoire d'un algorithme de factorisation de
matricescreuses,en l'occurrencela m¶ethode multifron tale, et d'autre part sur l'optimisa-
tion et la minimisation de la m¶emoiren¶ecessaireau bon d¶eroulement de la factorisation
aussi bien dans un cadre s¶equentiel que parallµele. Ainsi, desalgorithmesoptimaux pour
la minimisation de la m¶emoire ont ¶et¶e propos¶es pour le cas s¶equentiel. Pour le cas pa-
rallµele, nous avons introduit dans un premier temps des strat¶egiesd'ordonnancement
visant une am¶elioration du comportement m¶emoirede la m¶ethode. Puis, nous les avons
¶etendues pour avoir un objectif de performance tout en gardant un bon comportement
m¶emoire.En¯ n, dans le casoµu l'ensemble desdonn¶eesµa traiter a encore une taille plus
importante que cellede la m¶emoire,il est n¶ecessairede concevoir desapprochesde facto-
risation out-of-core.Pour être e±caces,cesm¶ethodesn¶ecessitent d'une part de recouvrir
les op¶erations d'entr¶ees/sortiespar descalculs, et d'autre part de r¶eutiliser desdonn¶ees
d¶ejµa pr¶esentes en m¶emoirepour r¶eduire le volume d'entr¶ees/sorties.Ainsi, une partie des
travaux pr¶esent¶esdans cette thµeseont port¶e sur la conception de techniquesout-of-core
implicites adapt¶eesau sch¶emadesaccµesde la m¶ethode multifron tale et reposant sur une
modi¯ cation de la politique de pagination du systµemed'exploitation µa l'aide d'un outil
bas-niveau(MMUM&MMUSSEL).

Mots-cl ¶es :
Matrices creuses,m¶ethodes multifron tale, techniques de renum¶erota-
tion, m¶emoire,ordonnancement, pagination.

Abstract:
Direct methods for solving sparse linear systemsare known for their large memory re-
quirements that can represent the limitin g factor to solve large systems.The work done
during this thesisconcerns the study and the optimization of the memory behaviour of
a sparse direct method, the multifron tal method, for both the sequential and the par-
allel cases.Thus, optimal memory minimization algorithms have beenproposedfor the
sequential case.Concerning the parallel case,we have introducednew scheduling strate-
giesaiming at improving the memory behaviour of the method. After that, we extended
theseapproaches to have a good performance while keeping a good memory behaviour.
In addition , in the casewhere the data to be treated cannot ¯ t into memory, out-of-core
factorization schemeshave to be designed. To be e±cient, such approaches require to
overlap I/O operations with computations and to reusethe data setsalready in memory
to reduce the amount of I/O operations. Therefore,another part of the work presented
in this thesisconcerns the designand the study of implicit out-of-core techniques well-
adapted to the memory accesspattern of the multifron tal method. Thesetechniquesare
basedon a modi¯ cation of the standard paging policiesof the operating systemusing a
low-level tool (MMUM&MMUSSEL).

Keyw ords:
Sparsematrices, multifron tal method, reordering techniques,memory,
scheduling, paging.
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