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Résumé. — Nous décrivons une généralisation de la théorie des types de Curry qui étend I'affectation
de type d I'ensemble du A-calcul. Dans cette théorie deux expressions -1 convertibles ont le méme
ensemble de types et une expression typée posséde suivant la valeur de son type une forme normale ou
une forme normale gauche.

Abstract. — We present a generalization of Curry’s type theory which extends type assignment to
the whole of A-calculus. In our theory, any two expressions that are B-n convertible have the same set of
types. Also, the value of the type of any typed expression indicates whether the expression possesses a
normal form or a head normal form.

INTRODUCTION

Nous proposons une théorie des types sur le A-calcul qui est un outil pour les
preuves d’arrét et d’équivalence des programmes. Dans cette théorie un systéme
de déduction composé d’axiomes et de régles d’inférences fournit un moyen
mécanique d’obtention des types d’unc expression. _

L’intérét d’une théorie des types associée a un systéme formel (ou & un langage
de programmation) est de fournir un moyen de vérifier statiquement qu’une
expression syntactiquement bien formée du systéme vérifie également certaines
propriétés sémantiques. Dés 1920, Curry [5] reconstruit la logique
mathématique a partir de la logique combinatoire et, la théorie des types qu’il
propose lui permet d’éliminer les expressions sans interprétation, c’est-a-dire, de
son point de vue, sans signification. Depuis, le A-calcul s’est révélé un bon
formalisme pour exprimer la sémantique des langages de programmation tant
pour les structures de contrble que pour les structures de données (BShm [2],
Landin [10], Morris [11], Nolin [12], Robinet [13, 14, 15], Durieux, Salle [20]).
Tout programme peut étre traduit de maniére automatique en une A-expression.

(*) Regu juin 1978, révisé octobre 1979.
(') Université Paul-Sabatier, Laboratoire Langages et Systémes informatiques, Toulouse.
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144 P. SALLE

L’intérét d’un type est alors de prouver qu’une A-expression admet une forme
normale pour établir que le programme correspondant se termine et fournit un
résultat. Toutefois st on considére un programme représenté par une expression
P, appliqué & une donnée représentée par I’expression X, le fait que PX ait une
forme normale, c’est-a-dire que le calcul de P sur la donnée X se termine
n’implique pas en général que I'expression P seule ait également une forme
normale. Or dans les théories classiques, seules certaines expressions ayant une
forme normale ont un type. On en déduit que P et PX ont rarement un type.

Notre but est d’étendre la théorie des types de maniére & pouvoir :

— affecter un type significatif a des expressions n’ayant qu’une forme normale
gauche comme le combinateur de point fixe Y;

— affecter un type & un plus grand nombre d’expressions ayant une forme
normale mais ayant des sous-expressions sans forme normale.

D’une maniére générale une théorie des types est basée sur la définition d’un
ensemble de types et d’un ensemble de régles d’affectation. L’ensemble des types
est le plus petit ensemble engendré a partir d’un ensemble de types de base fini ou
dénombrable et de deux régles de construction :

1° chaque type de base est un type;

2° si a et B sont deux types alors (a) B est un type.

Suivant les théories un choix particulier est effectué sur les types de base et leur
signification, de plus des relations peuvent structurer cet ensemble. Le type (o) B
représente intuitivement 1’ensemble des applications de I’ensemble de type o
dans ’ensemble de type B. Pour chaque théorie il faut définir les régles
d’affectation qui permettent d’associer types et expressions du A-calcul.

Ainsi Morris [11] et Sanchis [16] reprennent I’hypothése de Curry [5] de
« stratification de I'univers » selon laquelle toute expression a au plus un type.
Les régles d’affectation sont les suivantes :

(a) deux occurences de la méme variable apparaissant libres dans une
expression ont le méme type;

(b) si x est de type a et M de type B alors Ax. M est de type (x) B;

(¢) siune combinaison MN est de type B et si N est de type o alors M est de
type () B.

Dans cette théorie toute expression typée a une forme normale, la réciproque
est fausse et de nombreuses formes normales telles gue xx n’ont pas de type. Il est
montré [11] que cette théorie dans laquelle 'affectation d’un type est toujours
décidable peut s’appliquer a des langages de programmation mais hélas
seulement dans des cas triviaux. En effet :

— si F est une fonction F (F (x)) n’a de type que si I'image de F est du méme
type que son domaine. Si F (x)= partie entiére (x), x réel, F (F (x))n’a pas de type;
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THEORIE DES TYPES EN A-CALCUL 145

— le combinateur de point fixe ¥ nécessaire pour exprimer la sémantique des
calculs itératifs et récursifs n’a pas de type puisque n’ayant pas a lui seul de forme
normale;

— SI condition ALORS 4 SIN@N B n’a de type que si A et B sont des
expressions correspondant toutes les deux a des calculs qui se terminent.

M. Coppo, M. Dezani [6] ont construit une théorie a partir de deux types de
base O gt 1. Le type O correspond a la propriété d’avoir une forme normaleet 1 &
celle de conserver une forme normale aprés application a un nombre quelconque
d’arguments en forme normale. Les auteurs introduisent deux axiomes

d’équivalence et une relation d’ordre partiel notée [ qui structurent I’ensemble
des types et qui sont justifiés par leurs travaux précédents [3]. L’hypothése de
stratification est abandonnée et les régles d’affectation de type sont les régles (b)
et (¢) auxquelles s’adjoignent :

{a’) chaque variable libre a un type unique (chaque occurence de la variable
aura donc un type en accord avec la régle d);

{(d) si une expression F a le type tetsi ©' [ 1 alors F a le type t’'.

Dans cette théorie il est montré que toute expression typée a une forme
normale et que I’ensemble des expressions typées est plus grand que celui obtenu
par la théorie de Morris. Toutefois :

— les expressions n’ayant qu’une forme normale gauche comme Y ne sont
pas typées;

— les expressions ayant des sous-expressions sans forme normale n’ont pas
de type.

Plus récemment les mémes auteurs [7] ont étendu leur théorie en affectant a
chaque expression un ensemble fini de types non comparables. Dans cette
théorie, deux expressions du Al-calcul qui sont o-B convertibles ont le méme
ensemble de types, et une expression a une forme normale si et seulement sielle a
un type.

Nous proposons tout d’abord une théorie qui rend possible I’affectation d’un
type a des expressions du A-calcul ayant une forme normale mais contenant des
sous-expressions sans forme normale [18]. Pour cela nous introduisons, en plus
des deux types de base O et 1 qui conservent leur signification, un type de base o,
de caractére universel qui peut &tre affecté a toute A-expression. Son but est de
tenir compte du fait que dans les A-expressions externes au A-I-calcul il existe des
B-réductions qui font disparaitre des sous-expressions de I’expression initiale.
Cet « effet cachant » existe notamment dans I'instruction SI ALORS SINON.
La théorie ainsi construite étend 1’affectation des types a des expressions n’ayant
gu’une forme normale gauche et permet d’engendrer des types qui rendent
compte de maniére plus précise des propriétés des A-expressions. Son interét est
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de permettre 'affectation d’un type par déduction formelle 4 une expression
représentant la sémantique d’un programme. Suivant la valeur de ce type cette
expression posséde une forme normale ou une forme normale gauche. Aprés
avoir étudié la structure de I’ensemble des types T engendré par les types de base
0,1 et ® nous définissons les régles d’affectation de type et nous étudions leurs
propriétés. Toute forme normale posséde le type 0, toute expression a le type @ et
["affectation d’un type 1 4 une forme normale est décidable (prop. 2.3 et th. 1).
L’¢tude de ’ensemble des formes normales ayant le type 1 permet de montrer que
cet ensemble est .47, [3] d’ou I'on déduit que la combinaison de deux formes
normales dont I'une posséde le type 1 a également une forme normale (prop. 5).
Ce théoréme sert de base aux démonstrations des théorémes 2, toute expression
ayant un type distinct de @ a une forme normale gauche, et 3, toute expression
ayant le type 0 a une forme normale de méme type. Nous donnons ensuite des
contre-exemples des réciproques de ces théorémes et nous analysons les limites
de la théorie.

Nous étendons ensuite cette théorie en affectant & chaque expression un
ensemble fini de types [19]. Cette extension permet de donner un type significatif
a toutes les expressions résolubles (Barendregt [1]) c’est-a-dire ayant une forme
normale gauche. Nous présentons pour ce faire un nouvel ensemble de types T*
de structure semblable 4 celle de 7 en modifiant les regles de construction et nous
donnons de nouvelles régles d’affectation adéquates. Nous montrons (th. 4} que
deux expressions «-B-1 convertibles ont le méme ensemble de types. Les
théorémes 5 et 6 prouvent la conservation dans la théorie étendue des résultats
des théorémes 2 et 3. Nous déduisons de ces propriétés le théoréme 7 qui établit
I’équivalence pour une A-expression entre avoir un type et étre résoluble. Suivant
la valeur de ce type I'expression posséde une forme normale ou une forme
normale gauche. La décidabilité de I’affectation n’est montrée que pour les A-
expressions en forme normale.

Citons enfin quelques développements et applications possibles de cette
théorie. Coppo et Dezani [8] ont construit récemment une théorie semblable ou
I’ensemble des types d’une expression n’est conservé que par a-f-conversion.
Nous avons montré [9] que ces deux théories induisaient des relations
d’équivalence entre expressions qui sont exactement 1"une, ’6quivalence dans le
modeéle Po, I'autre une équivalence opérationnelle extensionnelle. Ce dernier
résultat est trés important car il fournit une approche différente de la preuve
d’¢galité dans Pw. On peut envisager de développer de la méme maniére des
théories associées aux différents modéles du A-calcul. Des études sont également
en cours sur la décidabilité de I’affectation de type et 'extension des résultats aux
A-calculs appliqués avec constantes et 8-régles. Enfin un lieu a été établi entre le
A-calcul étiqueté et certaines théories de type [11].
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1. DEFINITIONS PRELIMINAIRES

DermniTion 1: A7, est 'ensemble des formes normales telles quesiN e A7, , ¥V n
entier, VX,, ..., X, formes normales (...((NX) X;)... X,) a une forme
normale.

A, ne contient que des termes non fermés et des constantes.

DerFiNiTION 2 @ A7 _, est ensemble des expressions telles quesi Ne A" _,, Vn
entier, VX, ..., X, quelconques, {...{(NX () X,)... X,) n’a pas de forme
normale.

C’est ’ensemble des termes non résolubles, « unsolvable terms » Barendregt
[1], Wadsworth [21].

DerFinitionN 3 @ Une forme normale gauche est une expression de la forme
M=Xx{...Ax,.zM{ ... Mp avec n=0, p=0et ou:

— z est appelée variable de téte de M et peut étre égale a I'un des x;;

— M est une expression quelconque quel que soit i. C’est la i-ime
composante de M;

— Ax;...Ax, sont les abstractions initiales de M.

DeriniTion 4 : La longueur d’une A-expression F notée | F| est définie par :
1° |x|=1, Vx variable;

2° |XY|=|X|+]| Y| VX et Y A-expressions;

3° |Ax.Y|=|Y|+1, VY h-expression.

2. I’ENSEMBLE DES TYPES T

Il est construit a partir de trois types de base 0, 1, ® dont nous donnons les
motivations sémantiques.

2.1. Les types de base

o est le type universel que posséde toute A-expression (prop. 3).

0, toute forme normale a le type 0. D’autre part si F a le type 0 alors F a une
forme normale (prop. 4, th. 3).

1, toute expression de A", ale type 1 et si une expression a le type 1 alorselle a
une forme normale qui appartient & 4", (lemme 2 et 3).
Axiomes d’équivalence

Ay 0=(1) 0 qui correspond a la propriété suivante :

Si N a une forme normale, si X € 4", alors XN a une forme normale (Bohm,
Dezani [3]);

vol. 14, n°2, 1980




148 P. SALLE

A, :1=(0) 1 qui correspond a la définition de A" ,;
A, o0=(1) ®, V1eT qui correspond a la définition de 4" _,,.

REMARQUE : (t;) (t3)...(ts—-4) T, est une abréviation pour
(). (T T) - )

L’emploi du type 1 se justifie :

— par sa complémentarité avec le type 0 et son role dans la définition d’une
base (§3);

— par le fait que dans un A-calcul appliqué il y a des constantes qui
appartiennent a 4", et que dans cet article il n’est pas tenu compte de
I'interprétation sémantique de ces constantes avec des 8-régles.

2.2. Structure de ’ensemble 7

T est I’ensemble engendré par les régles (1) et (2) données dans 'introduction &
partir des types de base 0,1, ».

DerFiniTioN 5 : Deux types o et T sont dits équivalents (o =71) si et seulement
s’ils peuvent étre réduits au méme type par un nombre fini d’applications de 4,
A et A,

Exemple 1 : ((0) ®)(0) 1 et () ((0) (0) 1) sont des types et sont équivalentsa (w) 1.

La relation=partitionne T en classes d’équivalences. On montre que :

(P1) l’équivalence de deux types est décidable;

(P2) chaque classe d’équivalence posséde un représentant de longueur
minimale (nombre minimal d’occurrences de 0, 1, ).

DEFINITION 6 : La longueur d’un type 1, notée ||t|| est la longueur du
représentant de longueur minimale de la classe d’équivalence de .

Exemple 2 :

[©@01]|=3, [[(@®DO|=1 et |x)...x)o|=1
(P3) YteT, Vn>0, 3J1,,...,71,€T
tels que

T=(t)(T2) ... (Th-1) T
Les preuves de ces propriétés se font en considérant qu’il existe une bijection
entre un type (t,) ... (t,_) T, o0 T; est un type quelconque et I'arbre

bn—l bn

ou b, désigne le sous-arbre associé a 1; dont les feuilles ont pour étiquette des
types de base.
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Exemple 3 : Le type ((0) A)) (0) 1 est associé a I’arbre

(P4) sit=(t,)7,alorssoit t est équivalent & un type atomique soit || t, || <|| ¢ |
et |72 [ <[]

Dans Ia suite de I’article nous ne considérerons que le représentant minimal de
chaque classe d’équivalence.

DEFINITION 7 : Les relations [~ et [_ sont définies sur 7 comme suit :

—ol0C L

— soient (o4) 1, et(o,) 1, deux types alors(o,) T, [C (0,) T, siet seulement si
T/ t,eto, [ oy;

— 1, C 1,sietseulementsity [ 1,6t T,#7T,.

(P5) [C est une relation d’ordre partiel.

(P6) Les relations =, [, [C, # sont toujours décidables.

Exemple 4 :(w)1771,(w) )0 0,(w)0 10, (w)0 [7Z 1, mais ((®)0) () O est
Incomparable a O et a 1.

Par récurrence sur la longueur des types on montre que :

(P7) L’ensemble des types compris entre O et I est exactement I’ensemble des
types n’ayant pas d’occurence de .

On retrouve I’ensemble des types de [6] :
(P8) T muni de la relation [~ a une structure de treillis.

On peut schématiser sa structure de la maniére suivante :

T incomparable a0 et a1
ex: {{w)0) (w})o

T[1
incomparable a 0O

ex: {{w)0)o

T]o0
incomparable a1

ex: (w)0

~[o
ex: ({w)1)0

T]1
ex: {w)1

vol. 14, n°2, 1980



150 P. SALLE

3. REGLES D’AFFECTATION

L’affectation de type se fait par un systéeme de déduction comportant un
schéma d’axiome et quatre régles de déduction. Il s’agit du systéme décrit dans
[6] et modifié pour tenir compte de I'introduction de . Le type d’une expression
est défini par rapport & une base qui précise les types affectés aux variables libres.

On supposera par la suite que toutes les variables liées d’une expression sont
distinctes et distinctes des variables libres ce qui peut toujours s’obtenir par a-
conversion.

NoTATION : L’expression F posséde le type T sera noté tF.

DeriniTion 8 : Une base # est un ensemble d’affectations de la forme ox ou x
est une variable libre, o un type inclus dans 1 au sens large.

ReEMARQUE : On utilise une base en I’absence de toute interprétation
sémantique des variables libres qui est le cadre fixé pour cet article.

DeriniTioN 9 : Une base étendue & est une base ou les types affectés peuvent
étre quelconques.

REMARQUE : Le type d’une expression ne se définit que par rapport a une base.
Les bases étendues ne sont introduites que pour donner une signification au
calcul des types des sous-expressions propres d’une expression.

Le systéme de déduction est le suivant ;

Axiome A, si # est une base et si oxe# alors Z - ox;

Régle R, :si (o)t F et #+ o G alors B+t (FG);

Régle R, :si #, ox F 1 F et si x n’apparait pas dans & alors # (o) 1 (Ax. F);
Régle R, :siB+cFetsio=talors #+1F;

Régle R, :si #+-ocFetsit[_ o alors #+1F.

Lesregles A, R et R, sont classiques en théorie des types et les régles R, et R
donnent un sens aux relations = et [. Il est aisé de voir que le type d’une A-
expression n’est pas en général unique et que si elle posséde un type 1 alors elle
posséde tous les types 1’ inclus dans T.

Les régles d’affectation par rapport & une base étendue & sont les mémes que
par rapport a une base #. L’introduction des bases étendues est rendue
nécessaire par la remarque suivante. Lors de ’application de la régle R, &,
oxF 1F, o peut étre quelconque. Le type de F est donc un type défini par
rapport & une base étendue & =% U agx alors que celui de Ax. F est défini par
rapport a la base #. Plus généralement dans une expression F typée par rapport
a une base & les variables libres de F' ont un type défini dans 4 comme étant

inclus dans 1 et les variables liées ont un type quelconque. Dans une sous-
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expression propre H de F telleque F=C[H](ou C[ ]désignele contexte de H)il
peut doncy avoir des variableslibres x,, ..., x,quisont liéesdans F.Le type de
H est défini par rapport a la base quelconque £=#F U g, x, U ... U T, X, mais
ce type n’a de signification pour H que dans le contexte C[ ].
Exemple 5 : A=Xx.xx,
R, (o)txF1t{xx)
{o)txk t(xy) st (o)1_]o.

(o) ‘r)t(‘lxi.;xmj

Dans la base vide A posséde tous les types de la forme (o) 1) T avec (o)t _Jo et

en particulier les types (1)1 et ((0)0) 0 qui contiennent le type 0. A est en forme
normale.

Exemple 6 : On déduit d’aprés R, que AA a tous les types de la forme 7 si
(o)1)t J(o) T ce qui peut également s’écrire T _Jtet (o)t [_o. Mais (o)t _Jo ce
qui implique que ()1t =0 qui ne se vérifie que pour c=1=w.AA n’a quele type
@ et n’a pas de forme normale.

Exemple 7: A=MA\y.y (AA). Cette expression n’a pas de type dans les théories
classiques

R.(w)tyH(o)ty, = (A4},
R, (0)tyF1t(y(AA)
F(@t)t(hy.(y(AA)

On voit qu’on peut affecter un type distinct de ® & une expression en forme
normale gauche et que ce type n’est pas comparable a 0. On rappelle que y (AA)
n’a le type Tt que par rapport a une base étendue, ici (w) 1 y et que ce type n’est
significatif que dans son contexte.

a

Exemple 8 : B=A (A x Az.z). En prenant t=(c) o on obtient :
R,oztoz, ’
R ,F(o)o(rz.z),
R.F(@)(c)o(Ax.Az.2), HFH{(w){c)o)(c)c 4.
FHlo)o(A(AxAz.2)

B peut avoir n’importe quel type (6) o notamment (0) 0. B a une forme normale
qui est Az.z.
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4. PROPRIETES DE L’AFFECTATION DE TYPES

Nous montrons tout d’abord une propriété importante sur les types des sous-
expressions d’une A-expression typée qui servira dans de nombreuses
démonstrations puis nous établissons la propriété d’invariance des types par p-
réduction. Nous donnons également la preuve que toute expression a le type o,
que toute forme normale a le type 0 et que I’affectation d’un type 1 quelconque a
une forme normale est décidable. Des propriétés semblables sont obtenues par
M. Dezani et M. Coppo [6] sur un ensemble de types construit & partir des deux
types de base O et 1.

PropPOSITION 1: Soit F une A-expression différente d’une simple variable telle
que B\ 1 F alors :

— si F=XY il existe un type o tel que #-(c)1 X et Ao Y,

— si F=Ax.Y alors il existe o et p, tels que 1=(c)p et que B, cx+pY.

Remarquons toutefois que &, 6 x ne constitue une base que si ¢ [ 1 et que
Y n’a le type p qu’a cette condition.

Remarquons également que le théoréme est valable pour une base étendue.

Démonstration : On part de la constatation que plusieurs applications
successives des régles R, et R, peuvent étre remplacées par une seule application
de R, ou de R; de par la transitivité des relations=et . D’autre part comme
F n’est pas une simple variable la derniére régle appliquée dans la déduction de
% 1 F ne peut étre A ,. Nous considérerons alors les deux cas.

F=XY. La derniére régle appliquée ne peut étre que R., R, ou R;. Dans le
premier cas la proposition est démontrée. Dans les deux autres cas I’avant-
derniére déduction ne peut étre que R, c’est-a-dire :

#Z+(c)eX, Z+-ocY

BFe(XY) o
BF(XY) <"

qui peut se transformer en
A (o)eX

BFH(o)tX, #+-0cY
BH1(XY) ¢

R, ouR;

puisque si p=T1 alors (o) p=(c)t et si T [ p alors (c)1 _ (o) p.
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F=X\x.Y.Laderniére régle appliquée ne peut étre que R,, R, ou R;etdansles
deux derniers cas I’avant-derniére réduction ne peut étre que R, :

#B,0xHFpYR,,

Br-(0)p(Ax.Y)
At y) Reou R

Dans le cas de R, on a 1=(0) p et la proposition est prouvée. Dansle cas de R;
puisque t[_(o)p alors il existe 6, p, tels que t=(c,) p; et que o [ o, et
o1 p.Orsi®B, oxkpYalors #, o, xF pY puisque I'on peut déduire ¢ x de
o ; x par application de R;. De méme #, 6, x - p, Y puisque p; [ p ce qui peut
se résumer par

#.ox oY R avec 1=(0,)
AF(c1)pi(hx.¥) ° —ovPb

ce qui prouve la proposition :

ProrosiTION 2 : Si une A-expression Y se réduit en une A-expression Y'
(Y DY) par une suite de P-réductions et si oY alors #+-cY'. La
proposition est également valable dans le cas d’une base étendue.

La preuve se fait en deux parties. Nous montrons d’abord que si R est un B-
radical et si & - 1 R alors on a également & 1 R’ ou R’ est le radical R réduit.
En effet soit R=(A x.F)G. Par la proposition 1 il existe un type o tel que dans
une déduction de #F 1R nous ayons #+ (o)t (Ax.F), #+-0G et que x
n’apparaisse pas dans . Toujours d’aprés la proposition 1 il existe donc une
déduction de #, o x 1 F. Par définition R'=[G/x]F et pour montrer que
# TR’ il suffit de remplacer dans la déduction, #, ¢ x -t F' Iaffectation o x
qui n’est pas dans # par une déduction de #+ o G.

Il suffit alors pour montrer la proposition de considérer le cas ou Y se réduit a
Y’ par réduction d’un seul B-radical. Si R est ce B-radical alors dans la déduction
de # 1 Y il existe une déduction de & - ¢ R ou & est obtenue en ajoutant a #
les affectations des types des variables libres de R qui sont liées dans Y. Si R’ est
le radical R réduit on a démontré qu’il existe une déduction de § o R’. On
obtient alors une déduction de #H 1Y’ en remplagant dans #H1Y la
déduction de £ o R par celle de § - o R”.

La proposition suivante justifie le caractére universel du type o.

ProposiTION 3 : Toute A-expression a le type .
Démonstration par récurrence sur | N| :
— |N|=1, N=x, il suffit de prendre Z#={wx };
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— si la propriété est vraie pour toute expression de longueur inférieure a n
alors si | N |=n deux cas se présentent :

N=iax.M, |M | < n. 11 existe une déduction de #, o x - ® M par hypothése
de récurrence et doncde Z (c)w (A x. M) de parlarégle R,. Or (c)ow=w, Vo;

N=XY, |X|<n et | Y\<n. Par hypothése de récurrence 3%, #H-o X et
#BHoYet daprés R. A o(XY) car (m)o=w. , :

Nous montrons ensuite que O est le type que posséde toute forme normale.

ProrosITION 4 : Si N est une forme normale et 9 une base qui affecte 1 d toutes
les variables libres de N alors 81 ON.

Démonstration par récurrence sur | N| :

—|N|=1, N=x variable libre

#H1x A,

BHO0x R;’

— supposons la propriété vraie pour toute expression N de longueur
inférieure 4 n et soit N, tel que | N|=n. Deux cas se présentent :

~N=xN;...N, (p>0Q).

Comme | N,|<n,V;, 1 i< pil existe une déduction de # -0 N;. x apparait
libre dans N, donc #+1x et comme 1=(0) ... (0)1 nous obtenons une
déduction de &+ 1 N par p applications de la régle R, et de # — ON par une
application de R;;

—~ N=ix.M, xestlibre dans M, | M ) <|N | par hypothése de récurrence %,
1x+OM. Par la régle R, (1) 0 (A x.M). Or (1)0=0.

TueoreEME 1 : Si N est en forme normale alors %+t N est décidable.

Démonstration par récurrence sur | N | :

|N|=1,N=x.Lavariablelibre x aun type o dans &, et [_ © est une relation
décidable.

| N|=n et supposons le théoréme vrai pour toutes les A-expressions de taille
inférieure a n,

— N=xN, ... N,. Lavariable libre x a un type o dans # et d’aprés (P3) ¢
peut se mettre sous la forme (o,) ... (6,) 6,4 ;. Comme | N,-]<n, Vi, 1Zi<p,
Ao, N,; est décidable, de méme que #+oc,, ;N et 6,y _11. BTN est
donc décidable;

— N=Ax.M, 1 peut se mettre sous la forme (1)1, d’aprés (P3). Par
hypothése de récurrence &, 1, x -1, M est décidable car | M|<|N|.

REMARQUE : Le théoréme 1 est valable pour une A-expression quelcongue si
I’on convient d’affecter le type @ a tous les B-radicaux.
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5. PROPRIETES DES FORMES NORMALES POSSEDANT LE TYPE |

Pour étudier ces propriétés nous ferons appel a des résultats de [3] sur
I’ensemble A", obtenues en considérant les variables remplagables des A-
expressions. Nous montrons que ’ensemble 4", coincide exactement avec
I’ensemble des formes normales ayant le type 1. D’autre part nous montrons que
la combinaison de deux formes normales dont 1'une posséde le type 1 est une
expression qui a également une forme normale. Ce dernier résultat servira de
base & la démonstration des propriétés des expressions ayant le type 0.

DermiTion 10 : Dans une forme normale N=Ay,; ... y,.(x Ny ... N}:
(@ yg -.. vy, sont des variables remplagables;
(b) les variables libres sont non remplagables;

(¢) siX=zY, ... Y, est un sous-terme de N et si z est remplagable (non
remplagable) alors les variables liées dans les abstractions initialesde Y;(i=1, m)
sont remplagables (non remplagables).

Exemple 9 : N=Ax  Ax,.(uAx3.(x3AX4.(x3x4) :
— XX, et x, sont remplagables;
— u et x3 sont non remplagables.

Nous donnons une nouvelle définition de 4", dont I’équivalence avec la
définition 1 a été prouvée dans [3].

DerFmvutioN 11 : Ne AV, 881 :

(@) la variable de téte de I’expression est libre;

(b) sila variable de téte d’un sous-terme propre X de N est remplagable alors
toutes les variables de téte des composantes de X sont non remplagables.

Dans I'exemple 9, Ne A",

Lemme 1: Si N est une forme normale et si B+ 1N (respectivement

%1 Nt 11 alors il existe une déduction de ce type dans laquelle le type O
(respectivement un type inclus dans 0) a été affecté aux variables remplagables
de N.

Nous prouvons ce résultat par induction sur le nombre k d’applications de la
regle (c) de la définition 10.

(1) k=0 c’est-a-dire que nous considérons une variable remplagable liée dans
les abstractions initiales de N.
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Soit N=Ay, ... Ay, Ax.N. Par,, applications du théoréme 1 a partir de

ZH1N on obtient Z,0y,,0y,...0y,, OxF 1 N. Dautre part si BTN
alors il existe un type (t,) ... (t;4 1) T1+2=1 tel que

B, T Y1, UYL ‘t,+1x|—‘t,+2_ﬁ
et
T_j__l, Tl+zjl et Ti;O, Vl=1, l+1
(2) Supposons vraie la propriété pour tout k<n. Soit X=zY, ... Y, un

sous-terme propre de N, z une variable remplagable et x une variable liée dans
les abstractions initiales de Y;, i=1.

Parhypothése d’induction nous avons O z (respectivement t zavec t [ 0)dans
une déduction du type de N. Distinguons les deux cas :

(@) Oz alors 0= (1) ... (1) O et par les régles R, et R; nous devons avoir
pflais
#'u &1 Y, pour une certaine base #’ et ou

E={0,xy, ..., o.%

x; est une variable libre de Y et liée dans N };

(b) tzalorst=(t() ... (tp) Tp4+1 [ Ocequidonne 1, _] 1 pour 1<i<p et
Tp+1 0.
#'u & 1, Y; pour les mémes raisons que précédemment.

Si Yi=hz; ... Az, Xx.?i alors par k+1 applications du théoréme 1 on
obtiendra respectivement :

B'UE  0z,,...,0z, Oxk 1Y,
et

B LE, G1Zy, ..., 042y, Or1XH1,Y,,
avec o4 0.

LemMmE 2 : Si N est une forme normale et si B+1 N avec 1 1} alors Ne A,

Démonstration : Si N est une variable libre la preuve est évidente sinon nous
allons montrer que les conditions (a) et (b) de la définition 11 sont vérifiées.

Condition (a) : La variable de téte est libre.

N=Ax; ... Ax,.(zN, ... N,,)par napplications du théoréme 1 on trouve
que T=(1y) ... (T,) Tps1 €t que
B, T1X1, ooy TyXgt Toer1(2Ny ... N,
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t_J1 implique que 7,4+, J 1 et 1, [C 0, Vi=1, n. z doit avoir un type

(V1) ... (Vm) To+1 qui ne peut étre [ O. z ne peut coincider avec un quelconque
des x; et est donc libre.

Condition (b) : Si une variable de téte z d’un sous-terme Z=zY, ... Y est
remplagable alors toutes les variables de téte des composantes Y ... Y, sont
non remplagables.

Supposons donc que y variable de téte de Y, soit remplagable, z étant
remplagable par le lemme 1 il existe une déduction de # + 1 N danslaquelle 5, z

eto,yaveco; [ Oet o, [~ 0. On en déduit que Y; a un type t; _] 1 ce qui est

incompatible avec le fait que y ait un type o, [0 [la preuve de cette
incompatibilité se fait de maniére semblable a la preuve de la condition (a)].

Nous omettrons la preuve du lemme 3 semblable a celle du lemme 1.

LEMME 3 : Si Ne A, alors il existe une déduction de B 1N.

Ily a donc équivalence entre 4", et ’ensemble des formes normales ayant le
type 1. On remarque d’autre part que pour toute forme normale ayant un

type 11 il existe effectivement une déduction lui attribuant le type 1.

ProrosiTION 5 : 8i M et N sont des formes normales et s’il existe une base telle
que B+ 1N alors NM et MN possédent des formes normales.

Démonstration : Ne A, et par définition de A", NM possede une forme
normale. En ce qui concerne MN on démontre le résultat par récurrence
sur | M| :

— |M|=1, MN=x N en forme normale;

— supposons la propriété vraie ¥V M, | M |<n etsoit M de longueur n alors :

siM=zM, ... M,, MN est en forme normale,

siM=Axiy; ... y,.zM, ... M alorsVi, A x M, est une forme normale
et |AxM;|<n.

Par hypothése de récurrence (A x. M ;) N a une forme normale M|, Vi.

Deux cas se présentent :
— z#x, MN ala forme normale Ay, ... Ay,.z2M7 ... My;
— z=x, MND Ay, ... y.NM{ ... Mot Ne &/ ;

M }sont des formes normales et par k applications de la premiére partie de la
proposition MN se réduit i une forme normale.
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6. PROPRIETES DES EXPRESSIONS POSSEDANT UN TYPE DIFFERENT DE o

Dans cette partie nous montrons que la propriété pour une A-expression
d’avoir un type distinct de ® est une condition suffisante (mais non nécessaire)
pour qu’elle posséde une forme normale gauche. La démonstration de cette
proposition est faite pour un type calculé par rapport a une base étendue, mais
celle-ci est vraie a fortiori pour une base normale.

Nous allons maintenant nous intéresser aux expressions F ayant un type dans
une base étendue & et possédant la propriété suivante :

(1) pour toute sous-expression Z de F telle qu’il existe une base étendue
&' o ety #wtels que &'+ Z alors Z est en forme normale gauche (f. n. g.).
Toute sous-expression n’ayant que le type o est quelconque ainsi que toutes ses
sous-expressions).

Prorosition 6 : Si &1 (FX), 1#w et 5i F et X sont des h-expressions qui
possédent la propriété (1), alors FX posséde une forme normale gauche qui posséde
la propriété (1).

Démonstration : D aprés le théoréme 1 si & -1 (FX), alors il existe o tel que
(o)t F et &+ o X. D’autre part t# o = (o) T# ®.

La preuve du théoréme se fait par récurrence sur || (o) || , || t|| et F | auparavant
nous montrons les quatre lemmes suivants.

LemME 5 :Sid& - 1(FX),t£wet si F et X sont des expressions qui vérifient (1),
si F=zG, ... G, alors FX a une forme normale gauche qui posséde la
propriété (1).

Démonstration : FX=zG, ... G,X forme normale gauche, G;,Vi=1, pet
X vérifient (1) on en déduit que FX vérifie (1).

Dans la suite de la démonstration de la proposition 6 nous ne considérerons

plus que les expressions de la forme F =rx.F.

LEMME 6 : Si F et X vérifient les hypothéses de la proposition 6et si F=Ax .F,
|F |=1 alors FX a une f. n. g. qui vérifie (1).

Démonstration : |F |=1, F =z deux cas se présentent :

— z#Xx, FX [> z forme normale qui vérifie (1);

— z=x,FX [> X d’aprésla proposition 2 X est de type 1 # w et par hypothése
il s’agit donc d’une forme normale gauche qui vérifie (1).

Dans la suite de la démonstration nous ne considérerons que des

expressionsf de la forme Ay, ... Ay,.z G, ... G,. En appliquant la
proposition 1 il existe une base étendue &'=4&, ¢; ¥y, ..., @Oy, telle que
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T=(@;) ... (e )Yetqued’' oxY(zG; ... G,). Onen déduit également qu’il
existe une déduction de £ ', oxkv;G;, Yi=1, p et que le type de z
est(vy) ... (v,) V. Remarquons que 1% 0 = | # ©. D’autre part par larégle R,
il existe une déduction de &'F (o) v; (Ax.G;) et de &' v, (Ax.G;)X),
Vi=1, p. De méme on peut montrer que si H est une sous-expression propre de F
ayant un type v dans une base étendue &', o x > & deux cas se produisent. Ou
bien x¢ H et (Ax.H) X [> H de méme typev ou bien xe H alors par la régle
R, &+ (o)v(Ax.H)et parlaregleR. &+ v (Ax.H)X).

LEMME 7 : Si F et X vérifient les hypothéses de la proposition 6 et si de plus F et
X ont un type de longueur 1 alors FX a une forme normale.

Démonstration : & =1 (FX), 6 (o)t F, ||(0) t||=1, 1# w alors soit (5) =0
soit (o) 1=1.

Nous allons montrer que si une expression vérifie (1) et a un type 0 ou 1 alors
elle est en forme normale. En effet raisonnons sur la taille d’une expression F :

- |F\=1 F=x quel que soit le type de F, elle est en forme normale;

— supposons le résultat vrai pour toute expression de longueur inférieure a n
et soit F, |F|=n,FE7»x1 ... Ax.zGy ... G,.Deparlaproposition 1si F a
le type O (respect 1)alors G;,Vi,i=1,paletype 1 (respect 0). Par hypothése de
récurrence G; est en forme normale.

On déduit de ce résultat que F et X sont en forme normale et par la
proposition 5 que FX a une forme normale.

LEMME 8 : Si F et X vérifient les hypothéses de la proposition 6 et si de plus F a
un type de longueur 2 alors FX a une forme normale gauche et vérifie (1) (donc une
forme normale puisque T=0 ou 1).

Démonstration : Compte tenu du lemme 7 nous devons démontrer ce lemme
dans les cas suivants :

— le type de F est (1) T avec t=0 ou 1;

— le type de F est (0) t avec T=0 ou 1.

Raisonnons par récurrence sur la taille de Fet grace au lemme 6 supposons la
propriété vraie, VF, | F | <m. Soit alors F, | F | =m. F ayant un type (o)t par le
théoréme 1,F ale type 7,00ul. F est en forme normale et toute sous- expression
propre de Fale type O ou 1. En particulier G; d’ou I’on déduit qu’il existe une
base &' telle que £'F (o) v; (Ax.Gy), v,;=0o0u 1, V;,=1, p. D’autre part
|Ax.G;|<m, G, en forme normale vérifie (1), ||(c) v

récurrence (A x.G;) X [> G ou G| est une forme normale gauche de type Oou 1
vérifiant 1a condition (1), ¢’est-a-dire une forme normale.
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Deux cas se présentent suivant que :

—z#x, FXD Ay, ... Ayp.2 Gy ... G, forme normale;

—z=x, FXD Ay, ... Ay, X G} ... G,.

Dans ce cas o le type X est égal au type de z différent de @. Comme || o [|=1 on
déduit que X ale type 0 ou 1. D’autre part le type de FX est 7,0 0u 1,ilen est de
méme de XG{, XG} G, ..., XG1 ... G,. 81X aletype O (respectivement 1)
alors Gialetype 1,Vi,i=1, p.X et G| sont en forme normale et d’aprés la
proposition 5 XG | [> X ; forme normale de méme type que X. En appliquant p
fois 1a proposition 5 on montre que FX se réduit a une forme normale.

Démonstration de la proposition 6 : Nous avons montré dans les lemmes
précédents que la proposition 6 est vraie pour toutes les expressions F et X
vérifiant les hypothéses de la proposition 6 et de plus les trois conditions
suivantes :

llo||=1, ||z||=1 et toutes les sous-expressions propres de F et X ont un type
de longueur inférieure ou égale a || || dans une base étendue &' > &.

1" étape : Nous montrons par récurrence que le théoréme est vrai pour toutes
les expressions F et X vérifiant les hypothéses de la proposition 6 et la
condition || o ||=1.

Pour cela supposons qu’il soit vrai dans tous les cas suivants :

— |l l|=1. ||z||<k et toutes les sous-expressions de F et X ont un type de
longueur inférieure & k dans une base &’ > &. Montrons la proposition pour
k+ 1 par récurrence sur la taille de F;

— |f| =1 les conditions d’application du lemme 6 sont vérifiées;
~ supposons la proposition vraie pour tout F, |F |<m et soit F, |F|=m
alors pour toute sous-expression propre H de G; on peut écrire que :

&'+(e)vAx.H), |Ax.H|<m, | v]<k+L

Par hypothése de récurrence si v#w (Ax.H)X[>H' f.n.g. qui vérifie (1) et
&+ vH,|v]<k+1.O0nen déduit que G, Vi=1, p se réduit en une expression
G| qui vérifie (1) et dont toute sous-expression propre a un type de longueur
inférieure 4 k+ 1. Deux cas se présentent suivant que :

— z#x, FXDAy, ... Ay,.z Gy ... G, f.n.g. qui vérifie (1);

— z=x, FXPDAy, ... Ay X Gy ... G,

Dans ce cas le type de X est o, [|o||=1, 0=(v)) ... (v,) Y#o, o est donc le
type O ou 1 ainsi que § et v;, Vi=1, p. Par un argument semblable a celui
développé dans le lemme 8, FX se réduit a une forme normale.

2° étape : Montrons la proposition par récurrence sur || ||.

R.A.LR.O. Informatique théorique/Theoretical Informatics



THEORIE DES TYPES EN A-CALCUL 161

Supposons que le théoréme est vrai pour toutes les expressions F et X telles
que || o || =1 et montrons le pour I+ 1 par récurrence sur | F | :

— | F |=1 les conditions d’application du lemme 6 sont vérifiées;

— supposons la proposition vraie pour tout F, | F |<m et soit F, f|=m
alors pour toute sous-expression propre H de G, on peut écrire que
&' (o)v(Ax.H), |Ax.H|<m, |c|[SI+1 et par hypothése de récurrence si
vE®, (Ax.H)X D'H' f.n.g. qui vérifie (1). On en déduit que G,, Vi=1, p se
réduit en une expression G; qui vérifie (1). Deux cas se présentent suivant que :

— z#x, FXPAy, ... Ay,.z G ... G, [.n.g. qui vérifie (1);

— z=x, FXDhy, ... Ay . X Gy ... G,

X est de type o=(vy)...(v,) ¥, X et G; vérifient (1). XG| a pour type
(Vo) ... (¥ #£®, ||vi]|<||o||£I+1 donc ||v,||<I et par hypothése de
récurrence XG> X, f.n. g. qui vérifie (1). Le méme argument appliqué a X ; et
G permet de conclure que X, G,[> X, detype(vj) ... (vp) W #Fwet vérifiant (1).

Ainsi de suite jusqu’a X ,_; G,[>X , de type y # @ vérifiant (1) donc en forme
normale gauche.

THEOREME 2 : Toute A-expression ayant un type différent de o dans une base
quelconque a une forme normale gauche de méme type qui vérifie la condition (1).

Démonstration : Par récurrence sur la taille de I’expression. Il suffit de montrer
qu’elle a une forme normale gauche vérifiant (1) :

— |F|=1, F=x qui est en forme normale;
F|<n et soit F, |F|=n :

— supposons la propriété vraie V F,

si F=Ax.F alors |F|<net F est en f.n.g. ainsi que F et vérifie (1),

si F=XY.

Par hypothése de récurrence toute sous-expression de X ou de Y ayant un type
différent de @ dans une base étendue dunef. n. g., X et ¥ se réduisent donc a deux
expressions X et ¥’ qui vérifient les hypothéses de la proposition 6. F posséde
une f.n.g. qui vérifie (1).

7. PROPRIETE DES EXPRESSIONS POSSEDANT LE TYPE 0

Nous montrons que la propriété d’avoir le type 0 pour une A-expression est
une condition suffisante (mais non nécessaire) pour qu’elle posséde une forme
normale.

Pour cela nous allons nous intéresser aux expressions N ayant un type dans
une base & et vérifiant la condition suivante :
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(2) Quelle que soit Z sous-expression de N telle qu’il existe une base %' > %4 et
Y 10 tels que 4’ Z alors Z est en forme normale.

ProrosiTiON 7: SiBH1(NX), © Z10et siN et X vérifient les conditions (1) et
(2) alors NX a une forme normale.

Démonstration : D’aprés la proposition 1 si 4 1 (N X ) alors il existe & tel que
#H(o)tNet o X. La proposition se démontre par double récurrence sur
(o)t et | N

1™ étape : ||(0')I||=1.

Deux possibilités :

— (o) t=1, Nestde type | et X de type 0 ils sont donc tous deux en forme
normale d’aprés (2) et NX a une forme normale d’aprés la proposition 3;

— (o) t=0, N est de type O et X de type 1 NX a une forme normale pour les
meémes raisons.

2¢ étape : On suppose la propriété vraie pour toutes les expressions NX avec
N ayant un type p, | p || <n et soit N de type ||(5) T || =n. On sait que t 710 donc
que (o) T # o Cest-a-dire que N est en forme normale gauche d’aprés(1). Deux cas
se présentent :

(A) N=zNy...N,,NX=zN,...N, X.zétant une variable libre elle a un
type(oy) ... (Opmi1)Omia [ 1.Onendéduitqueo; J0,Vi=1,m+1etque N,
sous-expression de N, et X ayant des types positifs sont en forme normale
d’aprés (2). NX est en forme normale.

{B) N=%x.N nous raisonnons par récurrence sur la taille de N :

1™ étape : |N|=l, N=z:

— z#x, NX[>z forme normale;

— z#x, NXPX a le type t ] O et est en forme normale d’aprés la
condition (2).

2¢ étape : Supposons la proposition vraie ¥ N, | N |<m et soit N, ‘N|=m
N=Ay;...Ay,.(zN, ... N,). Le type de N étant (o) t on en déduit par la régle
R.que #, ox+ tN.D’autre part on peut écrire que T=(¢ ) . . . (¢ ,) Y et comme
T 10 ondéduit y 30, 9,1, Vi, i=1,p. B'=H, ¢V1, ..., 9y, est donc
une base et #’, ox =y (zN{ ... N;)d’ou z a pour type (vy) ... (v, )y avec #’,
oxbv;N,, Vi, i=1, k. D’apres la régle R, il existe une déduction de £’ + (o)
v,(Ax.N;), Vi, i=1, k.

Deux cas se présentent suivant que :

(a) z#x, z variable libre ou, z liée a y; a nécessairement un type inclus dans 1.
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Onendéduitquev; 10,Vi,i=1, kque(Ax.N ;) X aletypev; ] 0dans une base
A’ et que |kx.Ni|<m. D’autre part (Ax.N ;) ayant le type (o) v, il existe une
déduction de B’ (0)0(Lx.N ) et ||(5)0||Z|[(c)|. D’aprés I’hypothése de
récurrence (A x.N ;)X se réduit a une forme normale N; et NX a la forme
normale Ay, ... Ay,.zN{... N

(b) z=x alors NXDAy,...Ay,. X Ni...N;avec N{=[X/x]N, de type
v, Vi,i=1, k.D’autre part letype o est égal autype dez, s =(v{) .. . (Vi) Y avec
Y ]0et o#ow.

Considérons alors n’importe qu’elle sous-expression propre K de N ; telle qu’il
existe une base #' >, ", ox+1,K et 1, _]0. On peut alors écrire que
B'"F(0)1.(Ax.K)etque Z” - (c)0(A x. K). Enfin K sous-expression de N ; et
X vérifient les conditions (1) et (2) et sont tels que | A x. K | <met | (5) 0|| < || (o) 7||
ce qui permet d’appliquer I’hypothése de récurrence et d’affirmer que (A x. K) X a
une forme normale. Le méme raisonnement appliqué a toutes les sous-
expressions propres K de N ; ayant un type différent de o suffit & prouver que
(A x.K) X posséde une forme normale gauche. On en déduit que N ; se réduit a
une expression N ;' vérifiant les conditions (1) et (2).

Il suffit maintenant de montrer que (XN {)N3 ... N;))de type ¢ 7] 0 posséde
une forme normale. Pour cela nous montrerons sucessivement que XN7,
XNYNY, ..., XNY{ ... N\ peuvent se réduire a des expressions qui vérifient
les conditions (1) et (2). La derniére de ces expressions ayant un type positif sera
donc en forme normale.

XN7 aletype (vy)... (v et X le type c#w dans la base %',

X estdonc en forme normale gauche [condition (1)] et deux cas se présentent :

— X=uX,XN =u XN ’{,f et N | vérifient les conditions (1) et (2) etil en est
de méme pour XN7{. Posons X {=XN{ et remarquons que XN7{...N/
vérifiera également (1) et (2);

— X=2Xy.X.On en déduit d’aprés la proposition 1 que y a le type v . Soit
alors K une sous-expression propre de X telle qu’il existe une base 8, > %' %, ,
vy 1. K avec 1, ]0. On peut alors écrire que &, (v{) 1, (Ay.K) et que
#B,H(v)0(hy.K). K sous-expression de X vérifie les conditions (1) et (2),
l|(v1)0]<n puisque

Vi@ =]l - v b= o] <[[(e) <.
(Ay.K) N7 posséde donc une forme normale par hypothése de récurrence.

Un argument similaire prouve que toute sous-expression propre K de X ayant

un type différent de  est telle que (Ay.K) Nj posséde une forme normale
gauche.
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INY/y] X peut donc se réduire 4 une expression X ; qui vérifie les conditions (1)
et (2).

On peut recommencer ce raisonnement pour X ; N5 et déterminer X,
vérifiant les conditions (1) et (2) puis déterminer de méme X 5 ... X;. X de type

¥ 10 est donc en forme normale.

THEOREME 3 : Si F est une expression quelconque et s°il existe une base % telle
que B1F, 1t JO alors F a une forme normale F' et Z1F'.
11 suffit de montrer la premiére partie par récurrence sur | F|.

Démonstration : Si |F|=1 alors F=x en forme normale. Supposons la
propriété vraie, VF, | F|<n, et soit F, |F|=n.

Deux cas se présentent :

— F=\x.F alors d’aprés la proposition 1 il existe (o) o,=1 tel que #,
o, XF sz. Or (0,)o, 10, 6,1 et 0,70. 11 existe donc une base
B'ro,F, B =B0{c,x}, 0, J0et |f|<n. Par hypothése de récurrence F
a une forme normale;

— F=XY. Pour toute sous-expression K de X oude Y ayant un typet, 10
(resp. 1, %) dans une base #' > 4, K est tel que | K l < net aune forme normale
(resp. une forme normale gauche). X et Y vérifient les conditions (1) et (2) et
d’aprés la proposition 7 XY a une forme normale.

8. ENSEMBLE DES EXPRESSIONS TYPABLES

Dans les paragraphes précédents il a été montré que toute expression ayant le
type 0 a une forme normale et que toute expression ayant un type distinct de m a
une forme normale gauche. Nous montrerons ici que les expressions de 4", ne
possédent que le type w. Les réciproques de ces trois propriétés sont fausses et
nous donnerons des contre-exemples.

L’équivalence entre .4", et les formes normales de type 1 a été prouvée et il est
ais¢ de constater que les expressions F ayant le type (m) . . . (w) 1 ont la propriété

n fois

que FX,...X,eV", pour X,...X, quelconques. D’autre part les
expressions possédant le type 1 ont également le type 0 par la régle R ;. Elles ont
donc une forme normale qui appartient 4 A",

Par Ia suite nous utiliserons les abréviations suivantes :

I=hx.x, K=Wix\y.x, A=A x.xx.
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LeMME 9 : VteT il existe une h-expression F ayant ce type :
— 1=, F=AA;
— t#0,alorst=(0,)...(0,) Opy 00 G,y estun type élémentaire Ooul et
(04 ... (0 Ops1 C(0)... (0)].
n {ois
La \-expression Ax, ...\ Xx,.z a le type (0)...(0)1 et par la régle R; le
type T.

ProposiTioN 8 : Si une expression F appartient a A _, alors elle n’a que le
type .

En effet supposons qu’elle ait un type t#w alors t=(0y)...(0,) G,+; OB
O,+1 st un type élémentaire 0 ou 1.

Doncil existe nexpressions X ; ... X, detypec, ... o,telleque FX, ... X,

est de type 6,., 10 et qui posséde une forme normale ce qui est contraire a
I’hypothése.

Nous donnons maintenant quelques exemples qui illustrent les possibilités
d’affectation de types aux A-expressions et qui montrent que la théorie que nous
avons présentée ne satisfait pas les conditions que nous nous étions fixées a
I’avance.

Exemple 10: L’exemple 7 (A x.x (AA)) (A y.z) a montré que cette expression ale
type 1 donc appartient a 4", alors que dans [6] et [7] cette expression n’a pas de
type. L’introduction du type o a permis de rendre compte de ce que I’on pourrait
appeler en logique combinatoire « ’effet cachant » de certains combinateurs
comme K.

Exemple 11 : (A x.(xKz (AA)) (x(KI) (AA) 2)) 1.

Cette expression a pour forme normale zz et n’a pas de type ce qui fournit un
contre-exemple aux réciproques des théorémes 2 et 3.

En fait I'analyse de cette expression prouve que l’expression équivalente
(Ax.(xKz(AA) ) (M x.(x(KI) (AA)2))I) posséde elle un type et que lors de
I’affectation les deux occurences de la variable x ont des types distincts
compatibles avec I’ensemble des types de I mais incompatibles (incomparables)
entre cux. Dans la premiére expression les deux occurences de x étant liées par le
meéme A un seul type peut leur &tre affecté et c’est . Dans la deuxiéme expression
chaque x a un type particulier. Des résultats semblables sont obtenus si on
considére 'opérateur de point fixe Y=Af.((A x.f (xx)) (A x.f (xx))). Le type le
plus général qui peut étre affecté 4 Y est (w)t)t’, V1 et t’, tels que t' [ .
L’argument de Y est une fonction de type (w)t c’est-a-dire une fonction
constante par rapport a son premier argument.
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166 P. SALLE

Exemple 12 : Ax A y.y a pour type (o) (0)0; ¥ a pour type (@) (0)0) (0)0 et
d’aprés R.: Y(Ax A y.y) a pour type (0)0. De fait Y(AxA y.y)seréduitenA y.y
forme normale.

Exemple 13 : Nous noterons par n, Eﬁ, zéro les A-expressions classiques
représentant respectivement ’entier reconstruit, la fonction prédecesseur, le
prédicat d’égalité a 0 a valeur dans {Axy.x, Axy.y} et utilisées dans le
langage CUCH [2].

L’expression F =AfA x.(((zero x) 1) ( f (pred x))) correspond a la fonctionnelle
récursive t[ f ]=si x=0 alors 1 sinon f (x — 1).(¥YF) 7 a la forme normale 1 quel
que soit n. Or seule (YF)0 posséde un type différent de .

En n réductions (YF) n, (a) peut se mettre sous la forme
(F(F(...(F(YF))...))n, (b) ou F apparait n+1 fois. On montre que (b) a la

forme normale 1 obtenue par une suite de réductions distinctes de celle du radical

YF. On montre que (b) a un type —] 0 et I’analyse de la déduction de ce type fait
apparaitre que les différentes occurrences de F dans (b) ont des types Ty, ..., T,
distincts et non ordonnés par la relation . Il n’est donc pas possible d’affecter
dans (a) un type 1 a F qui soit plus grand que tous les t; ce qui explique que (@) n’a
que le type o.

Nous pouvons en conclure qu’il ne suffit pas de remplacer ’hypothése de
stratification « toute expression a un type et un seul » par I’hypothése « toute
expression qui a un type, a les types qui lui sont contenus » pour pouvoir affecter
un type a toute expression ayant une forme normale. Cette constatation nous a
amené a étendre la théorie des types en considérant pour chaque variable ou
sous-expression un ensemble fini de types d’une maniére analogue a celle définie
dans [7]. Cette extension nous permet de généraliser les résultats de [7] sur le A-I-
calcul au A-calcul général et fera lobjet de 1a deuxiéme partie de I’article qui sera
publiée dans cette méme revue.
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UNE GENERALISATION DE LA THEORIE
DES TYPES EN A-CALCUL (1) (*)

par Patrick SaLLg (%)

Communiqué par J.-F. PERROT

Avertissement. — Nous donnons ici la seconde partie de Iarticle « Une généralisation de la théorie
des types en h-calcul » dont la premiére partie a paru dans cette méme revue, dans le numéro précédant
celui-ci. Les références bibliographiques renvoient d la liste de la premiére partie.

Résumé. — Nous décrivons une généralisation de la théorie des types de Curry qui étend affectation
de type a I'ensemble du A-calcul. Dans cette théorie deux expressions B-n convertibles ont le méme
ensemble de types et une expression typée posséde suivant la valeur de son ¢y pe wie jurme normale ou
une forme normale gauche (2° partie).

Abstract. — We describe a generalization of Curry’s type theory which extends type assignment to
the whole A-calculus. In our theory, two expressions that are B-n-convertible have the same set of
types and a typed expression has a normal form or a head normal form according to the value of its type.

9. EXTENSION DE LA THEORIE DES TYPES

Nous présentons I’ensemble des types T’ et sa structure puis les modifications
apportées aux régles d’affectations.

9.1. Ensemble des types

Il est défini & partir des types de base et des opérations de composition et de
construction de séquences.

DeriniTION 12 @ T est le plus petit ensemble défini par :

— 0, 1, o appartiennent a T;

—~ sigy, ...,0,,teT alors[o,, ..., o,]teT".

64, ..., 0,]est appelée une séquence et posséde les propriétés d’un ensemble
mathématique id est I'indépendance par rapport a 'ordre d’écriture de ses
élements et au nombre de représentants d’'un méme élément.

(*) Regu juin 1978, révisé octobre 1979.
(!) Laboratoire Langages et Systémes Informatiques, Université Paul-Sabatier, 31077 Toulouse
Cedex.
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302 P. SALLE

Exemple 14 : [0][0, 1, 0]0 et [w][1, 010 sont deux écritures du méme type.
Nous introduisons les trois axiomes d’équivalence :

Aq [110=0;

Ay [0l1=1;

Al :[t]lw=am ol T est une abréviation pour 14, ..., T,.

La justification sémantique de ces axiomes est la méme quc celle de

Ay, Ay, A,,. De méme les propriétés (P1), (P2), la définition de la longueur d’un
type || | et la propriété (P4) restent valables. (P3) devient (P'3) VteT’, ¥Vn,
31, ..., T, séquences et 1, T’ tels que

t=[t,]. ... . [TacilTw

Nous définissons des ordres partiels [ et £ entre types et séquences par :
- oC0C 1
— Joy, .., oh0slty, .-, T,] sl et sculement si

Vi(lSisn), 3jUSEm)  tel que o Tty

- [ty oo Tl Tt [0, - .., 0,] O, si et seulement si

Tm+1 L Ont1 et o, ..., EL, - Tl

On moatre que les propriétés (P5) & (P8) sur la décidabilité des relations et la
structure de treillis de I’ensemble des types restent vraies.

9.2. Régles d’affectation

Une base £ est un ensemble d’affectations de 1a forme o x ou x est une variable

et ¢ est un type [ 1. Plusieurs types peuvent étre affectés a la méme variable. Si
6=G,, ..., G, alors ¢ x est une abréviation pour 6,x, 6,X, ..., G,x. Le
systéme d’affectation se déduit du systéme décrit au paragraphe 3 de la maniére
suivante :

— l'axiome A4, et les régles R, et R; sont inchanggées;
— les régles R, et R, sont remplacées par :
Régle R, : Si #t[c]tX o0 6=0,,...,0, et si

Vi(l<ign), #Fo,Y alors B T(XY).
Régle R, :SiZ,c x -1 X etsix n’apparait pas dans # alors # + [c] T (A x. X).

Nous introduisons également la notion de base étendue et les remarques du
paragraphe 3 restent valables quant a leur signification.
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Exemple 15 : L’expression (A x.((x K)a(AA))(x (KI)(AA) a)) I de 'exemple 11

qui n’avait pas de type a un type _1 0 dans la théorie étendue dont nous donnons
une déduction en annexe.

9.3. Propriétés de Paffectation

Nous montrons ici I'invariance de I’ensemble des types d’une A-expression par
a~B-1 conversion. Cette propriété est vraie quelle que soit la base par rapport 4
laquelle les types sont définis. Auparavant nous énongons un théoréme qui
montre que les sous expressions d’une expression typée ont également un type.

PrOPOSITION 9 : Soit F une )-expression différente d’une simple variable et telle
que Bt F alors :
— si F=XY alors il existe une séquence G=64, ..., G,, telle que

BH[G]tX et BFo,Y, Vii=I, n

— si F=Ax.Y alors 1=[c]p et B, cxt pY on x napparait pas dans A.
La preuve de cette proposition s’obtient facilement a partir de celle de la
proposition 1.

LemMme 10 : Si R est un B-radical qui se réduit en R’ alors

#H-TR <« SR

Condition suffisante :

R=(Ax.X)Y et daprés la proposition 9 d6=0,,...,0, telle que
#r[o]lthx. X, 0o, Y, Vi=1, n et x napparait pas dans 4. D aprés la
proposition 9 également on peut écrire que #, oxk1X. Or R'=[Y/x] X et
pour montrer que #ZHt[Y/x] X il suffit de remplacer dans la preuve de 4,
o x -1 X les occurrences de o; x (qui ne sont pas dans ) par les déductions de
Ao, Y quel que soit i, 1<i<n.

Condition suffisante :

R=(Ax.X)Y et deux cas se produisent suivant que x a au moins une
occurrence dans X ou non.

— Sioui Yest unsous terme propre de R . Si Y apparait n fois dans R’ dans la
déduction de # - tR’' chaque occurrence de Y fait I'objet d’une déduction
#+o,;Yavecl1<i<n. Enposant 6=c,, ..., G, pour obtenir &, cx 1 X il
suffit de remplacer les déductions de # - o; Y par les affectations o, x. Par la
régle R, on obtient ZH-t(Ax.X)Y.

— Si Y ne figure pas comme sous terme propre de R’ c’est que
(Ax.X)Y[> X=R’ c’est-a-dire que x ne figure pas comme variable libre
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dans X. Comme # 1 X on peut aussi écrire 4, ¢ x 1 X quel que soit 6. On
en déduit que # H[o]t(Ax.X) et que ZHT(Ax.X) Y.

. ProprosiTiON 10 : Si X et X' sont deux expressions B-convertibles elles ont le
méme ensemble de types.

La preuve s’obtient en itérant I'application du lemme 10.

THEOREME 4 : Si X et X' sont deux expressions a-p-n convertibles alors elles
ont le méme ensemble de types.

11 suffit en fait de montrer que si R est un n-radical et R’ son radical réduit
(RD>R)Yalors #-t1R<=#F1R'.

n

Condition nécessaire :

R=Ax.(M x) et x n’apparait pas dans M. Par la proposition 9 1=[c]p et
A, o x - p(M x). Une deuxiéme application de cette proposition permet d’écrire
qu’il existe o’ telle que &, ox+[c’]pM et B, cx+c'x. On en déduit que
o’co. Comme x n’apparait pas dans M, o x est inutile dans la déduction de
[c'lp M d’ou #[c’] p M et par la régle R; B +[o] p M puisque [c] p [ [6']p.

Condition suffisante :

R’'=M et x n’est pas variable libre de M. On a Z#F 1M et 'on peut écrire
#,0xH1M,Vo. Or 1 peut se mettre sous la forme t=[o]p. On en déduit
daprés R, que #, ox+p M x et par R, que Z [c]p(Ax.(M x)).

Nous montrons également en Annexe 11 que la suppression des régles R; et R,
du systéme de déduction permet également de déduire des ensembles de types qui
se conservent par a-B-n conversion. Ce résultat permet de montrer par un autre
argument dans [17] que la théorie ainsi obtenue est équivalente a celle présentée
dans cet article.

9.4. Propriétés des A-expressions typées

Nous montrons tout d’abord que toute expression ayant un type distinct de
a une forme normale gauche. Auparavant nous donnons la définition suivante :

DermniTion 11 : Nous appellerons nombre de séquences d’un type 1, notée
[lIT]ll, le nombre de séquences de ce type comportant plus d’un élément.

Remarque : Etant données les propriétés des séquences on peut toujours pour
une expression donnée se limiter sans nuire a la généralité a I'ensemble des types
de cette expression tel que, si x apparait exactement » fois dans I’expression son
type est une séquence de n éléments. En effet s’il y a plus de n éléments certains ne
sont pas utilisés dans la déduction du type, s’il y a moins de n €léments on peut
dupliquer les éléments qui sont utilisés plusieurs fois.
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LemME 11 : Si F et X sont deux formes normales gauches qui vérifient la
condition (1) et si dans une base &, & - 1FX, t1#w alors FX posséde une forme
normale gauche.

Par la proposition 9 36=0,,...,0, telle que §[c]tF et £+ o, X, Vi,
i=1,n.

SiF=zG,.....G,alors F est une forme normale gauche vérifiant (1) ainsi
que FX. Sinon F=)x.F' et la preuve du lemme se fait par récurrence sur r le
nombre maximal de séquences présentes dans le type d'une sous-expression
quelconque de F et de X.

Premiére étape : r=0,le type de FX a été calculé sans séquences, il s’agit donc
d’un type au sens de la théorie non étendue et par le théoréme 2 FX a une forme
normale gauche vérifiant (1).

Deuxiéme étape : Supposons le résultat vrai pour tout v, r < net montrons qu’il
est vrai pour r=n. Deux cas seront envisagés suivant le nombre m d’éléments
de c.

Casl:m>1.

6=04, ..., 0, etil yam occurrences de la variable x dans F'.

Remplagons chaque occurrence de x par un x; distinct avec 1 Si<metsoit F,
I’expression ainsi obtenue a partir de F'. Les deux expressions (Ax.F') X et
(Axy...x,.Fo) X...X se réduisent a la méme expression. On prouve
successivement que (Ax; ... Ax,,. F;-y) X seréduiten Ax;,, ... Ax,.F,00 F;
est une forme normale gauche vérifiant (1) quel que soiti. En effet
EFlcillois]. . [om]tAx;...Ax,. Fi |, 8o, X, |l[o:] ... [oxlTll <net
on applique ’hypothése de récurrence.

Cas 2 : m=1, =0 et deux cas se présentent suivant que :

— il n’existe pas d’occurrence de x dans F’.

(Ax.F)X [>F’ de type t#w qui est en forme normale gauche de par la
condition (1);

— il existe exactement une occurrence de x dans F’' et soit
F'=ky,...Ay,.2G, ... G,. Nous considérerons les deux cas suivants.

a) z=x. Il suffit de prouver que XG, ... G, a une forme normale gauche
vérifiant (1). Or X estde type o=[v,] ... [v ¥ et & v; G, V;, [ SiZqgetV)
tel que v;;ev;. Comme ||| ||| £n on fait une récurrence sur || || .

Premiére étape || o || =1, ¢ est un type atomique qui ne peut étre que Oou 1.
Danscecas X, G, ..., G,sont des formes normales gauches ayant également
le type 0 ou 1. Il en est de méme de toutes leurs sous-expressions et aucune
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séquence n’est présente dans le type d’aucune sous-expression. D’aprés lc
théoréme 2 FX a une forme normale gauche qui vérifie (1).

Deuxieme étape : Supposons la propriété Vp telle que [|pl<| o] et
considérons XG,. Si v, est réellement une séquence on est replacé dans les
conditions initiales du lemme dans le cas 1 avec ||| o ||| £n. Dans ce cas il a été
prouvé que X G, a une forme normale qui vérifie (1). Si v, n’est pas une séquence
alors v, =vy, et ||v,{] <| o||. Par hypothése de récurrence XG, a une forme
normale gauche qui vérifie (1). En recommengant g fois ce raisonnement on

montre que : XG; ... G, a une forme normale gauche qui vérifie (1).
b) z£x. Dans ce cas (Ax.F)X se réduit a la forme normale gauche
Ayi...¥p-2Gi... G ou G{=[X/x]G,. Oril n’existe qu’une occurrence de x

dans F ct doncil existe j, 1<j<gtel que G;#G;ct que G;=G,, V;#j qui sont
des expressions vérifiant (1). Les seules sous-expressions de G} qui nous
intéressent sont celles qui possédent un type distinct de o et qui d’aprés (1) sont
en forme normale gauche. D’autre part seule celle qui contient la variable x si elle
existc a été modifiée par la réduction. Elle est alors de la forme
Azy...Az,. XH, ... H,ou X estdetype c. Par une démonstration semblable
a celle du cas a) on montre que cette expression a une forme normale gauche qui
vérifie (1) ainsi donc que toutes les sous-expressions de G j ayant un type différent
de o.

LemME 12 : Toute forme normale gauche a un type distinct de @ dans une base
étandue & .

SiF=kxy...Ax,.2Gy ... G, il suffit daffecter a zun type[o] . ... . [o]T,
TH#@®. mlols

THEOREME 5 : Si X est une expression quelconque et si & 1 X pour une base
étendue & et un type 1 distinct de o alors X se réduit d une forme normale gauche
qui vérifie la condition (1).

La preuve de ce théoréme est identique a celle du théoréme 2.

Nous montrons également que toute cxpression ayant le type 0 a une forme
normale. Auparavant nous montrons le lemme suivant.

LEMME 13 : Si N et X sont deux expressions vérifiant les conditions (1) et (2) et si
B H=1t(NX) avec 1 J0 alors NX a une forme normale.

D’aprés la proposition 9 si #—1(NX) alors =0, ..., &, telle que
BrH[c]ltNet B+o,;X,Vi,i=1, n. Deux cas se présentent :

— Nn’apasd’abstractionsinitiales. NX=zN, ... N, X etz variablelibrea
un type W [ 1 dans #. On en déduit que N, ..., N,,, X ont untype J0et
d’aprés (2) elles sont en forme normale ainsi que NX;
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