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troduzione

mﬂ

pure da

mvanmcawvormuuw Hmnwoﬂm.nouOMQQ la teoria moH A - w”_WHw

;m@:mww@mwmow,wwmvws [Eiofol 13l s almeno ilavori [4],[5].

"

.mmoanmHmEo ooakumﬁowm
N » nwwnowo senza variabil

noammwsouwao mﬁmonﬂ

..Hr.m.wono nﬁm i noawamnunH mowammo :n insieme @ mw m:nu nrm
_possono venire Hdcmhwnmcmnu mznro com

funzioni da % in%, cm-_
.a X% in % , _oppure da %X éx % in % e cosi' via.

Una mOndOonmmmvﬁmw combinatori € costituita meHm cos1-

dette forme normali, di cui ¢ ardua una caratterizzazione al-

‘gebrica.

.”.h@wm da

E'noto che 1’insieme € dei combinatori ¢ generato a par-

_con rij

due forme normali distinte fra loro.
S = hadyz(xz(yz))
b G .
vﬂ:ﬁm, mvﬁwuomuuol ..Oﬁm un mwmzwwpnmno che @ao 4@ﬁwuw

Ston

- attribuito al corollario 1 di questo lavoro.el il seguente: non
o . o forme normali ﬁwu<uuomwmmm {quali @onﬂwwvmﬁo essere

i ut

n,m e K ad es. ) in quanto se sistabiliscono delle clas-

- giodyoe

i

un’ennupla di argomenti tali che i valori delle due funzioni

ongruenza di combinatori (rispettoall’ applicazione) ta-
13 che esistano almeno due combinatori u:ncﬁmwcmzdu fra loro,

_ ¢io’ basta vmuvm&moﬂsmum ovm omsu classe non puo nobwn:mﬁm vwz.
.@.ﬁmpu::m»wauam wOHamwm. :

. cb,meOWQQ WHMﬁﬂmwnmnm rende il corollario H mwvmmnwuNm
peculiare. Infatti, co onsiderando le forme normali come funzio-

ni di un numero finite di variabili, una vmnmmﬂmmw del risul-
‘tato €1

date due funzioni distinte ¢ sempre possibile trovare

~ fissati

11

per quell'ennupla di argomenti OOHb Hmmzo con due valori pre-

;Hﬁ;mmH.AwNmﬂwwgv Trovare un algoritmo per costruire

arbitrari.

corollario 1. risolve, m&mvpymwwmo~ sd,vumvaEm;wtwmo
date due

....... o

forme normali diverse fra loro F,G, un nosvwamwbun«b tale che .

= .

. Hmwmuwwmouwnaowm
. ma 1l del presente lavoro.

rwawwpoanc :mwuw mwaomnﬂmwwowm del teore-

B

facile mostrare che i comb

natori formano un semigruppo




con zeri a sinistra e con identita nwmwmnﬂo all’ owmumswozm da

composizione (o) con generatori C,.C.S,C.K, dove

.m &wmunuswowmwm ‘mentre wwwmmmlow _sta per hm A w con-

Cu = Mdy(yx).

11 corollario 2 afferma che per le forme normali F, own

non sono zeri del semigruppo (cioe’ diversi da yRN moqm y non.

occorre in X) vale la proprieta
AoFeV =T : I =2xx, combinatore identita)

‘per appropriati combinatori A e V di cui si da'la struttura.
Infine il corollario 3 riguarda la cardinalita’ del codo-

minio dei combinatori considerati come funzioni unarie.Per gli

zeri del semigruppo, cioe’ i ‘combinatori AyX, tale cardinalita’

e uno: Il ‘corollario -3-dimostra che se ‘due forme normali di-

stinte cadono nel codominio, la cardinalita’ deve essere almeno
tre, . . e : a
Tale corollario € suscettibile di miglioramento. In un
prossimo lavoro si intende sostituirlo col seguente: se n for-
me normali ‘distinte cadono nel codominio di un combinatore, la
cardinalita’ del codominio ¢ almeno n+l. .
Proponiamo la mmm:o:am congettura: la omﬂ&wsmwwﬁw mmH co-

dominio di un_ oosvpdmaoﬁm e 1 cvwcnm foul

Notazioni sintattiche

Come e’ noto 1’insieme &ommwwm mOwacwm B-n- zowsmwu ‘e’ mmmwr.

uumo nuaoamw<mamsﬁm come segue:
P SRR o eM>EX,. . X, eH, m>20, E-variabile
XeMl—=>rtX e, t -variabile

(eccettuato il caso X =X't dove t non occorre in X').
Da ‘quanto @Hmn@mm si deduce che ogni formula Ned? ha la
struttura seguente Y el

N=xtg. . oat, (EXq..

rmule. Come ¢ d’uso wm”:kun una formula e se

: sono va iabili, la scri qﬂw,;ka%ev%y....g indica che

0 wa formula M le variabili y,,y, possono occorrere libere:la
nawnf:.m &E?Q?. .] indica il risultato della sostituzione

in & di-ogni cnnounmsz libera mu yi1i con Quy”km con Gs, etc:
: :ommamao ora wusunwmum Hq . - -

. Hmowmg> w

mHmuo 2?2» m&\u Se Ni:i#N, allora mmwm.do.zc
: +v aﬁo$u=nmd4 mww.Wo
ey e

, (iii) Formule H, € &? ko=idiias ,

ﬁmwu nrw

f'\

Zwﬁﬂuwp‘..uﬁﬂﬂ%ﬂwmﬁ,WL@m =y,

o

~dove le variabili v i occorrono Huvmum in mwo:bm Ew
Un caso wmnnwoowmﬁm molto significativo € il seguente

._ vnomorr>mMo 1

= Siano Qp.xnmﬁkgmcm noavpzmnowp Hamouam :owsmpm. mm (o xnm.
mwﬁoum esistono

(i) un intero s >0

m<munu T wmu=n
z 0

Auwh noavpsmnonw QHV.‘.~Q
E.Nskw~ kwkm. a,b wﬁawﬁu

GGy .G =X, el

i R

dove X4,X, sono due meH«HmHH combinatori. :
- 1l corollario si ottiene dal teorema precisando la- strut-
t

 tura delle formule di cui la muacmnwwnuoum fa uso. e osservando

che se in N, N,  nessuna -variabile ‘occorre libera si ha

fz,m%p.,‘.<%~u lEuHQp%»\...\ansu Qw n.nrm:m@ mmmmmwﬁiwuuomwﬂw

m»mcmu e m;mmwcumnwm mmmﬁnwao

m» m»wx u

dove n 20 € l’ordine di N, m20 ¢ il mwn&o di N, Nﬁ el e £ &
la variabile principale di1 2 . o

Wxsmmﬁau e mﬁmmHOHm=nm.mm%wuHh@

m

Si noti che il segno = rappresenta w@@ﬁnunm .mw formule o

TR TR




Metodo di dimostrazione del emcwmau 1

Si introduce una relazione di equivalenza ™ tale che se

~ Definiamo la seguente relazione tra formule normali:

due formule sono disequivalenti la dimostrazione e’ pressoche
immediata (Liemma 1). Se due formule distinte sono equivalenti,

a tale coppia viene associata una catena finita di coppie di

formule equivalenti, tranne l’ultima coppia che € formata da
formule disequivalenti. Si dimostra che se la variabile prin-

‘cipale di ogni coppia (o le due dell’ultima) €diversa da quel-

la di ‘ogni-altra coppia, allora e possibile passare dalla cop-
pia iniziale alla coppia disequivalente con le operazioni am-
messe dal teorema (Lemma 2). Infine si dimostra (Lemma 3) che
esiste una sostituzione di variabili che essenzialmente  tra-
sforma la catena finita, relativa alla data coppia di formule
distinte, in una catena della medesima lunghezza in cuitutte
le variabili principali delle coppie sono diverse fra loro:

Una relazione di equivalenza

Siano 2w~2nmo§un Ny xzw_ >vUWmaQ.wwmﬁo‘nwm,mmdw,mmmmﬁm

mi

o {1 W) S -
No=aeaoae, (X x)) St

: : i Cuiian i : :
dove n. 20, m; >0, Nm € N’¢ le £, sono variabili.
m»mm.uaaa.z.“Umnocﬁ:namwo%wm..m.wm006vwm (Ni,Ng), ¢

i
1 i

univocamente determinata la coppia (Mi,M5) definita da
() = : LE =Njxaxg. . %y : L ST WAMM.
dove X1,.--,% g NON OCCOTTONO in N;.

Naturalmente §w~mkbm da una nota proprieta. del :A-calcolo
si ha E

29 wmzw “> Eﬁn\m\xm.

Inoltre deve essere

)

(1) e Xy it2

..IS«..

nﬁ . . . . . ”
dove M& m mm mnmzzovmnHw.ﬁpmzwnmﬁommwwomcmwwnswuo:H @w\xw

D N& ;g

_percio

Ny >N, e B =B ni-Mg =Ny -Mo

_ Evidentemente, si tratta di una relazione di equivalenza,

NN Mol

Riscriviamo le (1) in maniera piu uniforme

o . . = iy Ns, .ﬁ&
(9 A 5 . (i) e .-
2 e L e

E & L S, e g

.nwwm :wmcumpamunw z; SEL X sMw T.x:mwr;tNiw+$.nm e'

Al
E'evidente che
My~ My e 2=z, g1 =ga .

Da quanto precede risulta ovvio il seguente enunciato:

~ Se N1 £Nj e se Ny~No allora, ponendo g=m, +7-n,, ovve-

L D om0 s e
_ﬂ:».Hs.Amg risulta N&‘=%&w..mmu almeno un valore dell’in-
ice j, 1) <8, - _

LEMMA 1

Il teorema 1 mw<m~wmo.hmwumwmo.ZuQCZMf

 Dimostrazione

E'sufficiente esaminare }l'alternativa

Q) EBifEs

 (i1) Bi=E,, ny-mifng-mo

.mHm.%w.womn definite in (1), (1') e (2) ed € stato scelto f=n.
vxm,mwanm.<mﬁmmmomdw.nrw G £ .

~ Nel caso (i) consideriamo le formule M,vivo(z,,2,] dove

tg 24

: oy v
Mvavolk P K Tag] sw,




- H.,,m.,%..mog.t.u._ (ny-msj- «,:.wéni.

- Nel caso (11) si scelga f
e sia'g = Enx«s +n-n;).
In conseguenza della momwnm di x si ottiene in (2)
1) .| : (2y
M\Tﬁm. TEasw g M\e,ﬂ.w. 1R»+m.+v
oppure : .
(1) (2.
M\p+muxp+m+m ; M\p+m|ap+m

Nu dove iz =z =25,

Consideriamo le formule Eﬂ. T:.Tmyaug«mkﬁ,

E’ facile verificare che

14+g

WNNH_

~
i
=
~
Y

(4) MK vy, 00K

H.C& oppure Qm»m

Le formule (3) e ﬁp.v mmmmw.mwmwamaﬁm dimostrane il lemma 1.

__percio’ dimostrano : lemma 1.

nam.o . m,.u. mw_m E=t; legata. ?HHOHW. mw - ”.r“.m.‘

. Nﬁaa.maw-u,dﬁ.pal.@xl«k fr?;.m., :.:aw..nue.«. ;

owcﬁao.cmy, L=

rm wwmommmbnu relazioni rappresentano la tesi del teorema

H (a meno di un m<mzn=mwm scambio fra wi e vy nel caso (i

caso N, x..zm > 2%?.2.» =

Vogliamo ora esaminare il
~Dall’ mu:nowmno Precedente

i),

(e Gv
sMz ), considerare unacoppia di monnomou,szwm

seguito. Vale percio il seguente enunciato: .

mente Q&
e cosi"di

8, N 0V, e : =
Alla coppia (N ) con Ny #N, ¢ associato inmodoina-

:v

}<

:u

Infatti esse sintetizzano i quattro casi possibili per la (3): ‘turale un intero 0¢ QA8 ed una catena di formule My M, )
..mw,“mwv entrambe libere, &; libera e E, legata, & Hmmmnw%m Eo l=0,...,0 tutte aventi la struttura (2) e tali che ﬁimmuo le
libera, £: e E; entrambe ;e per:ila (4) i-due casi pos- relazioni
sibili: & :vm‘wmw £ legata, | ‘ (1 . (1 ,. to) (o)
Caso 1. Sia Ei Sy;, Es =y,. Allora le (3) si riscrivono Mo ~ M, L=0iiipae 1 &e:%.&w.
N, Viy ., Voyolxg. . cazvqvs =0, i=1,2 La mw:wﬂmwamcmm. o} m&wnw oow_mwmzmsnm mmH wmaﬂo nwm =m~ pas-
th S0 (kT :
saggio da (Ni ;N ) a «2» N )-in mwswso una mm:m m:m moﬁe
mo<m v ukmpix Ve Nww,ﬁnm mule costituenti Hm oovﬁ; il numero mmw muswo“—w decresce. :
H T B
~ Caso 2 (ed analogamente caso 3). Sia E15y1, E25t,. Al- vﬁmms,cso R
lora le (3) “si riserivono | Sia '
. . -1 9 . ‘ fenia :
N Vayadza.oxy  (Vox )3y, o 2qvave = v, e=1, Ni% SRt ght oMt o (Eahut gho (25t 02 (20) )2 ,)
Caso 4. Sia E1 =t,, Ex=t;, l #k. Allora si ha zﬁovmv&ye (u y:é& (vu y.ﬁ&t
Lo (Vox, )x knc ve =v. o pi=1,2 Si ha
Noxaooomy (Vazy )xp 1o (Vex )% 4y not L : &SV.Zno_apxmxana;:h«nye?mx;uym«Netxu
Caso 5., Sia E Ty1 libera. Allora le (4) si riscrivono Eﬁof.zmo.apxmxuuapv&xmy\a?mxpv&avaw
. . E : : : e
S v . . gy Ni =xv(xpxirzrs(zv))
N, Viyadxa. ..z Q%fvx.ﬁw? Apyple TV, oppure v, m_u&‘m. Gyl
.>1.. .m. Ax mxm&pyuup.

. : F41
dave V4 =k® I

ﬁb

(60

1>: a» nawv&ym?ai

il lemma 1 risulta che per f =7

(1@ h) )
esiste una coppia. (N, Zm ) odi moafﬂoﬁ::ww 2« #Ny della cop-
3 )
pia (M, M;) univocamente associata a (N, Ny).Per «23 Sv bzo
y ) )
~valere ES %ZS. oppure 23 82%”.‘ In quest’'ultimo caso ripeten-
do il ragionamento fatto per (Ni,N,) si puo’ definire univoca=

(2}




%m: |2m§x» Lo da cui infine si ricava
(2) oY /2 2 ;
Ny =azns (224) Ny (K°Kx1) (K*Txp)xa(KKx ) (KIxg) (K Ixg)vivs =0,
@ : o .
No™ Shzz od anche
2 (2)
=Ni"x5%6 "% 6% § .
My 1 Xs¥e 5% 4 NECQQVNNNEQEJEM =V
(D) 2 ; . —— . : .
i = o 5 2] o k
Ms zm ¥pXe TX X busomwwnuﬁo:a wmw H@onmmw LAk — 2z F2z27, z; F z'
; : el . s
EMS lxﬁpe s (Lik =0, L.,0, 1=1,2), dove : -le "z sono libere in
D gy (O=2Y () o) ; :
Zagl\sau.m M, =M, 27, ...,z L2129 ) Nno.jlq. Sia ora j, il va-
2 2 , 2k .. ¢l +1 . :
. o S , lore dell’indice j in M, identificante le N, ; .Nuc....vq.,u,
Procediamo ora alla dimostrazione del seguente i :
; Si hanno le nwwmsnozw seguenti:
LEMMA 2 <D IE (o= (o) ()
B i 3 . [{e}] . o~ a (22
SR T IR .o N S
Se ZMQ xZSV se tutte HM <m~_H..HmUH.: principali z e (5) N; RJ L .RJ ¥Ry M, T srens 2 1Z1 .22 u
AR o) ¢ th .
G2 i , “ di una catena My Mz) an 0,.... 0 wmmonumwm a
o) (o)
«Znoﬂ BJ sono diverse fra loro (potendo.pero essere.zy TZo )
o)
allora il teorema 1 e valido per Ny ,N» dove ry - MU m» \ Ry = Max :M.S
: : 0 i
Esempio 1 (continuazione e fine) : v
. o _ w . 2y _ .
In- questo-.caso 0 =3 ed inoltre z x4, 2 =x5, 2 x5, i e u. . v
P : PR (0) (0} o) fo-y (o) {0 (o Aa
2P =5, 22 =x4. Le premesse del lemma 2 sono verificate. I- 6) . M, MQ. PR TV P NVioza Voozo ] =
holtfs . . | e (l+1) (o~ (o-1) o) Sy ©) (o) .
. : : : (o) (o) o~ .
: . =N, [V v 2 Q H_
) @0 (o) a3 (3 ot Vv, Nn .
Zmp e Yo di M [24%%0 oo e za ok, g =3 t it o .
t2) (LY o 1) e (0 .8 a, L @ . B y .
N e Ys diMp [T, 1, g=2 dove U gligEIL g g ;;:n:, L=0,.. ;0-1.
@ W L (o 3) @) : .
NY evy diM. [z 7, .20 220, g=1 ) .q. o
i i ; ’ e dove V. si ricavano dalle formule (3) oppure (4) del
Lo ! i : 1 lemma 1 :
: 'y . ] . ! »
E’ facile verificare,; tenendo anche conto del lemma per i 11 Hm.asm.m vero per o= 0 wwuorm in mcwmﬁo s Zaov *znov
S L0 e e la tesi ¢ quella .del lemma w.. Sia ora 0>0. Si ha
(® @ 1 ¢ @ G e Doy ) o
BVTA Kz .OVMNMNNFPJN ) KkKz DK NNmJ N: Em NN? K%Tz2, (7) oMy L Y e My L Y ]
E 2 (1) (3) (3 Bw () @) ENET N , . SR Ay
TA Kzt Lm Iz 7" KIz EAN N HN : Tm NN&; , K °1z2% v Hu:mcmsno tutte le sostituzioni z /V 2 con-l #0, ‘essendo
) : A
. ) X ) e ,9 o) z w.NN. ,non @ommoso mwnmwmwm ne’ il ‘numero me’ la posizione
(27,24 10) 1,2, (1) (2 & - . . 3 : .
\5 (K'Kz ™", KTz =, KIz ", KKz 4 N Tz2'] = Ta fres JN 2 delle ooawosm:nw di E , le quali rimangono normali. Anche se
. b . 4 ‘

sottoformule di M; in posizioni corrispondenti diventano ugua-




1i la relazione 2 si conserva

pendentemente da cio’.

in quanto essa e definita indi-

(o)

-V ANV

to) (o=1) .«Q.u,

)

Si deduce dalla :Joww N. [,V

u ot L.V 2 .1 e

(g=1) S o ﬂ..s Gy D
mm:m Amv nw_m qu bovis Vo 2 f,.ux&mq R Eval T

W) oo do=1D)

Si ommmf; orm il vmmmmmmHo effettuato da E a M. si

= (o=1) t(c-2)
.vzo uw@mnmnw vmﬁ vwmmwum mma.m& ooummnémumo le H.m“_.ma

.:oww £ e~ fra le noavozm:nw Gio oo:ummosmm ad una. apaomﬂwmu.

5 :v ﬂ w ;.
zione per Hsmcsuosm suoc della wnovwwmnm ‘che (My [.. .d ! i,

0] fro é . .
Mo ﬁ...\QxN 1 ,...)) continua ad essere una catena associata a
oo P D (@ fr . et
;ﬁo,m-.: ! %....“_‘ [.. v, ,:..1). Poiche' il passag-
¢
gio da: Q<8v~ oJ alla vwoomamzwm novvum avviene con ovamNHosw

ammesse dal teorema 1 il lemma 2 ¢ dimostrato.

: 1] seguente esempio mostra lanecessita'della mumcmzmmwum:-
za fra variabili principali di una catena mmmoowmnm a mcm moyﬁm
mule mmam affinche’ il leémma: 2 sia <mwwmc.

Esempio 2
St [Te) lmnaia o)) .
Ny l\sp GL l%w%m«u\pu\ukav
Yol OV E o : o
Emo uEm mu:“_ nv\pv\ngp%wv\avv
@mﬁ vwm<unm abbiamo monnowwammﬂo N =y ZHB 2 mH

1 T

ha o= w ed e Zpo,mE@r AB\\;SG..

Osserviamo tuttavia che

&.ms [KKy,] uzmﬁv ma purtroppo € ,&MQ [KKy.] =

ﬁmo,:mwﬁf.”_ uémb [K*Iy;] ma purtroppo ¢ Emc (K’Iy.] .nw?

cige’ Hm presenza di due variabili @Hwnowvmww uguali - in diffe-

renti oowvww della catena puo genérare una certa incompatibi-

lita fra i selettori che si vorrebbero usare.

Per 'completare la ‘dimostrazione del teorema 1¢e mﬁmmunnmsi.

. te mwaomwumwm il seguente

;rng> 3
.mwm ~<%vmzﬁe edan (N2 N

sia associata una catena .

2 i,z 2, i =1,2, le cui componenti scriveremo

13 to=1ie) (o)

E«. [z 7.z ‘vamwul

. Mmumﬁuowomwwohmwuunmﬁu rft?*ﬂm m:mmwnumﬂnmambno mHmnmw
tali che, ponendo . :

"<m,My:yﬁp..¢yﬁ:+pﬁﬂ:+p utg...t,)

si verifichi:
DD .
(1) Indicando con Qs; ;M2 ) la coppia univocamente asso-
o) . (o=1) .. nS «S
ciataa Q_mu. _HQw s wﬁbwn ,..‘Qmw.mu. j Nm Q \& E Qv

D h :
si ha:che (M, ,M> ) l'=0,...,0 ¢ una catena associata

a (M0 1ML 1)

- . Sy . . . (0) to=1 (o) b
(ii) Le variabili principali 2z Oz sz di «E% NL
sono tutte diverse fra loro e diverse da ogni NZW
to) .
z

i
Esempio 2. (continuazione e fine)

. E’sufficiente ‘scegliere h,;=0, hs=1, hg=2. .mmmmnmnmop@‘.mo-
stituzioni si ottiene

SV Ny i i e
mﬂmv\fﬂou\mk ;wu_ nﬁ‘m:.mv\paﬁo%mt&.m?mwﬁ«Qov\wv«ﬂpwmvvy

§ v .v
_Hﬂwu\fﬂowm. pv\wu Mao(toys(Voyz)Ma(tays(Vays)(Viys)))

0)

.EH

i

21Y1(Voye)Mal(tay1 (Voya) (Vays))

¥ (o}]
2

It

R.Q»«Qo%»yﬁw?&@«ﬁuwt«,Quw\.m:

.
Ea =x,ya0y(t1ys) (Viys)

28]

I

kmv\pywpyﬁ»«wmkw:vznv\wg

(21
N_l? TAaYo

(o) !
\xm T X 4YaXa

0,...,0 rispettivamente con variabili princ ipal

" Essendo ora tutte le variabili principalidellacatena Umwn




verse mam wcwo St vso mvvwwnwwm il lemma 2

oﬁwwum=ma.

38

ﬁemdmwéhﬂon‘QH%muﬂm prv«m Namvmw Nxmvﬂw wav‘

.,o<<0ao

: Emwv._meu\.u_\Q& nxdwvsw“_ «NNHV QQC :QC .ﬁNmN.we.».ﬁ w.”.uHe

1

co)

Dimostrazione
() o)
[z 7,

(O 3
L

Se ciascuna delle M,

D
formula (2) allora M, [V,

o)

,Zz» ) ha Hm wna:gnﬁa

a

del

.22 I, per }pu:n,wm,mcmW?

cientemente mwmnmw. rm Hm mmm:mbﬁo struttura
NGU Navn . i) - j=1,2,3
8 yﬂmmwp,..yﬂwu+ﬁﬂn>g+pn Ve ey oy i=1,2
dove no:.Nwﬂ si rappresenta il risultato “delle momﬁwﬁﬁwwo:w_
o) t0) Loy o
z \Q:mu s ze \drmnn in %k
DD . . . ; . o .
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che dimostra il corollario:

Il teorema 1 ed i suoi corollari possono dare alcune in-
formazioni sulla struttura algebrica dei combinatori a prescin-
dere dal ‘fatto che essi posseggano o no forma normale.
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influire sul risultato finale.. Mostriamo.ora un altro risulta-
to su combinatori nonnecessariamente possedenti forma normale.
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