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Résumé

Les bancs d’essais (benchmarks) ont été créés pour comparer les nombreux processeurs existants.
lls ont eu des effets pervers: d’une part, les machines excellent toutes aux benchmarks, ce qui les
rend de plus en plus semblables; d'autre part, les applications d’un genre n’appartenant pas aux
benchmarks risquent d’étre négligées et d’avoir des performances amoindries. L’application étudiée
ici est originale car extrémement réguliére : beaucoup d’additions flottantes, du calcul entier et des
branchements conditionnels, rien d’autre. Classer les implantations est toutefois loin d’étre évident.

Motsalésesseurs superscalaires, addition en précision quad-double.

1. Introduction

Fabriquer un microprocesseur est une ceuvre de pragmatisme. Les livres de HENNESSY et PATTERSON
[14, 15] illustrent parfaitement cet état de fait. Les concepteurs privilégient avec des importances
relatives la vitesse d’horloge, le temps d’exécution des benchmarks et le temps d’exécution des
taches usuelles. Le calcul scientifique, bien que fortement minoritaire en investissement et en temps
de cycle, reste bien représenté dans I'éventail des taches usuelles. La nouvelle norme Spec 2000
réunit 14 programmes flottants au lieu des 8 présents dans la norme 1995 [16, 23]. Ces programmes
sont variés et couvrent des domaines tres différents de I'expérimentation et du calcul numérique
mais aucun d’entre eux ne présente la régularité des programmes que nous allons étudier ici. Cela
explique probablement les réactions tres différentes de processeurs qui semblent trés comparables a
premiére approche.

En faisant les choix qui sont les leurs, les concepteurs de circuits essaient de favoriser le plus grand
nombre d’utilisateurs. Il est important de vérifier qu'ils ne le font pas au détriment trop grave des
utilisateurs hors-normes.

Nous travaillons au sein du projet Arénaire en collaboration avec I'University of California at Berkeley
et le Lawrence Berkeley Laboratory a la mise en ceuvre d’une bibliotheque pour le calcul en précision
quad-double [17]. Il s’agit d’'un code de calcul ol un nombre trés précis est représenté a I'aide de
quatre composantes qui sont des nombres normalisés IEEE en double précision [30]. Cette structure
de données est une instantiation d’un type plus vaste, les expansions, défini et utilisé entre autres
dans [26, 29, 7]. La bibliotheque quad-double fait suite aux travaux de BAILEY et de BRIGGS sur la
précision double-double?.

Au niveau algorithmique deux choix sont ouverts aboutissant & quatre implantations distinctes. Le
premier choix est de savoir si I'on trie les données en fusionnant les listes de composantes des
deux nombres quad-double avant tout traitement numérique. On obtient alors la meilleure complexité
asymptotique, mais un tri nécessite de nombreux branchements et chaque erreur de prédiction ajoute
un co(t considérable au temps d’exécution’. Le second choix est de savoir si I'on adapte I'algorithme
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exact pour ne générer qu'un nombre limité d’éléments du résultat. En toute généralité, la somme de
deux nombres stockés sur quatre mots chacun peut occuper jusqu’a huit mots, mais dans la pratique,
certaines de ces composantes sont nulles. En précision quad-double, nous ne conservons pas les quatre
mots de poids inférieur. La encore, la meilleure solution asymptotique consiste & générer uniquement
les quatre premiéres composantes non nulles.

En précision double-double, I'écart entre la solution asymptotiquement optimale et la solution sans
branchement est trop faible pour équilibrer le colt des mauvaises prédictions de branchement. Le
co(t de la génération des deux derniers mots de poids faible est lui aussi trop faible pour valoriser
un test d’arrét précoce. La précision quad-double est intéressante parce qu’elle favorise davantage les
solutions asymptotiquement efficaces et un arrét précoce du calcul. Nous présentons notre programme
et son environnement dans la section 2. La section 3 présente les tests et leurs conditions. Nous
terminons ce papier par quelques premieres conclusions.

2. Expansions

Les processeurs actuels disposent a la fois d’une ou plusieurs unités de calcul entier souvent appelées
Unités Arithmétique et Logique (en anglais ALU) et d’une ou plusieurs unités de calcul flottant ap-
pelées Unités Flottantes (en anglais FPU). Pour effectuer un calcul en précision multiple, on utilise
naturellement la numération de position sur la base 2 ou 232 et I'ALU [8]. Ces bibliothéques sont bien
adaptées aux cas ol 'on désire travailler sur de gros codes qui manipulent des nombres extrémement
précis. La bibliotheque GMP [12] est un exemple de développement de ce type.

Dans le cas ol on désire juste doubler ou quadrupler la précision d'un code numérique*, il est plus
avantageux d'utiliser la FPU. Il n’est alors plus utile de convertir les nombres flottants en nombres
entiers et les raffinements algorithmiques mis en ceuvre dans les bibliotheques de calcul en précision
arbitraire tels que la moyenne arithmético-géométrique [4] ne sont pas efficaces pour de si petites
précisions.

Par ailleurs, on constate que les constructeurs investissent beaucoup dans le développement de la
FPU ce qui en fait une unité plus puissantes que I’ALU. Sur les photographies de 'Alpha 21264 publiées
dans [20], les FPUs occupent sensiblement la méme place que les cluster 0 et 1 d’ALU. Digital puis
Compaq ont imposé et maintenu une avance pour le processeur Alpha qui ne s’est jamais démentie
dans le domaine du calcul flottant [13].

Il existe deux techniques de calcul en précision multiple sur FPU. La plus simple consiste a utiliser
la FPU comme une ALU. On traite des entiers suffisamment petits® pour qu'il n’y ait jamais d’erreur
d’arrondi [1]. Une solution plus récente est appelée développement en virgule flottante, ou un peu
improprement expansion.

Une expansion x de taille n est simplement une liste ordonnée de n composantes qui sont des
nombres flottants usuels. La valeur représentée par la structure de données x est la somme exacte
sans arrondi de ses composantes xo, X1, -+ ,xn—1. Chaque x; est un nombre machine, ici un flottant
IEEE-754 double précision [10, 11]. On peut ainsi représenter un nombre avec plus de précision tout
en utilisant les structures de données et les propriétés sur I'arrondi définies par la norme IEEE-754
ainsi que la rapidité de la FPU.

Pour décrire certaines de nos hypotheses et nos jeux de test, nous représentons les nombres flottants
par des rectangles ol seule apparalt la mantisse. Les positions relatives des rectangles donnent les
différences entre les exposants. Par exemple, le schéma suivant représente cinq nombres flottants.
Leur mantisse est stockée sur treize bits. Les exposants qui ne sont pas donnés dans le schéma sont
tels que le premier nombre est beaucoup plus grand que le second, qui est beaucoup plus grand que
le troisieme, qui est lui-méme beaucoup plus grand que le quatrieme, et ainsi de suite.

|1.111111111001] [1.000000001111] |1.101110000000]  |1.100000000000]

Si on note eq, ez, e3, es4 et es les exposants des cing nombres représentés, on lit que ey & ez + 20,
er~e3+15 e3~eq+15etenfines ~ e5 +18.

Si on omet les cas de dépassement de capacité vers linfiniment petit ou linfiniment grand, les
algorithmes d’addition que nous allons étudier sont indépendants de I'échelle. On peut multiplier par
une puissance de 2 tous les éléments et retrouver le méme probleme. Cela explique pourquoi il n'est

4. On trouvera dans [3] une expérience de doublement de la précision pour le calcul scientifique dans le cas ol on cherche a
étudier deux phénoménes numériquement stables mais d'échelles tres différentes.

5. Une autre bibliothéque de Bailey appelée MPFUN utilise cette technique avec 222 comme valeur maximale des entiers utilisés
dans la représentation interne.
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pas nécessaire de connaitre précisément la valeur de I'exposant. Seules les valeurs des différences
entre les exposants sont importantes. Comme dans le cas des produits partiels d’'une multiplication,
on aligne verticalement les chiffres de méme poids. On retrouve cette notation par exemple dans
[19, 24, 311.

Le format quad-double ne stocke que quatre composantes au format double. Pour obtenir le maximum
de précision possible, soit environ 200 bits, on évite que les composantes se chevauchent comme
dans I'exemple qui suit.

Plus précisément, on dit que deux flottants x et y ne se chevauchent pas s'il existe deux entiers r et
s tels que x =1 x 25 et Jy| < 25.

Une condition plus forte exige que les composantes ne soient pas adjacentes ce qui signifie qu'il y
a un espace représentant un bit & zéro entre deux composantes dans nos schémas. Cette condition
est toujours possible: avec une mantisse de & bits, on a ainsi 11101001 = 1110 x 2* + 1001 mais
aussi 11101001 = 1111 x 2* — 111 ol les composantes sont non adjacentes. Si on veut définir cette
condition comme 'absence de chevauchement, cela signifie que I'on connalt deux entiers v et s tels
que x =1 x 2% et [y| < 25/2

Avec la définition que nous venons de donner, les deux nombres suivants ne sont pas adjacents, mais
on sent que 'on perd beaucoup de précision dans le chevauchement des bits non significatifs & 0 de
la premiére composante.

1.100010001010000000000000

’ 1.001100101000111111000101

Dans les faits, le résultat d'un calcul ressemble souvent a I’'expansion suivante.

| 1.100100000000000000000000)

| 1.000011110000100000000000)

| 1.001111111111100000000000)

’ 1.110000000000111111111101

On voit que les notions de non adjacence et de non chevauchement ne sont pas trés adaptées au
cas d’une expansion finie. On essaiera également de forcer une composante du résultat a étre de
I'ordre de I'ulp de la composante précédente. Le terme ulp est un acronyme signifiant unit in the last
place. Dans les faits, ulp(x) = 2752 x 2¢xposant(x)
Les composantes de I'expansion précédente ne se chevauchent pas, mais le résultat pourrait étre
représenté avec moins de composantes pour gagner en place ou en précision. Les techniques de
compression usuelles telles que celle mise en ceuvre par SHEWCHUK [29] ou PRIEST [26] marchent bien
mais travaillent sur la totalité du résultat produit, soit huit composantes dans notre cas. La encore, on
voudrait s’arréter avant de traiter des composantes de poids trop faible qui n’auront peut-&tre que
peu d’influence sur les quatre premiéres composantes.
Certaines routines simples sont a la base des algorithmes qui suivent. Elles sont dues a DEKKER [9],
KNUTH [21], PRIEST [27] et SHEWCHUK [29]. On peut calculer par exemple la somme exacte de deux
flottants en utilisant le schéma suivant. Les entrées sont a et b et les résultats sont deux nombres
flottants x et y tels que a +b =x +y et x et y ne sont pas adjacents.
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On en déduit des algorithmes pour calculer la somme de deux expansions. Nous invitons le lecteur
désireux de parcourir ces algorithmes a télécharger le rapport trés pédagogique de SHEWCHUK sur
ce sujet®.

Ces algorithmes ne fonctionnent que dans le cas d’une machine conforme a la norme IEEE-754 et dans
quelques autres cas bien isolés. Sur les Pentiums, il faut désactiver 'usage des 64 bits de mantisse des
registres de double-extended de 80 bits. Si tous les calculs se font & cette précision, I'algorithme qui
additionne exactement deux réels en renvoyant le résultat et I'erreur commise ne fonctionne plus.
On oblige I'ordinateur a arrondir la mantisse en précision usuelle IEEE & chaque opération de facon
a étre certain de la justesse du résultat.

5. Comparatif

Nous présentons a la Figure 1 les tests des algorithmes suivants qui réalisent tous une addition en
quad-double :

Le programme all fait simplement I'addition des deux expansions de taille & pour obtenir une
expansion non adjacente de taille 8. On garde a la fin les 4 composantes les plus significatives.
Cet algorithme est un peu brutal car il ne tient pas compte du fait que I'on ne veut que &
composantes & la fin mais on est sir d’étre tres proche du résultat exact.

Le programme all2 utilise le méme algorithme. Toutes les boucles sont déroulées statiquement
a la compilation en utilisant le fait que les données ont exactement quatre composantes.

L’algerithme branchless (nous utiliserons brl dans le tableau) essaie d’éviter autant que possible
les sauts conditionnels qui nuisent au bon fonctionnement du pipeline. Cet algorithme ne trie
pas les données. Il n'utilise des sauts que dans la partie qui renormalise le résultat. Si 'étape de
renormalisation fonctionne, le résultat obtenu est presque toujours proche du résultat exact.

L’addition 1s trie les composantes des deux guad-doubles en une seule expansion triée mais avec
des chevauchements puis les ajoute de la plus grande a la plus petite jusqu’a en avoir &.

L’addition sl trie puis ajoute de la plus petite & la plus grande les 5 composantes les plus
significatives. Si ce résultat intermédiaire peut-étre stocké sur moins de 4 composantes, on
rajoute les composantes des entrées une a une.

L’addition d1s trie les composantes des deux quad-doubles. On ajoute alors les composantes de
la plus grande a la plus petite en utilisant un accumulateur de taille 2. On s’arréte des qu’on a
obtenu quatre composantes. Le résultat est proche du résultat exact.

L’addition comp consiste & utiliser 'algorithme de compression de SHEWCHUK [29]. On trie les
composantes, on les compresse et on retourne les quatre composantes les plus significatives.

b. L'adresse est http://www.cs.cmu.edu/afs/cs/project/quake/public/papers/robust-arithmetic.ps.
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Nous faisons les tests sur des ensemble de données guad-doubles différents comme on peut le voir
dans les schémas qui suivent.

Set1:
[ H ]
Set2:
Set3:
[ a3 [ & J[ a | a ]
\ b3 ]| b2 ][ bl || b0 |
Seth :
[ a3 J[ & J[ a ][ a ]
\ b3 ] b2 ]| bl | b0 |

Le Set1 privilégie les cas ou on teste souvent de facon a limiter les calculs, tandis que le Set3 nécessite
I'ajout de toutes les composantes. Les tests d’arrét du calcul sont alors inutiles.
Les codes de la Figure 1 correspondent aux machines suivantes provenant d’un spectre assez large
[28]:

PS  Pentium Il & 400MHz sous Solaris [18]

P3  Pentium Il @ 550 MHz sous Linux

K6  AMD-Kb6 & 300MHz sous Linux

SS Sparc V9 & 360MHz sous Solaris [32]

M Motorola Power PC 604e a 190MHz sous Linux [25]

| IBM SP, POWER3 200 MHz

C  CRAY T3E, DEC Alpha 450 MHz [6]
Nous en déduisons le classement récapitulatif suivant des implantations selon leur rapidité au Set3,
qui devrait étre le plus fréquent. Il correspond également aux cas possibles de cancellation. Le systeme
d’exploitation ne semble pas jouer un réle prépondérant sur les vitesses réciproques des implantations.

PS P3 Kb SS M | C
comp | comp | comp | brl brl brl all2
brl brl brl comp | all2 | 1s brl
1s 1s 1s all2 | comp | all2 | comp
all2 | all2 | all2 | 1s sl comp | dls
sl sl dls sl 1s sl all
dls dls sl all all dls sl
all all all dls dls all 1s
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Set1

Machine PS P3 Kb SS M | C
comp 058 (077323121178 192 0.98
branchless | 1.04 | 0.84 | 3.17 | 1.00 | 1.14 | 1.37 | 0.88
all2 077 | 134 | 528 | 1.52 | 221 | 0.98 | 0.86
dls 081 1065|271 108% ] 1735|153 ] 0.98
1s 1051076 | 288 | 1.12 | 1.86 | 0.98 | 0.84
sl 069 (085|287 (120 173|120 | 1.35
all 182 | 152 | 605|228 | 292|268 | 175
Set2
Machine PS P3 Kb SS M I C
comp 087 083|268 120 189 1.79 | 1.05
branchless | 1.11 | 082 | 3.07 | 0.82 | 1.12 | 1.37 | 0.86
all2 118 | 1.15 | 421 | 1.12 | 1.84 | 1.43 | 0.65
dls 156 129 | 4235 | 130 | 262 | 2.09 | 1.46
1s 1.09 ] 1.10 | 3.48 | 1.44 | 258 | 1.42 | FPE
sl 133 1 1.25 | 381 | 1.39 | 228 | 1.71 | 1.77
all 1.67 | 130 | 455 | 1.54 | 2.47 | 230 | 1.45
Set3
Machine PS P3 Kb SS M I C
comp 080 (0.79 | 250 | 1.00 | 1.72 | 1.70 | 0.91
branchless | 1.12 | 085 | 3.02 | 0.61 | 1.16 | 1.36 | 0.86
all2 11461 1.16 | 3.97 | 1.21 | 1.85 | 1.45 | 0.63
dls 143 1 125 | 405 | 1.71 | 2.67 | 201 | 1.43
1s 1.02 | 1.09 | 3.32 | 1.22 | 250 | 1.44 | FPE
sl 1251 122 | 425 | 148 | 234 | 1.71 | 1.72
all 159 | 133 | 477 | 1.52 | 252 | 2.01 | 1.44
Seth
Machine PS P3 Kb SS M I C
comp 078 { 0.75 | 250 | 1.16 | 1.79 | 1.63 | 0.97
branchless | 0.96 | 0.85 | 3.01 | 0.61 | 1.16 | 1.36 | 0.88
all2 098 [ 121 | 387 | 194 | 209 | 1.47 | 0.67
dls 136 | 1.16 | 3.98 | 1.37 | 2.71 | 2.053 | 1.57
1s 1.08 1 0.95 | 3.60 | 1.04 | 2.44 | 1.50 | FPE
sl 123 | 133 | 473 | 1.53 | 272 | 1.52 | 1.82
all 177 1 138 | 507 | 1.71 | 278 | 232 | 1.57

FIG. 1 - Résultats sur les différentes machines
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k. Conclusion

Le probléeme a traiter était extrémement simple mais il a donné lieu & de multiples implantations.
Ce probléme régulier qui n’utilise que des additions s'est révélé avoir un comportement complexe
extrémement dépendant de I'architecture.

Les programmes sont uniquement composés d’additions flottantes, de manipulation d’entiers et de
branchements. La gestion du pipeline et la prédiction des sauts est donc exploitée au maximum et
on peut en voir les limites. Certaines architectures privilégient la rapidité des calculs au détriment du
pipeline ou vice versa.

D’autres tests ont été effectués sur un Pentium MMX & 200MHz sous Linux, un Pentium Pro 200MHz
sous Linux et un Pentium Il @ 500 MHz sous Linux. Les résultats étaient sensiblement équivalents si
ce n'est que I'addition a112 est plus rapide que 1s sur ces trois machines. Les calculs par rapport a P3
sont environ 3.5 fois plus lents sur le Pentium MMX, & fois sur le Pentium Pro et 1.1 fois sur le Pentium
lh'a 500 MHz.

Dans presque tous les cas, les additions les plus rapides sont al12, branchless et comp, qui considerent
toutes les composantes. |l semble qu’écarter les composantes les moins significatives ne soit pas
intéressant du point de vue du temps de calcul. Il est souvent nécessaire de calculer au moins 5
composantes alors que le résultat exact en comporte au plus 8 et méme 5 dans le cas du Set3.

La question du tri reste entiére. En effet, comp nécessite un tri au contraire des deux autres et il est
nettement plus rapide sur les Pentiums et sur le Kb, mais pas sur les autres processeurs.

Eviter les sauts conditionnels semble porter ses fruits spécialement sur Sparc, Power PC et IBM. Cela
signifie que beaucoup de temps est perdu lorsque I'on casse le pipeline.

L’algorithme 1s, qui est probablement le plus simple, obtient d’assez bons résultats sur la plupart
des architectures. Sur le CRAY, il crée une FPE (Floating Point Exception) pour une raison inconnue.
Cela est peut-étre di au fait que le CRAY n’est pas compatible avec la norme IEEE alors que les
implantations le supposent.

L'implantation al12 est trés bien placée sur toutes les architectures. C'est un bon compromis, car elle
présente I'avantage d’une garantie d’exactitude au contraire de branchless et comp.

Il est heureux que les priorités des concepteurs soient si différentes. Sans modele clair, il est toutefois
difficile au programmeur d’écrire un bon algorithme et une bonne implantation pour résoudre un
probléme quand on voit les disparités des processeurs actuels. Vu la simplicité du probleme étudié et
les disparités rencontrées, on peut étre slr qu’un programme un peu gros trés bon sur une machine
puisse se révéler catastrophique sur une autre.
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