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R�esum�e
Les bancs d'essais (benchmarks) ont �et�e cr�e�es pour comparer les nombreux processeurs existants.
Ils ont eu des e�ets pervers : d'une part, les machines excellent toutes aux benchmarks, ce qui les
rend de plus en plus semblables ; d'autre part, les applications d'un genre n'appartenant pas aux
benchmarks risquent d'être n�eglig�ees et d'avoir des performances amoindries. L'application �etudi�ee
ici est originale car extrêmement r�eguli�ere : beaucoup d'additions 
ottantes, du calcul entier et des
branchements conditionnels, rien d'autre. Classer les implantations est toutefois loin d'être �evident.

Mots-cl�es :processeurs superscalaires, addition en pr�ecision quad-double.

1. Introduction

Fabriquer un microprocesseur est une �uvre de pragmatisme. Les livres de Håîîåóóù et Páôôåòóïî
[14, 15] illustrent parfaitement cet �etat de fait. Les concepteurs privil�egient avec des importances
relatives la vitesse d'horloge, le temps d'ex�ecution des benchmarks et le temps d'ex�ecution des
tâches usuelles. Le calcul scienti�que, bien que fortement minoritaire en investissement et en temps
de cycle, reste bien repr�esent�e dans l'�eventail des tâches usuelles. La nouvelle norme Sðåã 2000
r�eunit 14 programmes 
ottants au lieu des 8 pr�esents dans la norme 1995 [16, 23]. Ces programmes
sont vari�es et couvrent des domaines tr�es di��erents de l'exp�erimentation et du calcul num�erique
mais aucun d'entre eux ne pr�esente la r�egularit�e des programmes que nous allons �etudier ici. Cela
explique probablement les r�eactions tr�es di��erentes de processeurs qui semblent tr�es comparables �a
premi�ere approche.

En faisant les choix qui sont les leurs, les concepteurs de circuits essaient de favoriser le plus grand
nombre d'utilisateurs. Il est important de v�eri�er qu'ils ne le font pas au d�etriment trop grave des
utilisateurs hors-normes.

Nous travaillons au sein du projet Ar�enaire en collaboration avec l'University of California at Berkeley
et le Lawrence Berkeley Laboratory �a la mise en �uvre d'une biblioth�eque pour le calcul en pr�ecision
quad-double [17]. Il s'agit d'un code de calcul o�u un nombre tr�es pr�ecis est repr�esent�e �a l'aide de
quatre composantes qui sont des nombres normalis�es IEEE en double pr�ecision [30]. Cette structure
de donn�ees est une instantiation d'un type plus vaste, les expansions, d�e�ni et utilis�e entre autres
dans [26, 29, 7]. La biblioth�eque quad-double fait suite aux travaux de Báéìåù et de Bòéççó sur la
pr�ecision double-double 2.

Au niveau algorithmique deux choix sont ouverts aboutissant �a quatre implantations distinctes. Le
premier choix est de savoir si l'on trie les donn�ees en fusionnant les listes de composantes des
deux nombres quad-double avant tout traitement num�erique. On obtient alors la meilleure complexit�e
asymptotique, mais un tri n�ecessite de nombreux branchements et chaque erreur de pr�ediction ajoute
un coût consid�erable au temps d'ex�ecution 3. Le second choix est de savoir si l'on adapte l'algorithme

�Ce travail a �et�e en partie �nanc�e par une bourse du Fonds France-Berkeley.
2. Ces deux auteurs distribuent ind�ependamment leur biblioth�eque par le r�eseau Iîôåòîåô aux adresses http://www.nersc.

gov/~dhb/mpdist/mpdist.html et http://www-epidem.plantsci.cam.ac.uk/~kbriggs/doubledouble.html.
3. Nous invitons le lecteur qui n'est pas familier avec la pr�ediction de branchement et les architectures superscalaires �a se reporter

aux transparents du cours de Pascal Sainrat pr�esent�e �a l'�Ecole sur la Conception d'Architecture de Syst�emes Informatiques d�edi�es
�a des applications sp�eci�ques de type 'enfoui'. On peut les trouver sur le r�eseau Iîôåòîåô �a l'adresse http://www.ens-lyon.fr/

LIP/Ecoles_Archi/sainrat.pdf.



exact pour ne g�en�erer qu'un nombre limit�e d'�el�ements du r�esultat. En toute g�en�eralit�e, la somme de
deux nombres stock�es sur quatre mots chacun peut occuper jusqu'�a huit mots, mais dans la pratique,
certaines de ces composantes sont nulles. En pr�ecision quad-double, nous ne conservons pas les quatre
mots de poids inf �erieur. L�a encore, la meilleure solution asymptotique consiste �a g�en�erer uniquement
les quatre premi�eres composantes non nulles.

En pr�ecision double-double, l'�ecart entre la solution asymptotiquement optimale et la solution sans
branchement est trop faible pour �equilibrer le coût des mauvaises pr�edictions de branchement. Le
coût de la g�en�eration des deux derniers mots de poids faible est lui aussi trop faible pour valoriser
un test d'arrêt pr�ecoce. La pr�ecision quad-double est int�eressante parce qu'elle favorise davantage les
solutions asymptotiquement eÆcaces et un arrêt pr�ecoce du calcul. Nous pr�esentons notre programme
et son environnement dans la section 2. La section 3 pr�esente les tests et leurs conditions. Nous
terminons ce papier par quelques premi�eres conclusions.

2. Expansions

Les processeurs actuels disposent �a la fois d'une ou plusieurs unit�es de calcul entier souvent appel�ees
Unit�es Arithm�etique et Logique (en anglais ALU) et d'une ou plusieurs unit�es de calcul 
ottant ap-
pel�ees Unit�es Flottantes (en anglais FPU). Pour e�ectuer un calcul en pr�ecision multiple, on utilise
naturellement la num�eration de position sur la base 216 ou 232 et l'ALU [8]. Ces biblioth�eques sont bien
adapt�ees aux cas o�u l'on d�esire travailler sur de gros codes qui manipulent des nombres extrêmement
pr�ecis. La biblioth�eque GMP [12] est un exemple de d�eveloppement de ce type.

Dans le cas o�u on d�esire juste doubler ou quadrupler la pr�ecision d'un code num�erique 4, il est plus
avantageux d'utiliser la FPU. Il n'est alors plus utile de convertir les nombres 
ottants en nombres
entiers et les raÆnements algorithmiques mis en �uvre dans les biblioth�eques de calcul en pr�ecision
arbitraire tels que la moyenne arithm�etico-g�eom�etrique [4] ne sont pas eÆcaces pour de si petites
pr�ecisions.

Par ailleurs, on constate que les constructeurs investissent beaucoup dans le d�eveloppement de la
FPU ce qui en fait une unit�e plus puissantes que l'ALU. Sur les photographies de l'Alpha 21264 publi�ees
dans [20], les FPUs occupent sensiblement la même place que les cluster 0 et 1 d'ALU. Digital puis
Compaq ont impos�e et maintenu une avance pour le processeur Alpha qui ne s'est jamais d�ementie
dans le domaine du calcul 
ottant [13].

Il existe deux techniques de calcul en pr�ecision multiple sur FPU. La plus simple consiste �a utiliser
la FPU comme une ALU. On traite des entiers suÆsamment petits 5 pour qu'il n'y ait jamais d'erreur
d'arrondi [1]. Une solution plus r�ecente est appel�ee d�eveloppement en virgule 
ottante, ou un peu
improprement expansion.

Une expansion x de taille n est simplement une liste ordonn�ee de n composantes qui sont des
nombres 
ottants usuels. La valeur repr�esent�ee par la structure de donn�ees x est la somme exacte
sans arrondi de ses composantes x0; x1; � � � ; xn-1. Chaque xi est un nombre machine, ici un 
ottant
IEEE-754 double pr�ecision [10, 11]. On peut ainsi repr�esenter un nombre avec plus de pr�ecision tout
en utilisant les structures de donn�ees et les propri�et�es sur l'arrondi d�e�nies par la norme IEEE-754
ainsi que la rapidit�e de la FPU.

Pour d�ecrire certaines de nos hypoth�eses et nos jeux de test, nous repr�esentons les nombres 
ottants
par des rectangles o�u seule apparâ�t la mantisse. Les positions relatives des rectangles donnent les
di��erences entre les exposants. Par exemple, le sch�ema suivant repr�esente cinq nombres 
ottants.
Leur mantisse est stock�ee sur treize bits. Les exposants qui ne sont pas donn�es dans le sch�ema sont
tels que le premier nombre est beaucoup plus grand que le second, qui est beaucoup plus grand que
le troisi�eme, qui est lui-même beaucoup plus grand que le quatri�eme, et ainsi de suite.

1.000100000001 1.111111111001 1.000000001111 1.101110000000 1.100000000000

Si on note e1, e2, e3, e4 et e5 les exposants des cinq nombres repr�esent�es, on lit que e1 � e2 + 20,
e2 � e3 + 15, e3 � e4 + 15 et en�n e4 � e5 + 18.

Si on omet les cas de d�epassement de capacit�e vers l'in�niment petit ou l'in�niment grand, les
algorithmes d'addition que nous allons �etudier sont ind�ependants de l'�echelle. On peut multiplier par
une puissance de 2 tous les �el�ements et retrouver le même probl�eme. Cela explique pourquoi il n'est

4. On trouvera dans [3] une exp�erience de doublement de la pr�ecision pour le calcul scienti�que dans le cas o�u on cherche �a
�etudier deux ph�enom�enes num�eriquement stables mais d'�echelles tr�es di��erentes.

5. Une autre biblioth�eque de Bailey appel�ee Mðæõî utilise cette technique avec 222 comme valeur maximale des entiers utilis�es
dans la repr�esentation interne.

106



pas n�ecessaire de connâ�tre pr�ecis�ement la valeur de l'exposant. Seules les valeurs des di��erences
entre les exposants sont importantes. Comme dans le cas des produits partiels d'une multiplication,
on aligne verticalement les chi�res de même poids. On retrouve cette notation par exemple dans
[19, 24, 31].
Le format quad-double ne stocke que quatre composantes au format double. Pour obtenir le maximum
de pr�ecision possible, soit environ 200 bits, on �evite que les composantes se chevauchent comme
dans l'exemple qui suit.

1.1000..............................01001

1.0011001.................................

Plus pr�ecis�ement, on dit que deux 
ottants x et y ne se chevauchent pas s'il existe deux entiers r et
s tels que x = r� 2s et jyj < 2s .
Une condition plus forte exige que les composantes ne soient pas adjacentes ce qui signi�e qu'il y
a un espace repr�esentant un bit �a z�ero entre deux composantes dans nos sch�emas. Cette condition
est toujours possible : avec une mantisse de 4 bits, on a ainsi 11101001 = 1110 � 24 + 1001 mais
aussi 11101001 = 1111 � 24 - 111 o�u les composantes sont non adjacentes. Si on veut d�e�nir cette
condition comme l'absence de chevauchement, cela signi�e que l'on connâ�t deux entiers r et s tels
que x = r� 2s et jyj < 2s=2

Avec la d�e�nition que nous venons de donner, les deux nombres suivants ne sont pas adjacents, mais
on sent que l'on perd beaucoup de pr�ecision dans le chevauchement des bits non signi�catifs �a 0 de
la premi�ere composante.

1.100010001010000000000000

1.001100101000111111000101

Dans les faits, le r�esultat d'un calcul ressemble souvent �a l'expansion suivante.

1.100100000000000000000000

1.000011110000100000000000

1.001111111111100000000000

1.110000000000111111111101

On voit que les notions de non adjacence et de non chevauchement ne sont pas tr�es adapt�ees au
cas d'une expansion �nie. On essaiera �egalement de forcer une composante du r�esultat �a être de
l'ordre de l'ulp de la composante pr�ec�edente. Le terme ulp est un acronyme signi�ant unit in the last
place. Dans les faits, ulp(x) = 2-52 � 2exposant(x).
Les composantes de l'expansion pr�ec�edente ne se chevauchent pas, mais le r�esultat pourrait être
repr�esent�e avec moins de composantes pour gagner en place ou en pr�ecision. Les techniques de
compression usuelles telles que celle mise en �uvre par Sèå÷ãèõë [29] ou Pòéåóô [26] marchent bien
mais travaillent sur la totalit�e du r�esultat produit, soit huit composantes dans notre cas. L�a encore, on
voudrait s'arrêter avant de traiter des composantes de poids trop faible qui n'auront peut-être que
peu d'in
uence sur les quatre premi�eres composantes.
Certaines routines simples sont �a la base des algorithmes qui suivent. Elles sont dues �a Dåëëåò [9],
Kîõôè [21], Pòéåóô [27] et Sèå÷ãèõë [29]. On peut calculer par exemple la somme exacte de deux

ottants en utilisant le sch�ema suivant. Les entr�ees sont a et b et les r�esultats sont deux nombres

ottants x et y tels que a+ b = x+ y et x et y ne sont pas adjacents.

Addition machine

Soustraction machine

y

x

b

a
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On en d�eduit des algorithmes pour calculer la somme de deux expansions. Nous invitons le lecteur
d�esireux de parcourir ces algorithmes �a t�el�echarger le rapport tr�es p�edagogique de Sèå÷ãèõë sur
ce sujet 6.

Ces algorithmes ne fonctionnent que dans le cas d'une machine conforme �a la norme IEEE-754 et dans
quelques autres cas bien isol�es. Sur les Pentiums, il faut d�esactiver l'usage des 64 bits de mantisse des
registres de double-extended de 80 bits. Si tous les calculs se font �a cette pr�ecision, l'algorithme qui
additionne exactement deux r�eels en renvoyant le r�esultat et l'erreur commise ne fonctionne plus.
On oblige l'ordinateur �a arrondir la mantisse en pr�ecision usuelle IEEE �a chaque op�eration de facon
�a être certain de la justesse du r�esultat.

3. Comparatif

Nous pr�esentons �a la Figure 1 les tests des algorithmes suivants qui r�ealisent tous une addition en
quad-double :

{Le programme all fait simplement l'addition des deux expansions de taille 4 pour obtenir une
expansion non adjacente de taille 8. On garde �a la �n les 4 composantes les plus signi�catives.
Cet algorithme est un peu brutal car il ne tient pas compte du fait que l'on ne veut que 4
composantes �a la �n mais on est sûr d'être tr�es proche du r�esultat exact.

{Le programme all2 utilise le même algorithme. Toutes les boucles sont d�eroul�ees statiquement
�a la compilation en utilisant le fait que les donn�ees ont exactement quatre composantes.

{L'algorithme branchless (nous utiliserons brl dans le tableau) essaie d'�eviter autant que possible
les sauts conditionnels qui nuisent au bon fonctionnement du pipeline. Cet algorithme ne trie
pas les donn�ees. Il n'utilise des sauts que dans la partie qui renormalise le r�esultat. Si l'�etape de
renormalisation fonctionne, le r�esultat obtenu est presque toujours proche du r�esultat exact.

{L'addition ls trie les composantes des deux quad-doubles en une seule expansion tri�ee mais avec
des chevauchements puis les ajoute de la plus grande �a la plus petite jusqu'�a en avoir 4.

{L'addition sl trie puis ajoute de la plus petite �a la plus grande les 5 composantes les plus
signi�catives. Si ce r�esultat interm�ediaire peut-être stock�e sur moins de 4 composantes, on
rajoute les composantes des entr�ees une �a une.

{L'addition dls trie les composantes des deux quad-doubles. On ajoute alors les composantes de
la plus grande �a la plus petite en utilisant un accumulateur de taille 2. On s'arrête d�es qu'on a
obtenu quatre composantes. Le r�esultat est proche du r�esultat exact.

{L'addition comp consiste �a utiliser l'algorithme de compression de Sèå÷ãèõë [29]. On trie les
composantes, on les compresse et on retourne les quatre composantes les plus signi�catives.

6. L'adresse est http://www.cs.cmu.edu/afs/cs/project/quake/public/papers/robust-arithmetic.ps.
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Nous faisons les tests sur des ensemble de donn�ees quad-doubles di��erents comme on peut le voir
dans les sch�emas qui suivent.

Set1 :

a3

b2 b1 b0

a0a1a2

b3

Set2 :

a3
b3

a2
b2

a1
b1

a0
b0

Set3 :

a3 a2 a1
b2 b1

a0
b0b3

Set4 :

a2 a1 a0
b0b1b2b3

a3

Le Set1 privil�egie les cas o�u on teste souvent de facon �a limiter les calculs, tandis que le Set3 n�ecessite
l'ajout de toutes les composantes. Les tests d'arrêt du calcul sont alors inutiles.

Les codes de la Figure 1 correspondent aux machines suivantes provenant d'un spectre assez large
[28]:
PS Pentium II �a 400MHz sous Solaris [18]
P3 Pentium III �a 550 MHz sous Linux
K6 AMD-K6 �a 300MHz sous Linux
SS Sparc V9 �a 360MHz sous Solaris [32]
M Motorola Power PC 604e �a 190MHz sous Linux [25]
I IBM SP, POWER3 200 MHz
C CRAY T3E, DEC Alpha 450 MHz [6]

Nous en d�eduisons le classement r�ecapitulatif suivant des implantations selon leur rapidit�e au Set3,
qui devrait être le plus fr�equent. Il correspond �egalement aux cas possibles de cancellation. Le syst�eme
d'exploitation ne semble pas jouer un rôle pr�epond�erant sur les vitesses r�eciproques des implantations.

PS P3 K6 SS M I C
comp comp comp brl brl brl all2

brl brl brl comp all2 ls brl

ls ls ls all2 comp all2 comp

all2 all2 all2 ls sl comp dls

sl sl dls sl ls sl all

dls dls sl all all dls sl

all all all dls dls all ls
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Set1

Machine PS P3 K6 SS M I C
comp 0.58 0.77 3.23 1.21 1.78 1.92 0.98
branchless 1.04 0.84 3.17 1.00 1.14 1.37 0.88
all2 0.77 1.34 5.28 1.52 2.21 0.98 0.86
dls 0.81 0.65 2.71 0.89 1.73 1.53 0.98
ls 1.05 0.76 2.88 1.12 1.86 0.98 0.84
sl 0.69 0.85 2.87 1.20 1.73 1.20 1.35
all 1.82 1.52 6.05 2.28 2.92 2.68 1.75

Set2

Machine PS P3 K6 SS M I C
comp 0.87 0.83 2.68 1.20 1.89 1.79 1.05
branchless 1.11 0.82 3.07 0.82 1.12 1.37 0.86
all2 1.18 1.15 4.21 1.12 1.84 1.43 0.65
dls 1.56 1.29 4.23 1.30 2.62 2.09 1.46
ls 1.09 1.10 3.48 1.44 2.58 1.42 FPE
sl 1.33 1.25 3.81 1.39 2.28 1.71 1.77
all 1.67 1.30 4.55 1.54 2.47 2.30 1.45

Set3

Machine PS P3 K6 SS M I C
comp 0.80 0.79 2.50 1.00 1.72 1.70 0.91
branchless 1.12 0.85 3.02 0.61 1.16 1.36 0.86
all2 1.14 1.16 3.97 1.21 1.85 1.45 0.63
dls 1.43 1.25 4.05 1.71 2.67 2.01 1.43
ls 1.02 1.09 3.32 1.22 2.50 1.44 FPE
sl 1.25 1.22 4.23 1.48 2.34 1.71 1.72
all 1.59 1.33 4.77 1.52 2.52 2.01 1.44

Set4

Machine PS P3 K6 SS M I C
comp 0.78 0.75 2.50 1.16 1.79 1.63 0.97
branchless 0.96 0.85 3.01 0.61 1.16 1.36 0.88
all2 0.98 1.21 3.87 1.94 2.09 1.47 0.67
dls 1.36 1.16 3.98 1.37 2.71 2.03 1.57
ls 1.08 0.95 3.60 1.04 2.44 1.50 FPE
sl 1.23 1.33 4.73 1.53 2.72 1.52 1.82
all 1.77 1.38 5.07 1.71 2.78 2.32 1.57

Féç. 1 { R�esultats sur les di��erentes machines
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4. Conclusion

Le probl�eme �a traiter �etait extrêmement simple mais il a donn�e lieu �a de multiples implantations.
Ce probl�eme r�egulier qui n'utilise que des additions s'est r�ev�el�e avoir un comportement complexe
extrêmement d�ependant de l'architecture.

Les programmes sont uniquement compos�es d'additions 
ottantes, de manipulation d'entiers et de
branchements. La gestion du pipeline et la pr�ediction des sauts est donc exploit�ee au maximum et
on peut en voir les limites. Certaines architectures privil�egient la rapidit�e des calculs au d�etriment du
pipeline ou vice versa.
D'autres tests ont �et�e e�ectu�es sur un Pentium MMX �a 200MHz sous Linux, un Pentium Pro 200MHz
sous Linux et un Pentium III �a 500 MHz sous Linux. Les r�esultats �etaient sensiblement �equivalents si
ce n'est que l'addition all2 est plus rapide que ls sur ces trois machines. Les calculs par rapport �a P3
sont environ 3.5 fois plus lents sur le Pentium MMX, 4 fois sur le Pentium Pro et 1.1 fois sur le Pentium
III �a 500 MHz.

Dans presque tous les cas, les additions les plus rapides sont all2, branchlesset comp, qui consid�erent
toutes les composantes. Il semble qu'�ecarter les composantes les moins signi�catives ne soit pas
int�eressant du point de vue du temps de calcul. Il est souvent n�ecessaire de calculer au moins 5
composantes alors que le r�esultat exact en comporte au plus 8 et même 5 dans le cas du Set3.

La question du tri reste enti�ere. En e�et, comp n�ecessite un tri au contraire des deux autres et il est
nettement plus rapide sur les Pentiums et sur le K6, mais pas sur les autres processeurs.
�Eviter les sauts conditionnels semble porter ses fruits sp�ecialement sur Sparc, Power PC et IBM. Cela
signi�e que beaucoup de temps est perdu lorsque l'on casse le pipeline.

L'algorithme ls, qui est probablement le plus simple, obtient d'assez bons r�esultats sur la plupart
des architectures. Sur le CRAY, il cr�ee une FPE (Floating Point Exception) pour une raison inconnue.
Cela est peut-être dû au fait que le CRAY n'est pas compatible avec la norme IEEE alors que les
implantations le supposent.

L'implantation all2 est tr�es bien plac�ee sur toutes les architectures. C'est un bon compromis, car elle
pr�esente l'avantage d'une garantie d'exactitude au contraire de branchless et comp.

Il est heureux que les priorit�es des concepteurs soient si di��erentes. Sans mod�ele clair, il est toutefois
diÆcile au programmeur d'�ecrire un bon algorithme et une bonne implantation pour r�esoudre un
probl�eme quand on voit les disparit�es des processeurs actuels. Vu la simplicit�e du probl�eme �etudi�e et
les disparit�es rencontr�ees, on peut être sûr qu'un programme un peu gros tr�es bon sur une machine
puisse se r�ev�eler catastrophique sur une autre.
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