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Calcul du tenseur
électromagnétique d’une particule

chargée accélérée
Romain Pascalie

Ce petit article présente de façon détaillée le calcul du tenseur électromagnétique d’une parti-
cule chargée accélérée dans le cadre d’une formulation relativiste de l’électrodynamique.

1. Préambule

Le but de cet article est de présenter les détails du calcul,
de ce fait il n’est pas facile à lire. Cependant j’ai essayé
d’expliciter au maximum, ce qui, j’espère, aidera à suivre
le calcul dans les meilleurs conditions. Avant d’enter dans
le vif du sujet, nous allons poser quelques notations.

On notera le quadri-vecteur position dans l’espace-
tempsX = (X0,X). La convention que nous prenons pour
la métrique est gµν = diag(1,−1,−1,−1). On utilisera à
plusieurs reprise la formule suivante :

δ(f(x)) =
∑
i

δ(x− xi)∣∣∣∣dfdx (xi)
∣∣∣∣ (1)

où les xi vérifient f(xi) = 0 et df
dx (xi) 6= 0 [1].

2. Le potentiel retardé

On considère une particule chargée de charge q en mou-
vement accéléré. On désigne la trajectoire de la parti-
cule par Xp(τ) où τ est le temps propre et on note

uµ(τ) = dXp(τ)
dτ . Le courant en un point X de l’espace-

temps s’écrit :

Jµ(X) = cq

ˆ
dτuµ(τ)δ(4)(X −Xp(τ)) (2)

On veut résoudre l’équation sur le potentiel Aµ en
jauge de Lorentz : ∂ν∂νAµ = µ0Jµ. Pour ce faire on
utilise la fonction de Green retardée du d’Alembertien
qui s’écrit : Dr(X) = 1

2π δ
(4)(X2)θ(X0) [1]

Le potentiel s’exprime en fonction de Dr et Jµ comme :

Aµ(X) = µ0

ˆ
d4X ′Dr(X −X ′)Jµ(X ′)

= µ0cq

ˆ
dτuµ(τ)Dr(X −Xp(τ)) (3)

À partir de cette expression nous allons déterminer le
tenseur électromagnétique sous forme intégrale. Dans la
suite on notera R(τ) = X−Xp(τ), et par souci de lisibilité
on ne précisera pas toujours les dépendances en τ .

3. Tenseur sous forme intégrale

On rappelle l’expression du tenseur électromagnétique :

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (4)

Il nous faut d’abord calculer la dérivée de la fonction de
Green retardée du d’Alembertien :

∂µDr(R) = 1
2π

[
∂µ(δ(4)(R2))θ(R0) + δ(4)(R2)∂µ(θ(R0))

]
(5)

Le second terme est nul car δ(4)(R2) impose R0 6= 0
mais ∂µ(θ(R0)) donne δ(R0) qui est non nul pour R0 = 0.
On peut alors écrire la dérivée du potentiel comme :

∂µAν = µ0cq

2π

ˆ
dτuν(τ)∂µ(δ(4)(R2))θ(R0) (6)

Or

∂µ(δ(4)(R2)) = ∂µ(R2) dτ
dR2

dδ(4)(R2)
dτ (7)

Sachant que :

dR2

dτ = −2[X −Xp(τ)]µ
dXp(τ)µ

dτ = −2Rµuµ (8)
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On obtient :

∂µ(δ(4)(R2)) = − Rµ
Rαuα

dδ4)(R2)
dτ (9)

On peut alors remplacer (9) dans (6), puis effectuer une
intégration par partie :

∂µAν = −µ0cq

2π

ˆ
dτ
Rµuν
Rαuα

dδ(4)(R2)
dτ θ(R0)

= µ0cq

2π

ˆ
dτδ(4)(R2) d

dτ

(
Rµuν
Rαuα

θ(R0)
)

− µ0cq

2π

[
Rµuν
Rνuν

δ(4)(R2)θ(R0)
]+∞

−∞

(10)

Le second terme de l’intégration par partie est nul car la
seule contribution du terme δ4(R2)θ(R0) est en τ = τ∗ qui
correspond à l’intersection de la trajectoire de la particule
avec le cône de lumière passé (imposé par θ(R0)) centré
en X. Autrement dit τ∗ est définie comme satisfaisant la
condition :

X0−X0
p(τ∗)−|X−Xp(τ∗)| = R0(τ∗)−|R(τ∗)| = 0 (11)

De plus, le terme que l’on obtient lorsque l’on dérive
θ(R0) s’annule pour la même raison qu’à l’équation (5).
Ainsi (10) se simplifie en :

∂µAν = µ0cq

ˆ
dτ
δ(4)(R2)θ(R0)

2π
d
dτ

(
Rµuν
Rαuα

)
(12)

On reconnaît alors la fonction de Green retardée du
d’Alembertien et on peut écrire de manière compacte le
tenseur électromagnétique sous forme intégrale :

Fµν(X) = µ0cq

ˆ
dτDr(X −Xp(τ)) d

dτ

(
Rµuν −Rνuµ

Rαuα

)
4. Tenseur de champ proche et de champ

lointain

Notre objectif est désormais d’obtenir une forme ex-
plicite du tenseur électromagnétique. On va montrer que
celui-ci ce décompose en un champ lointain décroissant en
|R|−1 et un champ proche décroissant en |R|−2.

Commençons par simplifier l’expression de la fonction
de Green retardée du d’Alembertien. D’après (1) :

Dr(R) = δ(R0 − |R|)θ(R0)
4π|R| + δ(R0 + |R|)θ(R0)

4π|R|

= δ(R0 − |R|)
4π|R| (13)

Une fois de plus le second terme est nul puisque δ(R0+|R|)
impose R0 < 0. Nous allons à nouveau appliquer (1) à :

δ(R0 − |R|) = δ(X0 −X0
p(τ)− |X −Xp(τ)|) = δ(f(τ))

En se rappelant de (11) on a :

df
dτ (τ∗) = −

dX0
p

dτ (τ∗) + R(τ∗)
|R(τ∗)|

dXp

dτ (τ∗)

= −|R(τ∗)|u0(τ∗)−R(τ∗)|u(τ∗)|
|R(τ∗)|

= −Rνu
ν

|R|
(τ∗) (14)

D’où la fonction de Green retardée du d’Alembertien
s’écrit :

Dr(X −Xp(τ)) = δ(τ − τ∗)
|Rνuν(τ∗)|

|R|(τ)
|R|(τ∗) (15)

En particulier on peut simplifier l’expression de Dr en
notant que |Rνuν(τ∗)| = Rνu

ν(τ∗). Cela est vrai puisque
Rνu

ν(τ∗) = |R|γc − γv · R = |R|γc(1 − β · n) > 0 où
n = R

|R| et β = v
c .

Nous pouvons ensuite réécrire le tenseur électromagné-
tique comme :

Fµν(X) = µ0cq

4π
1

Rαuα(τ∗)
d
dτ

(
Rµuν −Rνuµ

Rαuα

)∣∣∣∣
τ=τ∗

= µ0cq

4π
1

Rαuα(τ∗)
dg
dτ (τ∗) (16)

Il ne nous reste plus qu’à développer dg
dτ (τ∗), on obtient :

dg
dτ (τ∗) = 1

Rαuα
d
dτ

(
Rµuν −Rνuµ

)∣∣∣∣
τ=τ∗

− Rµuν −Rνuµ
(Rαuα)2

d
dτ

(
Rαu

α

)∣∣∣∣
τ=τ∗

(17)

En notant aµ = duµ
dτ et en se rappelant que uαuα = c2

on a :

d
dτ

(
Rαu

α

)
= Rαa

α − c2

d
dτ

(
Rµuν −Rνuµ

)
= Rµa

ν −Rνaµ

En réinjectant dans (16) on obtient finalement :

Fµν(X) = µ0c
3q

4π

(
Rµuν −Rνuµ

(Rαuα)3

)∣∣∣∣
τ=τ∗

+ µ0cq

4π

(
Rµaν −Rνaµ

(Rαuα)2

− (Rλaλ)Rµuν −Rνuµ(Rαuα)3

)∣∣∣∣
τ=τ∗

Nous pouvons donc remarquer que le premier terme cor-
respond au champ proche et que le deuxième terme cor-
respond au champ lointain. Le champ proche est de type
coulombien alors que le champ lointain est un champ de
rayonnement provenant du mouvement accéléré de la par-
ticule.
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5. Pour aller plus loin

Nous avons déterminé l’expression explicite du tenseur
électromagnétique d’une particule chargée en mouvement
accéléré. À partir de cette expression, il est possible de dé-
terminer les expressions du champ électrique et du champ
magnétique créé par la particule. Nous allons donner les
principales étapes pour y arriver sans autant de détails
que précédemment.

Le tenseur électromagnétique s’écrit sous forme matri-
cielle en fonction des composantes du champ électroma-
gnétique :

Fµν =


0 Ex

c
Ey

c
Ez

c
−Ex

c 0 −Bz By
−Ey

c Bz 0 −Bx
−Ez

c −By Bx 0

 (18)

Autrement dit, les composantes du champ électrique
sont liées aux coefficients du tenseur électromagnétique
par la relation : F0i = Ei

c . Nous connaissons l’expression
des différents quadri-vecteurs et produits scalaires inter-
venant dans l’expression de Fµν :

Rαu
α = |R|γc(1− β · n)

aµ = duµ

dτ =
(
γc

dγ
dt , γ

d(γv)
dt

)
= (cγ4β · β̇, cγ2β̇ + cγ4β(β · β̇))

À partir de ces expressions et après quelques lignes de
calcul on obtient la forme du champ électrique :

E = q

4πε0R2

(
n− β

γ2(1− n · β)3

)
+ q

4πcε0R

(
n× [(n− β)× β̇]

(1− n · β)3

)
où n, β et R sont évalués en τ∗.

On peut de la même manière déterminer le champ ma-
gnétique et vérifier que B = n×E

c . Dans la continuité de
notre démarche, il me paraît ensuite naturel d’essayer de
déterminer la puissance rayonnée par la particule.

Au vu de la forme du champ électromagnétique, le vec-
teur de Poynting Π = E×B

µ0
se décompose en trois termes :

un terme en R−2, un en R−3 et le dernier en R−4. Or,
lorsque l’on veut calculer la puissance rayonnée, on calcul
pour R grand l’intégrale

´
dSn ·Π où dS = R2dΩ. Ainsi,

seul le terme en R−2 contribuera à la puissance rayonnée.

On peut alors simplifier le calcul de la puissance en no-
tant que Π = cε0E×(n×E) = cε0|E|2n et en ne prenant
en compte dans le calcul que le terme en R−1 (le champ
lointain) dans E conformément au raisonnement effectué
précédemment. Il faut cependant tenir compte du retard

lors du calcul de la puissance (voir [2] ou [3]), on obtient
alors :

P = q2

4πcε0

ˆ
dΩ |n× [(n− β)× β̇]|2

(1− n · β)5 (19)

Dans le cas général il ne me semble pas que l’on puisse
calculer cette intégrale. Cependant il est possible de sim-
plifier la distribution angulaire du rayonnement dans deux
cas particuliers : si le mouvement est uniformément accé-
léré (β · β̇ = 0) ou si la particule est en mouvement sur un
cercle (β × β̇ = 0). Pour les détails de calcul voir [3].

Néanmoins, par des arguments développés dans [4]
par exemple, on peut obtenir l’expression de la puis-
sance rayonnée, appelée puissance de Lamor relativiste qui
s’écrit :

P = 2
3

q2

4πcε0
γ6((β̇)2 − (β × β̇)2) (20)
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