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I Qu'est-ce que le chaos ?

. Systeme dynamique déeterministe :
un point donné a un avenir connu

. Chaos = Tres grande sensibilité aux conditions initiales
- Deux points initialement tres proches se séparent
exponentiellement vite

) Pro

oriéte intéressante pour le melange

- 2 types o

e problemes :

- Connaissant le champ de vitesse (donné par les lois de la nature),
gue peut-on en déduire sur le melange ?

- Probleme inverse : pour un probleme de mélange donne, quel
champ de vitesse faut-il choisir ?



I Structures typigues
I de chaos lagrangien
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I Les ecoulements plans

. Ecoulement plan incompressible

dx O : Fonction de courant
I EI\II(*T? Y, ZL)* E — O_U LlJ

dy 0¥

dt  Ox

. Analogie avec les équations de Hamilton :
dg OH H : Hamiltonien

1H (q, p, t), = — e,
(@ p,1); dt dp g : Coordonnée generalisee
dp ~ JOH p :Impulsion géneralisee
dt  Oq

(X,y) : espace des phases !



I Condition nécessaire de chaos :

dv.—— 0¥dy OWdx OV

I dt Oy dt ~ Ox dt Ot
oY
- B

. Sl I'écoulement est stationnaire :
- Les trajectoires sont confondues avec les lignes de
courant

. Nécessité d'un champ de vitesse instationnaire
- Le plus simple : périodiqgue en temps




I Les outils du chaos :
I Section de Poincaré

. En 3D : Plan recoupé par les trajectoires.

- On note les points d'intersection A, A

. En 2D : Section en temps
— Toutes les périodes T !

. Application de Poincaré f:
f
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X(t=nT)
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> X(t=(n+1)T)
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Exemple de section de Poincaré

Région reguliere

(trop ?) souvent :

cohabitation de régions régulieres
et chaotiques

Aurélien Beuf



incaré

I Section de Po
I et mélange

Aurélien Beuf



I Les outils du chaos:
I Exposants de Lyapunov

. Définition :
1 |52(1)]

A= — lim lim In ——
t t—oo ||sE(t=0)||—0  ||0Z(0)]

- Mesure la séparation exponentielle entre deux
trajectoires infiniment proches



Exemple d'exposants de Lyapunov
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3 conditions initiales tres proches
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avec Steve Wiggins
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. Converge tres lentement !
. EXposants a temps fini ???



Entropie de Kolmogorov
(ou entropie topologique)

. Dans le cas ergodique, on peut montrer que cette quantite

correspond au produit
« surface de la zone chaotique couverte par une condition
Initiale unique» par « exposant de Lyapunov »

- Surface couverte par un ensemble
de points répartis de maniere non
uniforme ???

 Cette quantité peut devenir tres grande dans des cas ou la zone
de chaos est tres localisée (exposant de Lyapunov tres grand)



Un peu d'histoire : Aref (1984)

Deux vortex actionnes tour a tour pendant T/2 chacun

u=0.01 pn=0.15
1 1
0.5 0.5
= 0 > 0
0.5 0.5
g 1 0 1 2 o -1 0 1 2
X X
w=0.30 n = 0.50
1 1
0.5 0.5
= 0 > 0
0.5 0.5
g 1 0 1 2 o -1 0 1 2



I Dynamique des lobes : les points fixes
I hyperboliques

I Cas d'un jet sinueux (Gulf Stream)

h, R <
Points fixes

hyperboliques
\

avec S. Wiggins



Ajout d'une perturbation périodigue

Les varietés se croisent




Et cela donn@&dynamique des lobées)




Les lobes tourniquets




I Utilisation de la dynamique des lobes

. A partir de I'étude du comportement des
I lobes, couplée a une méthode statistique, on

peut prédire (Raynal & Wiggins) :

- Le temps de résidence dans chaque région

- Le temps moyen pour traverser le jet central

- La quantité de fluide qui peut passer de la zone
de recirculation froide (nord) a la zone de
recirculation chaude




Relation lobes / Smale
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I Plus compligué...
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I Cas genéral

I . On peut toujours trouver une base de
décomposition des lobes

- On peut construire une matrice

- On en déduit la valeur propre maximale

— On obtient un taux d'etirement dans chaque
region de I'écoulement

. Utilite 7?7



I Application au “fit” des exposants de
I Lyapunov
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. Résultat intéressant... Mais un peu surestimé.
. Ne suit pas les “chutes”



Pourquol I'exposant chute-t-il ?

La particule reste “bloquée” pres des regions non chaotiques
regions “collantes”)



I Nouveau modele

. Lorsqgue la particule reste trop longtemps dans une
I réegion, c'est gu'elle est coincee
- Pas d'etirement (A=1)
. A partir de quand ???

- On a constate que lorsqu'il y a des zones collantes, le
taux d'échappement de cette région n'est pas
exponentiel

- Si le taux d'échappement d'une region était
exponentiel, la particule serait sortie au bout de n fois
le temps moyen associe a cette region

- Quel n 7?7




Fit pourn =10
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- Bon fit! Mais ne permet pas de connaitre

I'exposant de Lyapunov de maniere predictive...



Quelques tentatives de parametres...

. Tallle du lobe tourniquet (Rom-Kedar, Leonard,
Wiggins). quantité de fluide qui passe d'une réegion a
une autre a chaque période du champ de vitesse

- Souvent calculable analytiguement dans le cas des
faibles perturbations
— Accessible numériguement

. Flux chaotigue (Raynal & Gence): taille du lobe/période

- On peut montrer que lorsque I'on fait varier la période il
existe toujours un maximum

- Mais : le maximum est généralement obtenu lorsque la
période est du méme ordre de grandeur que le temps
caracteristigue du systeme...




I Dynamique des lobes : conclusion

. Chaos lié a I'existence des points
I hyperboliques (formation de lobes)

—> question : Vortex d’Aref : vaut-il mieux
melanger de maniere co-rotative ou contra-
rotative ???



I Comparaison
co-rotatif / contra-rotatif
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L'application du chat




I Conclusion : écoulements 2-D

. Existence de nouvelles techniques prédictives :

- Théorie des tiges fantomes (E. Gouillart, J.-L. Thiffeault)
— Linked Twist Map (LTM) (Sturman, Ottino, Wiggins)

. Cependant, il est quasiment impossible de predire

Sl un ecoulement chaothue sera totalement
efficace ou pas sans faire I'expérience

. Manque de parametres quantitatifs reellement

exploitables

- Encore beaucoup de recherche possible !



