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Introduction






Un systeme élastique répond a toute contrainte en ”tentant” de maintenir son ordre
originel. Comment, dans ces conditions, un réseau élastique s’adapte-t-il a un poten-
tiel perturbateur créé par un ensemble de pieges, régulierement disposés ou au contraire

aléatoirement distribués ?

Obtenir une réponse a cette question nécessite de faire un bilan détaillé de la
compétition entre deux types de forces, l'une permettant d’ordonner le systeme et I’autre
de le piéger et le désordonner. De nombreux travaux ont été entrepris dans cette perspec-
tive tant cette problématique est commune a un grand nombre de systemes tres variés,
tels les cristaux de Wigner, les réseaux de vortex dans les supraconducteurs, les cristaux
atomiques sur un substrat désordonné, les réseaux de bulles magnétiques, ou encore les

systemes colloidaux 2. Plusieurs résultats de portée générale ont pu étre établis.

Les efforts se sont initialement portés sur les structures d’équilibre de ces systemes,
permettant d’établir une premiere typologie, avec d’un coté le piégeage fort, pour lequel
le gain en énergie dii au piégeage est important devant 1’énergie élastique de déformation
du systeme, et a l'autre extrémité du spectre le piégeage faible pour lequel ces énergies
sont comparables. Une situation relativement simple est celle d'un piégeage fort du a
un réseau périodique de pieges, dans laquelle le cristal adopte la symétrie de ce réseau.
Inversement, dans le cas d'un piégeage faible aléatoire ou les longueurs caractéristiques
associées au désordre sont petites devant le pas du réseau de particules, la structure
adoptée par le systeme est plus complexe, et sa détermination théorique nécessite un
traitement pointu?®. Il a été montré que dans ce cas plus subtil la périodicité du réseau
joue un role essentiel : lorsque le systeme s’adapte au potentiel de piégeage, une particule
n’a aucun intérét énergétique a aller chasser d'un piege la particule voisine, qui lui est
équivalente : le fort cout en énergie élastique ne serait compensé par aucun gain en
énergie de piégeage. De ce fait, le déplacement relatif d’une particule n’excede pas de
beaucoup un pas du réseau, et un quasi ordre translationnel est maintenu. En revanche,
une particule a souvent dans son environnement proche un grand choix de positions
possibles. Ceci conduit a 'apparition d’un verre de Bragg, dont la périodicité se traduit
par Papparition de pics de Bragg dans sa figure de diffraction, mais qui présente tel
un verre un grand nombre de configurations métastables. Les études sur les propriétés

dynamiques de ces systemes ont montré toutefois que cette classification ”piégeage

20n se contente ici de citer les systemes élastiques bidimensionnels. L’autre grande classe de systemes
fréquemment rencontrée concerne les problemes de parois et leur ancrage : lignes de mouillage, parois
magnétiques, etc. Toutefois, si certains concepts restent communs, ’absence de périodicité conduit a une

phénoménologie tres différente de celle des réseaux.
3Les travaux de Giamarchi et Le Doussal, notamment, ont permis de poser un cadre théorique général

a la lumiére duquel nous pouvons exposer les différents problemes qui sont posés. Nous renvoyons le
lecteur vers des articles de syntheése [1,2] résumant les principaux résultats théoriques obtenus du point
de vue de la statique [3-7] comme de la dynamique [8,9], et présentant quelques résultats expérimentaux

confirmant leur théorie.



fort-piégeage faible” cache une richesse de comportements encore plus grande lorsque le
systeme est soumis a une force cherchant a le faire se déplacer dans le paysage de pieges.
Il convient alors d’ordonner ’analyse selon le type de réponse — élastique ou plastique

— faite par le systeme en réaction a l'application de cette force.

Quel que soit le type de désordre considéré, on peut se demander comment
vont apparaitre les défauts topologiques dans ces systemes perturbés. Si les contribu-
tions théoriques montrent que la création de défauts tels des dislocations n’est pas
énergétiquement intéressante a faible température dans le cas d’un désordre faible?, les

conditions de leur apparition dans un cas général de piégeage sont encore peu claires.

Les réponses a cette question conditionnent bien entendu la facon dont on doit traiter
I’aspect dynamique dans ces systéemes, notamment les propriétés de transport a travers
le paysage de pieges. Les possibilités offertes au systeme sont alors nombreuses. Il se pose
tout d’abord la question des conditions permettant au systeme de se déplacer (probleme
de la transition de dépiégeage). L’écoulement peut ensuite se faire de maniere élastique
avec un mouvement coordonné de I’ensemble du systéme (verre de Bragg mouvant dans le
cas d’un désordre faible), ou plutdt de maniere plastique avec la création de ”canaux plas-
tiques” d’écoulement au milieu de zones de particules statiques. Une phase intermédiaire ®
d’écoulement total mais dans des canaux non corrélés peut également exister. Cette diver-
sité est d’autant plus grande que de nombreux parametres peuvent influencer le mouve-
ment : température, nature des pieges (type d’interaction, symétrie ou absence de symétrie

du réseau de pieges, densité), méthode d’entrainement (force imposée ou vitesse imposée).

Toutefois, de nombreuses questions restent actuellement sans réponse, notamment
sur le role précis que jouent les défauts. Etablir les liens entre les différents types de
mouvement, le role des dislocations et 'impact des parametres précédemment cités est un
challenge tant du point de vue théorique qu’expérimental.

Les systemes auxquels ce cadre théorique peut étre appliqué different d’une part par les
domaines de la physique auxquels ils se raccrochent, et, d’autre part, par les techniques
expérimentales permettant de les aborder. Par ailleurs, ’enjeu de la compréhension de
leffet du désordre sur ces systémes ne se situe pas toujours au méme niveau. Aussi,
chacun d’entre eux n’a pu apporter que des réponses partielles méme si de nombreux

résultats se recoupent.

4Dans un systeme bidimensionnel, des dislocations pourraient toutefois apparaitre, mais sur une dis-

tance telle qu’elles ne sont pratiquement jamais détectées dans les systémes expérimentaux [7].
5Cette phase est appelée ”phase smectique”, car ’ordre est maintenu dans la direction perpendiculaire

a la direction de I’écoulement.



Pour les réseaux de vortex dans les supraconducteurs de type II%, l'enjeu de la
compréhension du piégeage du réseau est tres important, notamment pour ses impli-
cations technologiques. En effet le courant critique, courant maximal pouvant traverser
la matériau sans qu’il perde ses propriétés supraconductrices, dépend fortement de I'an-
crage du réseau sur les défauts du matériau”. L’ambition de comprendre cet ancrage
sur des défauts intrinseques a suscité de nombreux travaux. Par ailleurs, les progres des
techniques de lithographie permettent aujourd’hui de créer artificiellement des réseaux
de pieges périodiques, et un regain d’intérét s’est porté sur cette question ces dernieres
années.

Le plus grand nombre des travaux s’intéressant directement a la structure et au
mouvement du réseau de vortex sont des études numériques®. Toutefois, les études
dynamiques restent complexes du fait de la non linéarité du probleme et de la nécessité
de disposer d'un grand nombre de particules. De plus, au dela des contraintes liées
aux techniques elles-mémes, la simulation du piégeage peut soulever de nombreuses
interrogations, puisque plusieurs parametres peuvent intervenir (densité, profil des pieges)
et qu’il n’est pas évident a priori que l'interaction avec le potentiel perturbateur puisse se
résumer a une somme d’interactions particule-piege. Si I'apport de telles simulations est
indéniable, 'apport d'un certain nombre d’ingrédients issus de ’expérience permettrait
sans doute de plus fortes avancées. Des efforts ont bien entendu été faits en ce sens;
toutefois, il se pose alors une difficulté d’ordre expérimental. La plupart des études
menées sur les supraconducteurs sont macroscopiques : mesure de la loi courant-tension
et détermination des courants critiques, mesure des courbes d’aimantation, ou de la
température critique. Or ces grandeurs ou comportements dépendent des propriétés
d’organisation et de transport des vortex, de taille micrométrique. Faire le lien entre ces
deux phénomenes apparaissant a deux échelles différentes est essentiel mais les preuves

expérimentales sont difficiles a obtenir. En effet, si les techniques directes de visualisation

6Signalons que, pour des raisons technologiques évidentes, on cherche souvent & utiliser des matériaux
les plus fins possible. Or, la longueur de pénétration A d’'un matériau supraconducteur d’épaisseur d dans
la direction du champ est renormalisée par cette épaisseur : la longueur de pénétration effective croit
lorsque I’épaisseur diminue, et un matériau de type I peut alors se comporter comme un supraconducteur

de type II.
"En effet, le courant électrique traversant le matériau exerce une force de Lorentz sur les tubes de

champ que sont les vortex, qui peuvent alors se déplacer. L’apparition d’une force électromotrice créée
par ce déplacement de champ magnétique induit une augmentation de la résistivité. Il faut donc lutter
contre le déplacement des vortex, et on voit donc qu’un "bon” supraconducteur, c’est-a-dire un matériau
gardant ses propriétés supraconductrices dans les conditions les plus larges possibles, doit présenter des
défauts. Bien entendu, si le nombre de défauts devient trop important, toute propriété supraconductrice

est perdue.
8La littérature sur le piégeage aléatoire est encore peu étoffée. Voir par exemple les références [10-13]

qui considérent le mouvement général du réseau. Dans [14], les auteurs abordent le réle des dislocations
dans la dynamique. Enfin quelques études ont également été menées dans les systemes colloidaux que

nous introduisons dans les paragraphes suivants [15,16].



des réseaux de vortex progressent de mois en mois, elles ne permettent actuellement que
de rendre compte de leurs structures statiques, et ce souvent avec un champ de vision ne

permettant pas de dépasser le millier de vortex®.

Une approche complémentaire serait donc d’utiliser des systemes plus accessibles
expérimentalement dont le mouvement des particules pourrait étre suivi facilement.

Les études sur les systémes colloidaux se développent dans ce sens. Ainsi, la fusion
des cristaux bidimensionnels ou encore le lien entre propriétés élastiques et déplacements
individuels des particules ont pu étre abordés avec ce dispositif. De plus, les interac-
tions entre particules colloidales sont généralement coulombiennes écrantées lorsque
I'interaction est de type électrostatique ou dipolaire pour des particules magnétiques, ce
qui permet en outre de discuter de l'influence de la nature du potentiel d’interaction.
Toutefois, l'intérét porté au piégeage dans ces systemes est assez récent. Si le piégeage
a 1’échelle micrométrique est rendu possible par des techniques de création de pieges
par interférences optiques ou par des pinces optiques, la nature de l'interaction entre les
particules et les pieges ainsi définis, ainsi que le role joué par le couplage hydrodynamique

entre particules, restent encore peu clairs *°.

Pour contourner ces difficultés, nous avons développé un systeme discret a 1’échelle
macroscopique auquel nous pouvons appliquer un potentiel de piégeage controlé.
Ce systeme modele est constitué d’un réseau d’environ 2000 billes millimétriques chargées
électriquement placées a l'intérieur d’un condensateur horizontal. Le piégeage est assuré
par un potentiel électrostatique perturbateur qui lui est appliqué. Par ailleurs, le systeme

est maintenu a une température effective controlée, obtenue par agitation mécanique.

Le travail présenté ici est consacré a la qualification des propriétés du systeme
(interaction interparticules, détermination et calibration de la température effective,
propriétés élastiques), permettant sa qualification comme ”systéme élastique”, puis a
I’étude de sa réponse lorsqu’il est soumis a un réseau périodique de pieges. La transition
vers les configurations d’équilibre ainsi que la dynamique autour de ces positions est
également abordée (sans intervention d’une force extérieure). Notre motivation pour cette

derniere étude était double. D’une part, cette forme particuliere de piégeage rencontre

9Les techniques utilisées actuellement sont la décoration magnétique [17,18] ou les microscopies & effet
tunnel [19], SQUID [20], & force de Lorentz [21], ou & effet Hall [22-25]. Nous n’avons cité ici que des
travaux ayant trait au piégeage de vortex. Signalons également le développement récent de microscopes
a force magnétique [26]. Pour déterminer de maniere globale la structure du réseau, des expériences de
diffraction de neutrons sont possibles : ainsi le verre de Bragg a été observé par cette technique par

Klein et al. [27].
10Cette question de la qualification de 'interaction entre une particule et une pince optique est, en soi,

un sujet de recherche & part entiere. Voir par exemple la référence [28].



actuellement un fort intéret; d’autre part, les résultats obtenus dans cette situation, a
priori plus simple, peuvent nous permettre d’éclairer ceux obtenus dans une situation
plus complexe de piégeage aléatoire et/ou faible, situation que nous avons commencé
a explorer. Par ailleurs, ces différentes études nous ont donné l'occasion d’aborder des
problématiques connexes ayant un intérét intrinseque, telles la dynamique de systemes

confinés, ou la diffusion de particules dans un canal modulé.

Deux types de systemes ont été utilisés :
— les réseaux de billes proprement dits, appelés "cristaux de Wigner macrosco-
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piques” ', sur lesquels les études de piégeage ont été réalisées ;

— les systemes a faible nombre de billes (N < 30), dits ”ilots de Wigner macrosco-

712 sur lesquels ont été menées des expériences intermédiaires permettant

piques
soit de qualifier notre systeme, soit de mettre en valeur le lien entre la dynamique
des billes et les symétries locales.

L’emploi de ces systeémes considérés comme systemes expérimentaux modeles implique
de comparer les résultats obtenus au regard de ceux se référant a des systemes semblables.
L’écueil d’un tel exercice étant de transformer la présentation en un vaste catalogue, nous
nous sommes volontairement restreints dans la grande majorité de nos comparaisons aux

réseaux de vortex d'une part, et aux systemes colloidaux d’autre part.

Ainsi, dans une premiere partie, nous caractérisons les parametres controlant I’état de
notre systeme, a savoir l'interaction entre les billes et la température effective.

Dans le cadre d’une collaboration avec Paolo Galatola et Jean-Baptiste Fournier, nous
avons déterminé analytiquement l'interaction entre les billes et ses dépendances avec les
caractéristiques géométriques du dispositif [30]. Cette interaction est de type Kj, donc
précisément celle existant entre deux vortex d’un supraconducteur, confortant ainsi la
légitimité de ’analogie entre notre systeme et les réseaux de vortex.

La possibilité d’assimiler ’agitation mécanique a une agitation thermique est prouvée
en étudiant les transitions entre configurations d’équilibre dans des ilots de Wigner
confinés dans un disque, ainsi que la distribution de positions d’une seule bille placée
dans un gradient controlé d’énergie potentielle. Nous montrons ainsi que les distributions
de probabilité associées a ces systemes peuvent étre caractérisées a partir de la distri-
bution de Boltzmann associée respectivement a un ensemble discret ou continu d’états
d’équilibre [31]. Le bain thermique sous-jacent est ensuite caractérisé en étudiant la
diffusion libre ou confinée d’une seule bille, qui est parfaitement décrite par le formalisme

de Langevin [32]. L’analogie entre agitation mécanique et agitation thermique étant ainsi

HPar analogie avec les cristaux d’électrons découverts par E. P. Wigner [29].
12 A Péchelle microscopique, ces systemes sont équivalents a un systeme d’électrons dans des ”quantum

dots” ou encore a un ensemble de vortex piégés dans des composants mésoscopiques.



établie, nous présentons alors une procédure de calibration de la température effective

en fonction de 'amplitude d’agitation, qui nous permet de mesurer in situ la température.

Ces grandeurs caractéristiques déterminées, nous décrivons dans la partie II les condi-
tions permettant d’obtenir un cristal de Wigner sans défauts topologiques, puis calculons
leurs caractéristiques élastiques. Les cristaux de Wigner présentent une symétrie hexago-
nale — chaque bille ayant 6 voisines — mais peuvent présenter des défauts topologiques,
observés sous la forme de dislocations constituées par une paire de billes ayant 5 et 7
voisines. Nous définissons donc, dans un premier temps, les conditions géométriques per-
mettant d’obtenir un cristal parfait fini assimilable a un extrait de cristal infini. Ce cristal
parfait, apparaissant pour certains nombre de billes, dits "nombres magiques”, est obtenu
apres une procédure de "recuit” permettant a un systeme désordonné d’évoluer progressi-
vement vers un réseau sans défauts. L’annihilation des dislocations initialement présentes
se déroule en deux temps : apres un ensemble de réorganisations individuelles, un proces-
sus collectif prend le relais. Nous observons alors une dynamique originale conduisant a

la disparition totale des dislocations [33].

Le cristal parfait que nous obtenons est caractérisé par ses constantes élastiques,
que nous pouvons déterminer théoriquement a partir de la donnée de l'interaction
interparticulaire. Profitant de ce que nous avons a la fois acces aux déplacements
particulaires et aux constantes élastiques théoriques, nous nous sommes intéressés a la
questions encore ouverte du lien entre les déplacements individuels des particules et
la caractérisation d’un systeme a l’aide de ses constantes élastiques, qui releve d’une
description continue. Nous abordons cette discussion avec pour objectif de discuter
d’une méthode de détermination des constantes élastiques d’un systeme fini discret non
contraint mais soumis a un thermostat. Ce point étant particulierement délicat, nous
présentons un panorama critique des solutions proposées dans la littérature — traitant
essentiellement de travaux numériques — et apportons quelques suggestions pour les

adapter a un systeme expérimental fini.

L’étude du piégeage par un réseau périodique de pieges, présentée dans la partie III,
a deux finalités différentes, la premiere étant de tester notre procédure de piégeage sur
des cas simples au comportement bien établi. La seconde, plus fondamentale, consiste
a déterminer les grande lignes du processus de piégeage (temps caractéristique de la
transition vers une configuration piégée, modalités de cette dynamique au niveau des
comportements particulaires).

Ainsi, les cristaux de Wigner parfaits sont soumis a un potentiel perturbateur constitué
par un ensemble de pieges électrostatiques millimétriques répartis de maniere périodique.
Ces pieges sont obtenus en définissant les motifs désirés sur 1’électrode supérieure du

condensateur, puis en les portant au potentiel électrostatique voulu. Les caractéristiques



générales de ce dispositif de piégeage, dont l'intensité est parfaitement controlée, sont
déterminées d'une part en étudiant le comportement d’une seule bille dans le paysage de
potentiel créé, mais aussi et surtout d’un cristal entier piégé par le réseau.

Le cas d’'un piégeage par un réseau périodique de symétrie carrée est étudié en modi-
fiant la densité relative en particules par rapport au nombre de pieges et a la profondeur
des pieges. Nous nous intéressons principalement aux cas d’une densité relative en billes
par rapport au nombre de pieges f égale a 1, 1/2 ou 2. Dans ces situations, choisies
parce que suffisamment génériques, les configurations d’équilibre des cristaux varient en
fonction de 'intensité du piégeage et peuvent correspondre a des situations ou la totalité
ou bien seulement une fraction des pieges sont effectivement occupés. Ces configurations
sont par ailleurs souvent dégénérées, ce qui conduit a l'apparition de domaines dont les
conditions d’existence sont discutées. Le cas f = 2 est particulierement riche puisque deux
types de billes sont nécessairement présentes : les billes situées dans les pieges et les billes
intersticielles. Il en résulte une configuration ordonnée atypique partiellement piégée ni

hexagonale ni completement carrée.

Les aspects dynamiques dans ces configurations sont abordés sous deux angles. Dans un
premier temps, nous nous intéressons au processus de piégeage a partir d’une configuration
non piégée, afin de déterminer les temps caractéristiques de mise a 1’équilibre, et de préciser
les comportements généraux des particules en fonction des contraintes de symétrie locale.
L’existence de domaines liés a la dégénérescence des configurations nous permet ensuite
de comparer les mouvements thermiquement activés dans des domaines a I’équilibre aux

mouvements dans les zones d’instabilité mécanique que sont les frontieres entre domaines.

L’étude de ces cas simples nous donne aussi une grille de lecture en nous permettant
de dégager quelques comportements marquants, notamment sur la dynamique de piégeage
ou bien sur les mouvement des particules intersticielles, autant d’informations précieuses
avant d’utiliser un piégeage aléatoire a terme plus complexe. Elle nous permet notamment
de discuter des conditions dans lesquelles nous devons nous placer pour étudier notre
systeme sous un désordre aléatoire faible. Un tel cas, obtenu en nous plagant dans les
mémes conditions que dans le cas f = 2, mais avec des pieges aléatoirement disposés, est

tres brievement discuté dans la conclusion générale de notre travail.

Au cours de ces études sur les cristaux de Wigner soumis a un potentiel perturbateur,
nous avons été amenés a pousser quelques incursions dans des domaines non directement
liés a cette problématique, mais qui nous permettent d’isoler certains comportements
observés dans les cristaux piégés, en nous concentrant sur des systemes a faible nombre
de billes. Les résultats sont présentés dans la partie IV.

Nous présentons ainsi en détail une étude de la dynamique des ilots de Wigner confinés
circulairement. Ces ilots, constitués d’'un nombre de billes inférieur a 30, présentent des

configurations d’équilibre stable et métastables en couches entre lesquelles les systemes



peuvent transiter. Nous montrons alors le role spécifique joué par les excitations indivi-
duelles (transitions d’une seule bille entre couches) dans la "mise en désordre” des ilots
dans leur route vers la fusion. Dans ce cadre, nous insistons tout particulierement sur le
role joué par les symétries locales, et notamment la commensurabilité du nombre de billes
dans chaque couche [31].

Pour préciser le role joué par cette commensurabilité dans la dynamique des couches
associée a ’agitation thermique, et par la-méme plus généralement dans la dynamique de
particules dans des canaux modulés, nous étudions dans un second temps la diffusion des
billes dans les différentes couches des ilots. Si nous pouvons ainsi mettre en évidence une
plus forte diffusion dans des conditions d’incommensurabilité, le résultat le plus impor-
tant est que cette diffusion dans une couronne ayant sur ses bords un potentiel périodique
fluctuant créé par la couronne voisine a une amplitude un ordre de grandeur plus impor-
tante que dans le cas d’une couronne de billes ayant sur ses bords un potentiel lisse. Ce
résultat surprenant met en lumiere I'importance des couplages de type Frenkel-Kontorowa
dans la dynamique de ces systemes. Enfin, I’étude de la diffusion dans une seule couronne
de billes piégés dans une ”gouttiere” circulaire permet également de mettre en évidence
des comportements sous-diffusifs caractéristiques d’un tel systéme unidimensionnel, mais
avec une loi de puissance plus faible que le comportement en t*/2 habituellement prévu,

ce comportement étant attribué au caractere périodique du systéme [32].



Premiere partie

Le dispositif expérimental : un

systeme modele

11






Introduction

Cette premiere partie est consacrée a la présentation du systeme que nous avons utilisé
dans ce travail.

Dans le chapitre 1, nous présentons le montage expérimental : il est formé d'un en-
semble de billes millimétriques chargées électriquement et libres de se déplacer sur un
plan. Elles sont plongées dans un bain thermique effectif obtenu par agitation mécanique
de 'ensemble du systeme.

Les propriétés du réseau élastique que forment ces billes sont controlées par leur in-
teraction ainsi que par les fluctuations induites par 'agitation thermique, et le plus grand
soin a été apporté a la qualification de ces deux parametres.

Le chapitre 2 est ainsi consacré a la détermination de l'interaction interbilles par un
calcul semi-analytique. Nous y montrons en particulier que cette interaction est semblable
a celle existant entre des vortex dans un supraconducteur de type II. La dépendance de
I'intensité et de la portée de I'interaction avec les parametres expérimentaux y est discutée.
La comparaison entre les résultats expérimentaux et les résultats théoriques prévus pour
les configurations d’équilibre d’un systeme constitué d’un faible nombre de billes confinées
permet de valider le calcul proposé.

Dans le chapitre 3, nous prouvons que l'agitation mécanique transmise aux billes
est équivalente a une agitation thermique. Celle-ci est caractérisée, d’une part, par une
température effective dont nous précisons les conditions de calibration puis de mesure,
et d’autre part, par des temps caractéristiques que nous mesurons et discutons. Dans
I'optique de la soumission de notre systeme a un désordre gelé, il est important, en effet,

de bien qualifier au préalable le désordre induit par les fluctuations thermiques.
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Chapitre 1

Présentation du dispositif

expérimental

Sommaire
1.1 Vwed’ensemble. ... ....... ... uiiieeeeenon 15
1.2 Lecondensateur . . . .. ...... ...t 16
1.2.1 L’électrode inférieure . . . . . . . . ... ... ... ... ... 17
1.2.2  L’électrode supérieure . . . . . . . . ... ... .. 18
1.2.3 Le cadre de confinement . . . . . . . .. ... ... ... ... 18
1.2.4 Mise sous tension du dispositif . . . ... ... ... ... ... 18
1.3 L’agitation mécanique . . . . . . . . .. .. o o0 20
1.4 La détection et le traitement des images ... ... ...... 21

1.1 Vue d’ensemble

Une vue d’ensemble du systeme expérimental est représentée sur les figures 1.1 et 1.2.
Il est constitué par une unique couche de billes conductrices millimétriques dont le nombre
N peut aller jusqu’a plus de 2000. Ces billes sont placées entre les deux électrodes d’'un
condensateur plan horizontal et peuvent se déplacer sur la face supérieure de 1’électrode

L en acier inoxydable de diametre 2R =

inférieure. Nous utilisons des billes monodisperses
0,8 mm et de masse m = 2,15 mg.
Lorsqu’une différence de potentiel Vj de 'ordre du kV est appliquée et maintenue aux

bornes du condensateur, les billes se chargent et se repoussent mutuellement en occupant

I Avant de les placer dans le condensateur, les billes sont nettoyées a ’éthanol afin de les débarrasser
notamment de toute trace de graisse, puis passées a I’étuve a 110°C pour les sécher. Un nettoyage plus
poussé aux ultrasons a été essayé, puis abandonné car les billes ainsi traitées semblaient moins mobiles,

sans doute a cause d'un léger facettage dii a la friction entre les billes lors du processus.
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CHAPITRE 1. PRESENTATION DU DISPOSITIF EXPERIMENTAL

tout 'espace disponible. Ce dernier est limité par un cadre de confinement conducteur
placé entre les deux électrodes et porté a un potentiel électrostatique adéquat afin d’exer-
cer une force de répulsion sur les particules. L’ensemble des billes présente alors une
structure organisée que nous appellerons par la suite ”cristal de Wigner macroscopique”
ou bien, dans le cas d'un faible nombre nombre de billes, "ilot de Wigner macroscopique”.

Cet ensemble est placé sur un support relié a deux haut-parleurs transmettant au
systeme une vibration mécanique dont nous montrerons qu’elle transmet une énergie
assimilable a une énergie thermique.

Ce dispositif repose sur une tablette plane dont on peut régler et controler soigneuse-
ment ’horizontalité par des vis micrométriques 2.

Enfin, I'électrode supérieure étant transparente, une caméra placée au-dessus du
systeme enregistre le mouvement des billes. Apres traitement des images, nous disposons

alors de leurs coordonnées spatiales a tout instant.

Fic. 1.1 : Photographiec du dispositif
expérimental, avec un cadre hexagonal
permettant d’obtenir un cristal parfait (voir
chapitre 4).

Si le principe de ce montage semble tres simple, un grand soin doit étre apporté a sa
mise en ceuvre afin de pouvoir obtenir des résultats reproductibles. Tout en présentant
les caractéristiques techniques du montage, nous insistons donc dans ce qui suit sur les

points expérimentaux délicats ainsi que sur les solutions retenues.

1.2 Le condensateur

Les deux électrodes du condensateur ont un role tres différent : ’électrode inférieure est
en contact avec les billes ; aussi le point déterminant est la qualité de sa surface. L’électrode

supérieure quant a elle doit étre a la fois conductrice, mais également transparente.

2Ce controle est réalisé & 1'ceil avec un niveau & bulle posé sur 1’électrode supérieure, avec une marge
d’erreur estimée a 0,05 degré soit, pour un condensateur dont la taille approche les 10 cm, une différence
d’altitude maximale entre deux billes de 'ordre de 100 um. En réalité, les billes sont encore plus sensibles
que le niveau et 'horizontalité est ajustée en veillant a obtenir des déplacements centrées sur le centre

du confinement, ou bien des cristaux homogenes.
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1.2. LE CONDENSATEUR

Caméra

Haut-parleur 1
Plaque ITO

Bille en inox

Isolant

<—— Cadre de confinement conducteur

\ Wafer de silicum
Support conducteur

|
\ \
§ § < Vis micrométrique

F1G. 1.2: Vue d’ensemble du dispositif expérimental.

1.2.1 L’électrode inférieure

Du point de vue mécanique, deux contraintes a prior: contradictoires s’imposent a
cette électrode. D’une part, elle doit permettre de transmettre aux billes 'énergie qui
lui aura été fournie par les haut-parleurs, ce qui suppose l'existence de frottements suffi-
sants. D’autre part, ces frottements ne doivent pas étre trop importants afin de permettre
facilement la mise en mouvement de ces billes. Plus précisément, il s’agit de minimiser
I’agitation seuil a partir de laquelle notre analogie avec une agitation thermique est va-
lable 3. Pour réaliser ce compromis, nous utilisons un ”wafer” poli conducteur en silicium

dopé*.

Afin d’assurer la rigidité du dispositif, ce wafer ® est posé sur une plaque plane de laiton
puis couvert par le cadre de confinement qui vient se fixer sur la plaque. Nous avons choisi
de contraindre le moins possible ce wafer pour ne pas introduire de distorsions a sa surface
qui induiraient des perturbations dans le réseau de billes. Aussi, le wafer est simplement
calé latéralement sur la plaque de laiton® et, par ailleurs, le cadre est serré a minima sur
la plaque. De méme, pour ne pas introduire d’hétérogénéité sur le wafer, son nettoyage

est réalisé a sec, les méthodes humides conduisant a un état de surface hétérogene.

3Nous reviendrons sur ce point au chapitre 3.

4De résistivité de Pordre de 1,5 m.cm.

5D’épaisseur 550 pm environ.

6Toute méthode de collage de sa face inférieure avec du ruban adhésif ou méme avec de la colle

cynanolite induit de fortes tensions le déformant.
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CHAPITRE 1. PRESENTATION DU DISPOSITIF EXPERIMENTAL

1.2.2 L’électrode supérieure

L’électrode supérieure est une plaque de verre d’épaisseur 1,1 mm recouverte sur sa
face inférieure d'une couche conductrice en ITO (Indium-Tin-Oxide) " suffisamment fine
pour permettre une acquisition optique précise des positions des billes.

Le second et principal intérét de cette fine couche conductrice est qu’elle est faci-
lement attaquable par des techniques de lithogravure; il est donc possible d’en isoler
électriquement différentes parties afin de les porter a un potentiel électrostatique différent.
Comme nous le verrons au chapitre 6, ceci permettra de soumettre le systeme a des po-

tentiels perturbateurs localisés.

1.2.3 Le cadre de confinement

Le cadre de confinement est constitué par une plaque de laiton de dimensions
extérieures 12x12 cm et dont l'intérieur est usiné a la forme voulue. Son épaisseur h
= 1,5 + 51072 mm a été choisie pour optimiser l'interaction entre les billes (voir cha-
pitre 2). Ce cadre de confinement joue a la fois le role de barriére de potentiel pouvant
repousser les billes lorsqu’on lui impose un potentiel électrostatique et celui de support
assurant la cohésion mécanique entre les deux électrodes.

Pour l'isoler des deux électrodes du condensateur et pouvoir lui appliquer un potentiel
électrostatique spécifique, les deux surfaces du cadre sont couvertes d’un film isolant en
Mylar dont I’épaisseur est de 'ordre de la dizaine de microns. Toutefois, dans la quasi
totalité des expériences menées, le cadre et 1'électrode inférieure ont été laissés en contact .

En fonction des problemes abordés, nous utilisons des confinements de différentes
formes (circulaires, elliptiques et hexagonales pour I’essentiel) et de diametres variés, de
l'ordre de 1 ¢cm pour étudier des systémes a faible nombre N de billes (typiquement
N < 30), et jusqu’a 10 cm pour permettre la formation d’un réseau de plus de 2000 billes.

L’utilisation de cadres plus grands, tentante pour augmenter le nombre de particules
dans nos cristaux, est délicate du fait des problemes de planéité de I’électrode inférieure

rencontrés

1.2.4 Mise sous tension du dispositif

L’électrode inférieure — et donc les billes — et le cadre de confinement sont maintenus
au potentiel nul, tandis que 1’électrode supérieure est portée a un potentiel électrostatique

fixe Vj via une alimentation haute tension.

"D’épaisseur 9,5.1072 £ 0,5.1072 pm et de résisitivité de I’ordre de 0,5 m€.cm.

8Si l'on isole le cadre de 1’électrode inférieure, il est possible de jouer sur I'intensité du confinement ;
cette possibilité a été utilisée pour tester le role du confinement. Par la suite, la situation équipotentielle
étant celle qui permettait d’avoir une distance entre les billes extérieures et le confinement semblable a

la distance interbilles typique, nous nous y sommes donc restreints.
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1.2. LE CONDENSATEUR
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F1G. 1.3 : Schéma général du condensateur (cas d’un cadre circulaire) et distribution des charges

électriques lors de la mise sous tension du dispositif.

Comme schématisé sur la figure 1.3, les billes et le cadre de confinement présentent
alors des charges de méme signe a leur surface, il en résulte donc une interaction répulsive

entre les billes et entre les billes et le cadre de confinement.

Le potentiel Vj est ajustable et varie typiquement entre 600 et 1200 V, avec une
incertitude de l'ordre du Volt. En dessous de cette plage, et compte-tenu de la distance
minimale que ’on doit respecter entre les billes ?, I'interaction est d’intensité trop faible au
regard des frottements . Au dessus de 1200 V, bien que la tension de claquage de I'air est
de 'ordre de 4000 V pour un condensateur d’épaisseur 1,5 mm, des claquages apparaissent

entre le cadre de confinement et I’électrode supérieure, qui sont beaucoup plus rapprochés.

Cette image de répulsion des charges ne doit pas laisser croire que l'interaction entre

9La distance minimale entre les billes est limitée bien siir par le diametre non nul de celles-ci, mais
la distance minimale retenue est supérieure a ce diametre afin d’éliminer, d’une part, les contraintes
stériques qui limitent les mouvements des billes et leur capacité a explorer les configurations accessibles,
et d’autre part, les phénomenes d’influence électrostatique. En effet, si ces derniers deviennent importants
ils empéchent de décrire I'interaction entre plusieurs billes comme une interaction de paires. Ce point sera

discuté lors du calcul exact de 'interaction, au chapitre 2.
107, "¢nergie de 'ensemble du systéme étant proportionnelle & V2 (voir chapitre 2), toute valeur de V;

pourrait convenir pour obtenir un systeme de particules en interaction. Cependant, I'agitation mécanique
a laquelle nous soumettons le systéme pour obtenir une agitation thermique effective doit étre supérieure a
un certain seuil, permettant de vaincre les frottements statiques des billes sur le wafer, afin que ’analogie
soit valable. Les systemes organisés de billes obtenus grace a 'interaction répulsive pouvant étre détruits

par l'agitation thermique, ceci impose une valeur minimale a Vj.
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nos objets est coulombienne . Ici, les billes sont & potentiel électrostatique constant quelle
que soit leur position, et non & charge constante 2. Par ailleurs, comme nous le verrons
plus précisément au chapitre 2, la distribution de potentiel a I'intérieur du condensateur
doit obéir a deux conditions limites fixes sur les deux électrodes, ce qui introduit une
modulation selon ’axe vertical qui nécessairement va induire ’apparition d’une longueur
caractéristique dans le plan horizontal. On doit donc plutot s’attendre a un potentiel

d’interaction de type écranté, comme cela sera démontré .

1.3 L’agitation mécanique

L’ensemble du systeme précédemment décrit est soumis a de petits déplacements hori-
zontaux réalisés a l'aide de deux haut-parleurs orientés dans deux directions horizontales
différentes. La plaque sur laquelle repose le montage est reliée a deux tiges horizontales
fixées directement par un joint silicone sur les membranes de ces haut-parleurs **. Les
haut-parleurs sont alimentés par deux bruits blancs indépendants, dans une gamme de

fréquences 0-200 Hz et d’amplitude commune A ajustable.

Soulignons que, dans cette plage de fréquences, aucune résonance du systeme haut-
parleurs + condensateur + support utilisée n’est observée. Par ailleurs, le déplacement du
systeme est totalement négligeable par rapport aux déplacements typiques des billes : le

référentiel du support est identique au référentiel de la caméra.

Soumises a ces vibrations, les billes acquierent un mouvement aléatoire dont il sera

montré au chapitre 3 qu’il est parfaitement décrit par le formalisme de I’équation de Lan-

HUPour étudier le cas d’un réseau de billes en interaction de type coulombien, plusieurs études
préliminaires ont été réalisées avec des billes chargées et posées sur des surfaces isolantes. Le chargement
des billes a été obtenu de deux manieres : soit par frottement direct sur la surface, la charge transférée
par effet triboélectrique saturant avec le temps ; soit par contact initial avec le cadre de confinement lors
de la mise sous tension. Mais, outre les problemes d’homogénéité de charges des billes ou de la surface,
ces expériences ne permettent pas de faire des expériences de longue durée. En effet, le frottement des
billes autour de leur position d’équilibre produit par transfert de charge avec I’isolant une inhomogénéité
supplémentaire de la surface et un autopiégeage du réseau, ce que nous souhaitons bien entendu éviter.
Néanmoins, nous reviendrons ponctuellement sur les quelques résultats incontestables de ces expériences

pour éclairer les observations faites dans le cadre d’un support conducteur.
1213 charge d’une bille isolée, estimée grossierement par la méthode dite ”de la douche” proposée par

Lambert et al. [34] est de l'ordre de 5.10712 C, et elle augmente d’un facteur 10 lorsque les billes se

rapprochent.
BDes essais ont été réalisés avec trois haut-parleurs orientés verticalement. La comparaison des distri-

butions des temps moyens de résidence dans les systemes a deux niveaux utilisés au chapitre 3 a montré
qu’il n’y avait aucune différence significative avec ceux obtenus avec des haut-parleurs horizontaux. Cette

derniere solution a été préférée, car elle sollicite moins les membranes des haut-parleurs.
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gevin . Nous disposons ainsi d'une agitation thermique avec une température effective
T = f(A) directement reliée a 'amplitude d’agitation A.

La fonction de conversion f pouvant évoluer d’une expérience a l'autre, a travers
notamment la modification de la masse du support ou de I’état de la membrane des haut-
parleurs, nous avons développé un thermometre in situ afin de mesurer la température
directement au niveau des billes plutot qu’indirectement par la lecture de 'amplitude A.

Ce thermometre, décrit plus précisément a la section 3.2.3, est simplement constitué
d’une bille piégée dans un petit trou circulaire percé dans le cadre de confinement. La me-
sure du déplacement quadratique moyen de cette bille permet alors d’accéder directement

a la température effective du systeme.

1.4 La détection et le traitement des images

Une caméra numérique, de résolution 659x494 pixels et de fréquence d’acquisition
maximale 117 Hz, est placée a la verticale du systeme afin d’enregistrer 1’ensemble des
positions des billes. L’acquisition est pilotée a l'aide du logiciel Labview. Notamment,
I’écart entre deux images successives est parfaitement controlé, avec un pas de temps
minimal de 10 ms. Les grossissements disponibles permettent d’obtenir des champs de
taille variable : d’une seule bille a I’ensemble du systeme.

Les programmes de traitement d’image ont été développés sous IDL a partir des rou-
tines '® de détection de particules développées par Crocker et Grier [35]. Ces routines sont
particulierement adaptées a la détection de particules ne se chevauchant pas et présentant
un bon contraste avec le fond (voir figure 1.4). L’incertitude sur la détection du centre de
la particule est de 'ordre du 1/10 de pixel pour une particule de diametre apparent de
I'ordre de quelques pixels. L’erreur dans ’espace réel dépend du grossissement : lors de
I'étude de systémes a faible nombre de particules, ’échelle est environ de 30 pixels/mm,
alors qu’elle est de 5 pixels/mm lorsqu’il s’agit d’observer quelques milliers de particules.
L’incertitude va donc de 3.1072 mm a 2.10~2 mm, soit, ramenée & I'ordre de grandeur de
la distance typique entre deux billes — environ 2 mm —, une incertitude allant de 1,5 %o
a2 %.

Afin d’obtenir les trajectoires des particules, il faut étre capable de suivre une par-
ticule d’une image sur l'autre. Les particules étant indiscernables, la seule méthode ne
nécessitant aucune hypothese a priori sur la nature de la trajectoire est de considérer

que, la position d'une bille étant repérée sur une image, sa position sur I'image suivante

4Bien que dans notre montage, les haut-parleurs ne soient pas orientés I'un par rapport & 'autre avec
un angle de 90°, aucune anisotropie dans 'agitation n’a été observée : cela est sans doute du au fait que
la liaison entre les haut-parleurs et le support n’est pas totalement unidirectionnelle, notamment a cause

de la souplesse des membranes et du collage en silicone sur ces dernieres.
5Disponibles sur http ://www.physics.emory.edu/ weeks/idl/
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Fic. 1.4 : Image brute d’un réseau de 2269
billes confinées par un cadre hexagonal (taille
réelle de l'image 640 x 480 pizels, taille d’un
coté de Uhexagone 48 mm). Le trou circulaire
dans lequel se trouve une bille, situé dans
le coin du cadre, est le thermométre in situ

présenté a la section 3.2.3.

correspond a celle de la bille située a la plus petite distance de sa position initiale.

Cet algorithme fonctionne bien a partir du moment ou 'on a un nombre constant
de billes dans le champ de la caméra — situation dans laquelle nous nous sommes donc
toujours placés —, et que le pas de temps entre deux images est suffisamment faible.
En pratique, nous arrivons a suivre les trajectoires individuelles des billes jusqu’a des
températures proches des températures de ”fusion” des réseaux.

L’obtention des coordonnées de 2000 particules sur une série de 10000 images mobilise

environ 2h de temps de calcul, et la détermination des trajectoires au moins autant *6.

16Pour autant, nous n’avons pas cherché au cours de ce travail & améliorer les algorithmes de détection
ou de suivi des trajectoires : la puissance actuelle des processeurs suffit pour avoir un temps de calcul

raisonnable méme avec un algorithme glouton.
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Chapitre 2

Détermination des interactions
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2.1 Introduction

La détermination de l'interaction entre les billes revét de 'importance a différents
niveaux.

Dans les cristaux a grand nombre de billes, la donnée de l'interaction détermine la
valeur des constantes élastiques décrivant I’ensemble des propriétés mécaniques du réseau.
Lorsque nous introduirons un potentiel de piégeage, il sera nécessaire, pour apprécier le
poids de ce piégeage, de le comparer aux caractéristiques générales de cette interaction.

Dans les systemes a faible nombre de billes, cette interaction, couplée avec le poten-
tiel de confinement, controle les configurations d’équilibre des billes et leur dynamique.
Cette dépendance est d’ailleurs si grande que nous en avions initialement tiré profit pour
déterminer indirectement la nature de I'interaction [36]. Il nous apparait donc nécessaire
de déterminer précisément cette interaction et ses principales caractéristiques pour pou-
voir analyser quantitativement nos résultats expérimentaux.

Mais au dela, la détermination de cette interaction interbilles permet aussi de

savoir dans quelle mesure le parallele avec les autres systemes physiques présentés en
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introduction peut étre pertinent, et par la méme d’étre capable de discuter les limites

aux analogies que nous ferons.

L’expression de ’énergie d’interaction entre deux billes placées dans le condensateur
est déterminée par un calcul semi-analytique exact. Elle peut étre exprimée uniquement
a partir des données géométriques caractéristiques du condensateur et des billes.

Cette interaction calculée, la modélisation du cadre de confinement vu comme un
ensemble de billes de diametre h au contact permet de déterminer l'interaction entre une
bille de diametre 2R < h et un cadre de confinement de hauteur h présentant une symétrie
circulaire, cas auquel nous nous sommes restreints. Toutefois, la différence de diametres
entre les billes et celles modélisant le cadre rend nécessaire une correction empirique a
I’amplitude de I'interaction.

Pour déterminer cette amplitude effective puis valider I’ensemble du calcul, nous com-
parons les configurations d’équilibre obtenues pour des ilots de 5 a 30 billes confinées
dans un cadre circulaire a celles calculées a partir de notre détermination théorique des
interactions.

Les grandes lignes des calculs, élaborés dans le cadre d’une collaboration avec P. Ga-
latola et J.-B. Fournier, sont présentées dans la section 2.2. Nous renvoyons a l'annexe A
pour une présentation plus détaillée. La comparaison avec les résultats expérimentaux est

reportée dans la section 2.3.

2.2 Calcul semi-analytique des interactions

2.2.1 Interaction entre deux billes

Nous considérons un systéme constitué de deux billes (de rayon R) placées dans le
condensateur et séparées d’une distance intercentres d > 2R, et calculons leur énergie
d’interaction &£(d) qui est, par définition, la différence d’énergie électrostatique stockée
dans le condensateur en présence ou en l'absence des deux billes. Le condensateur est
supposé infini, d’épaisseur h > 2R. Son électrode inférieure est au potentiel zéro, ainsi
que les billes. L’électrode supérieure est au potentiel V4.

L’ensemble condensateur + billes étant a 1’équilibre, le potentiel électrostatique V'
a l'intérieur du condensateur et a l'extérieur des billes obéit a lI’équation de Laplace
V2V = 0 et doit satisfaire aux conditions limites imposées par la valeur du poten-
tiel sur les électrodes et sur les billes. La solution a ce probleme est déterminée a
I’aide d'un développement multipolaire de V', qui est également développé sur des har-
moniques sphériques symétrisées pour respecter les symétries propres du probleme. Le
poids relatif vy, de chacune de ces harmoniques doit alors étre déterminé en prenant

en compte les conditions limites auxquelles V' doit obéir. Cette détermination ne peut
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étre faite que numériquement et a cette fin, il est nécessaire de réaliser une troncature
dans le développement de V', a un ordre suffisant pour obtenir une solution stable. Les
équipotentielles caractéristiques autour des billes dans le plan vertical passant par leurs
centres sont présentées sur la figure 2.1. On peut voir que la perturbation dans les lignes
équipotentielles due a l'introduction des billes se maintient dans le plan horizontal sur

une distance de 'ordre de la hauteur du condensateur.

Fic. 2.1 : Equipotentielles dans le plan verti-

cal passant par le centre des billes. Les billes
sont marquées en blanc, les zones sombres
correspondent aux valeurs du potentiel les

plus faibles.

Connaissant ce potentiel, il est alors aisé de calculer 1'énergie £(d), qui vaut
1
£(d) = 5 AQV, (2.1)

ou AQ est la différence entre les charges accumulées sur la face supérieure du condensateur
dans le cas du condensateur en présence des deux billes par rapport au cas du condensateur
vide. Celle-ci s’écrit

AQ = —87‘(‘60Vbh |:1)00§ + ’Ulo] s (2.2)

ol vgg et vyp sont respectivement les coefficients des termes monopolaire et dipolaire
centrés sur les centres des billes, qui ont été déterminés précédemment. Notons que ces
deux coefficients dépendent de la distance d entre les billes.

Ainsi 'énergie s’écrit

£(d) = eV2he(d), (2.3)

ou £(d) est une grandeur adimensionnée, dépendant a la fois de R et h et déterminée
numériquement (via vo et vig) pour chaque valeur de d. Pour les distances d avec lesquelles
nous avons travaillé (soit 2R < d < 13R ,avec R = 0,4 mm), la fonction £(d) est tres bien

ajustée par (voir figure A.3 en annexe A)

e(d) = eoKo(d/N), (2.4)

ou K est la fonction de Bessel modifiée de seconde espece, ayant les comportements

limites suivants :

Kold/N) [y —In(d/), (25)
Kofd/y) o\ aae (26)
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g0 et A sont ici les parametres d’ajustement. Nous trouvons €9 >~ 0,71 et A ~ 0, 32h.
Notons que méme si dans nos expériences h est fixe, cette derniere relation de propor-
tionnalité entre A et h n’est pas un jeu d’écriture formelle : une étude de la dépendance
de A\ en fonction de h a permis de montrer la validité de cette relation de proportion-
nalité, ainsi par ailleurs que 'indépendance de A envers la taille des billes. La longueur
caractéristique de la portée de notre interaction est donc directement controlée par la
hauteur du condensateur.

Soulignons que cette interaction est exactement celle existant entre deux vortex dans

un supraconducteur de type II [37].

Par ailleurs, I’apparition de cette fonction Ky n’est pas totalement surprenante; I'in-
sertion d’une bille dans le condensateur provoque une perturbation dans le potentiel
électrostatique qui doit étre nulle sur chacune des plaques; si on la développe en série
de Fourier, la premiere harmonique selon z est sin(mz/h) : loin de la bille, le systéeme a
une symétrie cylindrique et la solution complete a 1’équation de Laplace, nulle a l'infini,
liée & cette harmonique, est sin(mz/h)Ko(wh/d), ou d est la distance au centre de la bille.
Et dans cette approximation, la longueur d’écran vaut h/m ~ 0.318h, ce qui est proche

du résultat trouvé.

Dans nos expériences, h vaut 1,5 mm, ce qui conduit a A = 0,48 mm. Ceci indique
déja la plage de distances pour laquelle I'interaction entre deux billes est significative,
et par conséquent les densités en billes que nous pouvons utiliser. Si 'on considere qu’au
dela de 5 I'interaction devient négligeable, les distances de travail raisonnables, en tenant
compte de 'encombrement stérique, se situent entre 1 et 2 mm?'. Ainsi, les billes seront
généralement placées a une distance relative de I'ordre de la distance de transition entre

les deux régimes limites (équation (2.5)).

Ce résultat appelle un commentaire : on peut étre tenté, afin d’étre dans le régime
logarithmique et d’obtenir une interaction a plus longue portée au regard du pas du réseau,
d’augmenter A en augmentant A ou, ce qui revient au meéme, en diminuant la taille des
billes. Il faut noter cependant que 'amplitude A décroit fortement lorsque h augmente
(comme h~>® environ); par conséquent, les possibilités d’augmenter i pour obtenir une
interaction a plus longue portée sont limitées si I’'on veut conserver une interaction ayant
une intensité correcte, permettant de s’extraire des frottements statiques. Inversement,
pour se placer dans le régime exponentiel, I'intention de diminuer A\ via h ne résiste pas

a la contrainte h > 2R, il faudra donc diminuer la densité en billes pour augmenter d.

IExpérimentalement, les observations de cristaux de billes confirment cette fourchette : au dela d’une
distance interbilles de 2 mm, les cristaux sont plus "mous” et leur ordre trop facilement détruit par les

fluctuations thermiques.
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2.2.2 Interaction d’une bille avec la paroi

L’interaction entre deux billes étant déterminée, nous calculons 'interaction d’une bille
avec le cadre du confinement. Nous nous restreignons au cas d’un petit confinement circu-
laire car nous n’allons utiliser cette détermination de l'interaction avec la paroi que dans
le cas précis d’ilots confinés circulairement, pour lesquels les effets de bords deviennent
importants 2. Dans le cas des cristaux & grand nombre de billes, cette interaction n’est pas
déterminante puisque sa portée, qui est structurellement de I'ordre de grandeur de celle
de l'interaction interbilles, est petite devant la taille du systeme.

Connaissant l'interaction interbilles et l'interaction avec le cadre, il sera alors pos-
sible de calculer précisément ’énergie d’une configuration, et notamment de déterminer
les configurations correspondant a un état d’équilibre. Cette opportunité présente deux
intéréts importants. D’ une part, la comparaison des états d’équilibre calculés pour de tels
systemes avec les observations expérimentales permettra, a la section 2.3, de confirmer
la validité méme du calcul de l'interaction entre billes. D’autre part, la connaissance des
valeurs des niveaux d’énergie des configurations stables et métastables va nous permettre,
au chapitre 3, de valider notre étalonnage de température. Par ailleurs, ces valeurs seront
I'un des parametres pertinents a prendre en compte lors de I'analyse de la dynamique des
petits systemes confinés, qui sera présentée dans la quatrieme partie de ce mémoire.

Du fait de la difficulté de calcul engendrée par la présence de deux symétries différentes
(sphérique pour les billes, cylindrique pour le cadre), le cadre de confinement de diametre
2R, de 'ordre du cm et de hauteur h est modélisé comme une rangée de billes au contact
de diametre h et dont le centre est & une distance R, du centre du cadre de confinement.

Afin de mener le calcul présenté en annexe A.2, il a été fait I’hypothese que l'interac-
tion d’une bille avec la paroi est la somme des interactions avec toutes les billes fictives
constitutives de cette paroi. Cette hypothese reste valable tant que la bille ne se trouve pas
trop proche de la paroi, et sera confirmée in fine par la confrontation avec I’expérience.

Bien str, il faut prendre en compte le fait que la barriere n’a pas la méme hauteur
que les billes, ce qui nous conduit a utiliser une amplitude d’interaction effective ; entre
une bille réelle et une bille fictive qui sera déterminée par ajustement avec les données
expérimentales. Pour une bille située a une distance r du centre du confinement, nous

trouvons I’énergie d’interaction
Eo(r) = eVihed(r), (2.7)

avec I'énergie adimensionnée e, définie par :

ec(r) = &1 (2.8)

\/27T>\CRCX 1_z+r—Rc
h. P R an |

2Par ailleurs, il serait difficile de discuter de la validité des hypotheses émises dans un cas plus général.
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ou A, =~ 0.29h = 0,44 mm. Cette expression analytique a été obtenue par un
développement limité autour de r = R./2 et suppose R. > h; en particulier, elle ne
rend donc pas correctement compte de l'interaction avec le cadre d’une bille au centre
ou trop proche du bord. Cependant, nous verrons que cette approximation est suffisante
pour rendre compte des faits expérimentaux.

Notons également que la portée de I'interaction entre une bille et la paroi est semblable
a celle de 'interaction interbilles, résultat qui est bien entendu indépendant de la forme
du confinement.

Il reste a déterminer la constante 1, ce qui va étre fait dans la section suivante. De fait,
nous verrons que cette amplitude effective permet de corriger correctement non seulement
les différences de hauteurs précédemment évoquées, mais également les approximations

du modele telles que la discrétisation de la paroi.

2.3 Comparaison entre configurations observées et

calculées

2.3.1 Choix du systeme

Afin de valider le calcul de linteraction interparticules, nous avons confronté les
résultats expérimentaux avec les résultats théoriques obtenus dans des situations sem-
blables. Il faut pour cela se placer dans une situation ou la nature de l'interaction est
discriminante dans le comportement des objets étudiés. Arrétons-nous sur le choix du
systeme expérimental a adopter.

Si I'on considere de grands cristaux, la configuration d’énergie minimale est, pour la
plupart des interactions, un réseau hexagonal. La configuration d’équilibre renseigne donc
peu sur la nature de l'interaction?®. Si le spectre de phonons dépend des interactions, le
déterminer dans un systeme fini et en déduire I'interaction, sans a priori sur sa nature,
est délicat *. Au mieux, 1’étude de ces cristaux permet essentiellement de retrouver I'inter-
action effective prenant en compte ’ensemble des interactions, par exemple en mesurant
la distribution des liens entre deux particules [35], ou par des méthodes de Monte-Carlo
inversées [41]. Si on cherche alors a simplifier le systéme, 1'utilisation d’un systeme 1D de
particules peut répondre a cet objectif, mais la encore le probleme d’inversion consistant a

déterminer l'interaction a partir de mesures telles que la distribution des particules n’est

3Récemment, Zheng et Grieve ont toutefois déterminé I'interaction entre les billes d’un systeme sem-
blable au notre a partir des positions d’équilibre d’un cristal posé sur un plan incliné, mais ils ont di pour
cela postuler la forme générale de leur interaction, qu’ils ont supposée coulombienne [38]. Nos résultats

démontrent que cette hypothese est erronée.
4Signalons toutefois dans cet ordre d’idée, les travaux de Melzer et al. qui ont déterminé

expérimentalement les modes de vibrations de petits ensembles de poussieres chargées confinées et en

on déduit les caractéristiques de I'interaction entre ces particules [39,40].
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simple que pour des particules en interaction tres courte portée® (de l'ordre de la taille
des objets) comme 'ont montré Hansen-Goos et al. [42].

L’utilisation de systemes confinés n’ayant qu'un faible nombre de particules est de ce
fait 1'idée a priori la plus naturelle. Cette idée se heurte toutefois au fait que I'introduction
du confinement ajoute un parametre supplémentaire a déterminer. Il faut par ailleurs que
les effets de bord ne prédominent pas totalement, afin que les différences de comportement
observées puissent étre associées a la nature de l'interaction entre les particules.

Pour réaliser ce compromis, nous avons retenu le systeme expérimental des ilots de
Wigner, constitué d’un petit nombre de billes (N < 30) confinées circulairement, avec
une densité telle que la distance typique entre deux particules est de l'ordre de la portée
de l'interaction. Ce type de systemes faisant intervenir un faible nombre de particules
confinées fait actuellement ’objet de nombreuses travaux ®, notamment numériques”, qui
montrent qu’en effet les niveaux d’énergie relatifs des configurations d’équilibre sont tres

sensibles a 'interaction interparticules.

2.3.2 TIlots de Wigner : description des états d’équilibre

Les configurations d’équilibre des ilots de Wigner peuvent étre décrites comme une
succession de couches de billes concentriques, qui seront désignées par la notation (N —
Ny — Ny —...), ou N est le nombre de billes situées sur la i-eme couche, comptée a partir
du centre®.

Comme nous le verrons en détail dans la prochaine section, cette structure en couches
se retrouve quelle que soit l'interaction; elle résulte du compromis a réaliser entre la
symétrie circulaire due au confinement et la propension naturelle de I'’ensemble des par-

ticules & s’organiser en un réseau de symétrie hexagonale en I’absence de contraintes®.

5Nous reviendrons en particulier sur ce probleme lors de notre étude de la diffusion dans une couronne

au chapitre 10.
6L’intérét pour ces systemes vient entre autres de I'objectif de disposer de composants électroniques

de faible taille, proche de la taille des objets s’y déplacant. La compréhension de la maniere dont s’or-
ganisent ces objets (électrons, vortex) est en particulier la porte d’entrée & une compréhension, par
exemple, de leur dynamique d’entrée/sortie dans ces dispositifs. (voir par exemple, pour des quantum
dots, la référence [43]), ou des problémes de circulation au niveau du croisement entre deux composants
linéaires [44].

"Le faible nombre de particules permet, au regard des techniques actuelles, un traitement numérique
fiable.

8Historiquement, cette situation n’est pas sans rappeler le premier modele atomique élaboré par Thom-

son en 1904, qui considérait un ensemble de charges (les futurs électrons) placées a l'intérieur d’une sphere

présentant une densité uniforme de charges de signe opposé [45].
9Une bonne illustration des subtilités de cette compétition est donnée par Candido et al. [46], qui ont

étudié numériquement les configurations d’équilibre pour un potentiel d’interaction coulombien écranté
(potentiel de Yukawa) : lorsque la longueur d’écran diminue fortement, 'importance de la force de confi-
nement grandit, les particules se rapprochent du centre et, étant éloignées du bord, s’organisent en un

cluster présentant une symétrie hexagonale.
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Le nombre de billes étant fixé, nous déterminons expérimentalement les configurations
d’équilibre d’énergie en laissant évoluer le systéeme mis en contact avec notre ”thermo-
stat” 10, c’est-a-dire agité a amplitude constante par les haut-parleurs. Plusieurs tran-
sitions entre différentes positions d’équilibre stables ou métastables sont observées. La
configuration d’énergie minimale est celle apparue le plus longtemps. Afin de nous assurer
que le systeme n’est pas piégé dans un minimum local, nous répétons systématiquement et
plusieurs fois la procédure consistant a agiter fortement le systeme avant de baisser 1’agi-
tation a un niveau pour lequel les couches sont bien définies. Les configurations obtenues
pour un nombre de billes allant de 5 a 29 placées dans un cadre circulaire de diametre 10
mm sont présentées sur la figure 2.2.

Ces configurations sont définies essentiellement d’une part par le nombre de billes sur
chacune des couches, mais également par le rayon de ces dernieres. Pour N = 5 billes,
I’état stable consiste en une seule couronne. Jusqu’a N = 16, les configurations présentent
ensuite deux couronnes bien identifiées, la bille supplémentaire entre la configuration N
et la configuration N + 1 se placant dans une des deux couches définies des N = 6. Au
dela de 16 billes, les configurations présentent 3 couches. On voit toutefois que pour un
nombre de billes supérieur a 20, la zone centrale de I'ilot subit moins les effets du bord
et commence a présenter une symétrie hexagonale, et la notion de couches est moins
nette. Par ailleurs, une analyse plus fine de certaines couches, comme par exemple la
couche extérieure de l'ilot a 18 billes, montre que 'on peut y distinguer en réalité deux
sous-couches présentant des rayons légerement différents, signe une nouvelle fois de la
tendance du réseau de billes a adopter une symétrie hexagonale. Signalons enfin que cette
symétrie hexagonale peut étre particulierement bien respectée pour certains nombres de
billes comme N = 7 (configuration (1-6)) ou N = 19 (configuration (1-6-12)).

2.3.3 Confirmation expérimentale de la nature des interac-

tions

En nous placant exactement dans ces conditions expérimentales, les configurations
d’équilibre des systemes ont été calculées numériquement a partir des énergies potentielles
d’interaction que nous avions déterminées. L’énergie normalisée du systeme est donnée

par ! :

H= Y e(ri-—r)+ Y ellr), (2.9)

1<i<j<N 1<i<N

ou ¢ est I'énergie d’interaction interbilles, donnée par (2.4), e, est I’énergie d’interaction

9Dont nous montrerons au chapitre suivant qu’il se plie bien aux exigences que ’on peut avoir envers

un thermostat.
Tl a été supposé que l'interaction entre billes était une interaction de paires, c’est-a-dire que les

phénomenes d’influence ont été négligés. Cette hypothese sera validée par la prédictibilité du modele.
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Fic. 2.2 : Etats fondamentaux pour les tlots de Wigner de 5 a 29 billes en confinement circulaire.

d’une bille avec le cadre, donnée par (2.8), et r; est la position de la bille i par rapport au
centre du cadre. Cette énergie a été minimisée par une méthode de gradient conjugué [47]
en partant d’un large ensemble de conditions initiales différentes afin de bien trouver tous
les minima locaux, puis le minimum global. Nous pouvons ainsi déterminer 1’état fonda-
mental, mais aussi les états excités. Avant de comparer les résultats expérimentaux et
théoriques, il nous reste a déterminer "amplitude effective €, introduite de fagon empi-

rique a la section 2.2.2.
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Fia. 2.3 : Configuration de l’état fondamen-
tal a 20 billes dans un cadre de diamétre
10 mm. Les cercles représentent les positions
expérimentales, les croix les positions prévues

théoriquement.

Détermination de Pamplitude effective ¢

Pour déterminer 'amplitude effective €1, nous nous sommes focalisés sur un cas simple,
le systeme a 5 billes, dont la configuration de I’état fondamental, dans les expériences
comme dans notre modele théorique et ce dans un large spectre de valeurs d’essai pour
g1, est une seule couronne de 5 billes. En ajustant le rayon de la configuration, qui varie
de maniere monotone avec €1, avec le rayon expérimental r = 2,25 mm, la valeur de
I’amplitude effective a été évaluée a e, = 0, 47.

La robustesse de cette évaluation est par exemple illustrée sur la figure 2.3 avec un
systeme de 20 billes a 3 couches : les positions relatives des billes dans la configuration
de I'état fondamental, calculée a partir de la méme constante 1, sont également bien
prévues.

Ceci valide définitivement les hypotheses et simplifications, apparemment fortes, qui
avaient été faites pour estimer la force du confinement.

La valeur de €; est désormais considérée comme connue et, comme nous allons le voir,
elle permet de rendre compte de maniere satisfaisante des situations rencontrées dans les
autres configurations.

Comparaison des configurations observées et calculées

Afin de valider plus completement I’ensemble de nos calculs, notamment celui de la
nature de l'interaction interbilles nous avons comparé les configurations observées de
I’état fondamental pour les systemes de 5 a 30 billes avec les configurations obtenues

numériquement avec l'interaction interbilles Ky et I'interaction bille-paroi .. Nous com-
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parons également nos résultats avec d’autres résultats numériques !? basés sur une in-
teraction logarithmique (interaction II [50] et III [51] dans ce qui suit), une interaction
coulombienne écrantée (interaction IV [50]), une interaction coulombienne ' (interaction
V [49]) et une interaction dipolaire (interaction VI [52]). L’ensemble de ces configurations
est reportée dans le tableau 2.1.

Avant de détailler cette comparaison, il convient cependant de préciser en quoi elle est
légitime, puisque les conditions expérimentales ne sont pas exactement celles des simula-
tions IT a VI.

Tout d’abord, examinons 'effet éventuel de la forme du potentiel de confinement. Les
simulations pour les interactions II & VI ont été réalisées avec un profil de confinement
parabolique '*. En réalité, cette modélisation permet de rendre compte d’une densité en
billes homogene. En revanche, 1'utilisation d’un potentiel de confinement coulombien a
tendance a augmenter la densité centrale [53] tandis que placées dans un puits de potentiel
infini, les particules sont plus nombreuses au bord [54]. Nos ilots ayant toujours présenté
une densité homogene, la comparaison avec ces simulations semble correcte de ce point
de vue la.

Par ailleurs, une modification de l'intensité de la force de confinement peut, a priorr,
induire une modification de la configuration d’énergie minimale. Lorsque la force d’inter-
action est en loi de puissance, une renormalisation de ’échelle des longueurs montre en
réalité que le probleme se ramene a des interactions d’amplitude égale, puisque ce qui nous
importe est la position relative des particules . Pour le potentiel coulombien écranté, il
apparait une constante supplémentaire, a savoir la longueur d’écran. Dans leur étude, Lai
et al. ont fait varier cette longueur (ce qui indirectement revient a modifier 'amplitude
du confinement) et ont montré que les configurations ne sont pas modifiées pour une
longueur d’écran restant dans les ordres de grandeur de la distance entre particules [50].
Enfin, expérimentalement, nous avons testé cette dépendance envers le potentiel de confi-
nement en isolant le cadre de 1’électrode inférieure et en le portant a des potentiels variant
entre —600 V et 0 V, I’électrode supérieure étant portée au potentiel 600 V et 1’électrode

inférieure toujours reliée a la masse. Dans tous les cas, les mémes configurations ont été

12Dans ces travaux, les configurations d’équilibre ont été déterminées par des méthodes de Monte-Carlo
ou de dynamique moléculaire. Il faut garder a I’esprit, néanmoins, que 'augmentation du nombre de billes
induit une augmentation du nombre de minima locaux dans le paysage énergétique, et qu’il n’est jamais
exclu d’avoir oublié une configuration, comme le montre par exemple les corrections apportées au sein de

la méme équipe de recherche entre deux travaux étudiant le cas de Uinteraction coulombienne [48,49].
13Nous appelons ici coulombienne I'interaction dont le potentiel varie en 1/r, c’est-a-dire I'interaction

entre deux charges dans un espace a 3 dimensions, alors qu’a 2 dimensions l'interaction entre deux charges

est logarithmique.
14Un tel profil correspond, pour des interactions coulombiennes, & la présence d’un fond continu et

homogene de charges de signe opposé a celui des particules, comme dans le modele de Thomson.
15Gi la force entre deux particules s’écrit Ar® et 'interaction avec la paroi s’écrit Br?, une renormali-

sation des distances par ro = AY/(#=2) B1/(¢=8) permet de se ramener & des forces d’égale amplitude.
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obtenues.

Par conséquent, les différences dans les configurations d’énergie minimale que 1’on
peut observer a la lecture du tableau 2.1 ne proviennent pas de l'effet du confinement et
ont bien pour origine la différence entre la nature des interactions entre particules; nous
en déduisons que l'observation de ces configurations est un parametre discriminant pour
estimer la nature de ces interactions. Bien que ’ensemble des configurations présente les
mémes caractéristiques générales d’anneaux concentriques, des différences notables selon
I'interaction apparaissent quant au remplissage des couches.

Toutes les différences ne doivent cependant pas étre regardées de la méme maniere :
en effet, les états fondamentaux associés a l'une des interactions correspondent le plus
souvent, quand ce n’est pas a l’état fondamental, a I’état excité pour un autre type
d’interaction. Par conséquent, si ces deux états sont proches en énergie, il est possible que
I'incertitude expérimentale ou l'incertitude numérique conduisent a voir une différence la
ouil n’y en a pas. Nous avons donc calculé, en nous basant sur les énergies déterminées par
Campbell et Ziff 16, les différences d’énergies relatives AE/E entre le premier état excité
et ’état fondamental, et retenu comme situations réellement discriminantes entre deux
types d’interaction celles pour lesquelles AE/E > 30% [51]. Inversement, pour N = 20,
cette différence est de l'ordre de 107°, et il est clair que ce cas ne peut servir comme
facteur discriminant. De plus, pour les situations a grand nombre de billes, des sources
d’incertitude supplémentaires apparaissent. Expérimentalement d’abord, il est possible
que les contraintes stériques ne permettent pas d’explorer parfaitement ’ensemble des
différents états. Numériquement, I’augmentation du nombre de configurations d’équilibre
rend la détermination de I’état fondamental plus hasardeuse. Enfin, dans le cas de notre
modélisation, I’hypothése d'une interaction de paires!” trouve peut-étre 1a ses limites, et
le rapprochement de certaines billes du bord rend la modélisation de la paroi comme un
ensemble de billes certainement moins adaptée.

Compte-tenu de tout cela, les configurations ”pertinentes” pour la comparaison corres-
pondent aux cas N = 9,16, 17,22, 24, 27. Au regard du tableau 2.1, il apparait clairement
que pour ces nombres de billes, les simulations rendant le mieux compte des configura-
tions que nous observons expérimentalement sont celles réalisées a partir des interactions
de type Kj. Inversement, les interactions en loi de puissance de type V et VI et méme,
de maniere plus surprenante, 'interaction de Yukawa (type IV), ne permettent pas de
prédire nos configurations, notamment dans les cas discriminants cités précédemment.

Notons que les interactions logarithmiques prédisent des configurations tres semblables
a celles obtenues a partir de I'interaction de type Ky, puisque les deux cas de désaccord,

N =20 et N = 28, sont des cas jugés non pertinents.

16T 'utilisation des résultats de Campbell et Ziff plutét que des notres est plus légitime pour discuter

des résultats en fonction des autres simulations, également réalisées avec un potentiel parabolique.
17C’est & dire le fait de ne pas prendre en compte les phénomenes d’influence électrostatique.
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Galatola Lai Campbell Lai Kong Belousov

et al. [30] et al. [50] et al. [51] et al. [50] et al. [49] et al. [52]
E(r) Ko(r/\)  —In(r/A) —In(r/A) e 7/*)r 1/r 1/r3
N | Exp. I 11 111 v \Y VI

5 5 5 5 5 5 5 5

6| 1-5 1-5 1-5 1-5 1-5 1-5 1-5
7| 1-6 1-6 1-6 1-6 1-6 1-6 1-6
8| 1-7 1-7 1-7 1-7 1-7 1-7 1-7
9| 1-8 1-8 1-8 1-8 2-7 2-7 2-7
10| 2-8 2-8 2-8 2-8 2-8 2-8 3-7
11| 3-8 3-8 3-8 3-8 3-8 3-8 3-8
121 39 3-9 3-9 3-9 3-9 3-9 3-9
13 ] 49 4-9 4-9 4-9 4-9 4-9 4-9
14 | 4-10 4-10 4-10 4-10 4-10 4-10 4-10
15| 4-11 4-11 4-11 4-11 5-10 5-10 5-10

16 | 5-11 5-11 5-11 5-11 1-5-10 1-5-10 1-5-10

17 | 1-5-11 1-5-11 1-5-11 1-5-11 1-6-10 1-6-10 1-6-10
18 | 1-6-11 1-6-11 1-6-11 1-6-11 1-6-11 1-6-11 1-6-11
19 | 1-6-12 1-6-12 1-6-12 1-6-12 1-6-12 1-6-12 1-6-12
20 | 1-6-13 1-6-13 1-7-12 1-6-13 1-7-12 1-7-12 1-7-12
21| 1-7-13 1-7-13 1-7-13 1-7-13 2-7-12 1-7-13 2-7-12
22| 1-7-14  1-7-14 1-7-14 1-7-14 2-8-12 2-8-12 2-8-12
23| 2-8-13 1-8-14 1-8-14 1-8-14 3-8-12 2-8-13 3-8-12
24| 2-8-14  2-8-14 2-8-14 2-8-14 3-8-13 3-8-13 3-8-13
25| 3-8-14  3-8-14 3-8-14 3-8-14 3-9-13 3-9-13 3-9-13
26 | 3-9-14  3-9-14 3-9-14 3-9-14 4-9-13 3-9-14 4-9-13
27 | 3-9-15  3-9-15 3-9-15 3-9-15 4-9-14 4-9-14 4-9-14
28 | 3-9-16  3-9-16 4-9-15 4-9-15 4-10-14 4-10-14 4-10-14
29 | 4-9-16 4-10-15 4-10-15 4-10-15 4-10-15 4-10-15 5-10-14
30 | 4-9-17 4-10-16 4-10-16 4-10-16 5-10-15 5-10-15 5-10-15

TAB. 2.1 : Configurations de l’état fondamental pour des systémes de 5 a 30 particules confinées
circulairement. Premiere colonne : observations expérimentales; types I a VI : détermination
numérique. L’interaction de type I correspond a la modélisation de notre interaction. Les interac-
tions de type II a VI ont été associées a un confinement parabolique. Les configurations marquées
en gras signalent les différences avec les observations expérimentales. Les lignes grisées corres-

pondent aux cas jugés les plus pertinents pour la discrimination.

En conclusion, la bonne adéquation entre le modele et les expériences valide la

détermination de l'interaction entre billes ainsi que de l'interaction entre une bille et
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la paroi, dont 'amplitude a été déterminée une fois pour toutes a partir uniquement du
cas N =5 billes. La bonne adéquation avec le modele logarithmique '® confirme par ailleurs
que les distances typiques entre billes sont de I'ordre de grandeur de la zone transitoire

entre les deux régimes extrémes pour la fonction K.

Analogie avec des vortex dans un supraconducteur

L’interaction que nous avons ainsi déterminée étant semblable a l'interaction entre
vortex dans un supraconducteur de type II, nous pouvons comparer nos résultats avec
les quelques résultats existant dans des ilots supraconducteurs. Si, expérimentalement,
I'organisation de vortex dans des ilots a pu étre observée par microscopie SQUID [55], la
seule détermination claire des structures ou couches a été réalisée par Grigorieva et al.
par une technique de décoration [56]. Les auteurs reportent les configurations observées
jusqu’a N = 11. Nos observations sont identiques, a I’exception du cas N = 9, qui n’est pas
prévu non plus par les simulations effectuées a partir d’une interaction logarithmique [51]

ou directement dans le formalisme de Ginzburg-Landau [57].

Nous pouvons également comparer les positions d’équilibre obtenues pour un systeme
de 17 billes placées dans un confinement elliptique (dont le rapport entre le grand et le
petit axe est de 5/3) avec celles calculées par Meyers et Daumens pour un systeme de 17
vortex placés dans un supraconducteur mésoscopique de méme ellipticité que notre confi-
nement [58]. La configuration d’équilibre qu’ils obtiennent par minimisation de I’enthalpie
libre obtenue dans le formalisme de Ginzburg-Landau est présentée sur la figure 2.4(a). Les
configurations (b) et (c) sur cette méme figure correspondent respectivement a 1’état fon-
damental et au premier état excité obtenus avec notre dispositif. La similitude entre 2.4(a)
et 2.4(c) est remarquable jusque dans les détails comme par exemple la brisure de symétrie
axiale par rapport au grand axe. Apres un nouvel examen de leur configuration, Meyers
et Daumens ont montré que la configuration présentée dans [58] est effectivement celle du
premier état excité, la différence d’énergie relative étant de l'ordre de 107°. Au passage,
ceci confirme l'efficacité de nos procédures expérimentales pour classifier les configurations
d’équilibre.

Cette similarité, d’autant plus convaincante que la brisure de symétrie dans le cas
d’un confinement elliptique augmente le nombre d’états d’équilibre distincts, confirme

définitivement la validité de 'interaction interbilles que nous avons calculée.

8En l'absence de calcul direct de l'interaction, cette adéquation nous avait conduit & penser que

linteraction était logarithmique [36].
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F1a. 2.4 : (a) : configuration d’équilibre déterminé par Meyers et Daumens pour 17 vortex dans
un supraconducteur mésoscopique [58]; (b) : configuration de l’état fondamental pour le méme
nombre de billes dans un confinement elliptique de méme ellipticité. La configuration différe du

premier état excité (c) essentiellement par les positions relatives des 5 billes centrales.

2.4 Conclusion

Ainsi, I'interaction entre les particules de notre systéme modele est décrite par ’énergie

potentielle

E(d) = EKo(d/N\) = 0.71eVihKo(d/ ), (2.10)
avec A =~ 0,29h ~ 0,48 mm.

Dans les cristaux de Wigner macroscopiques, la connaissance de cette interaction nous
permettra notamment de déterminer les constantes élastiques.

Nous avons également pu évaluer l'interaction des billes avec la paroi. Dans le cas
général, cette interaction a une portée de I'ordre de grandeur de \. Dans le cas des petits
confinements circulaires, nous l’avons déterminée précisément et pouvons calculer de

maniere exacte 1’énergie des configurations.

Nous pouvons de plus préciser quantitativement ici l'ordre de grandeur de deux
quantités qui nous serviront de grandeurs de référence pour les discussions ultérieures.
Pour une distance typique entre deux billes ag = 1.5 mm et une différence de potentiel

Vo = 1000 V, Iénergie d’interaction est de I'ordre de 3.107%° J. Par ailleurs, pour une bille

1 [2 828( 0)}1/2

située entre deux billes distantes de 2ayg, la fréquence de vibration f = 5-|=%5=

est de l'ordre de 6 Hz.

Enfin, d’un point de vue plus général, cette étude montre que notre systeme de billes
est un systeme modele pour étudier les vortex dans les supraconducteurs de type II,
les interactions entre nos particules étant semblables. Ceci permet donc de discuter nos

résultats au regard des problématiques actuelles dans ce domaine. Par ailleurs, le fait que
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nous ayons une interaction de type écranté autorise également de présenter nos résultats

en comparaison avec les systemes colloidaux en interaction électrostatique.
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Chapitre 3

L’agitation mécanique : une

température effective
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3.1 Introduction

La plupart des systemes physiques sont habituellement en contact avec un thermostat

réel avec lequel ils échangent constamment de ’énergie.

Notre systéme vu comme systeme modele n’a donc d’intérét® que si nous pouvons

y injecter de ’énergie assimilable le plus possible a une énergie thermique. Puisque, au

regard de la masse des objets, la température ordinaire ne saurait intervenir, il s’agit de

simuler expérimentalement un apport énergétique de cette nature.

Qualitativement, le fait d’alimenter les haut-parleurs avec deux bruits blancs décorellés

I'un de I'autre et d’amplitude commune A procure aux billes un mouvement désordonné

dont 'amplitude augmente avec A.

'De fait, & cause des frottement statiques, il est impossible de faire de la physique & température nulle

avec notre systeme.

39



CHAPITRE 3. IL’AGITATION MECANIQUE : UNE TEMPERATURE EFFECTIVE

Dans un systeme classique non dissipatif de particules a ’équilibre thermodynamique,
I'existence d’une agitation thermique se traduit par la fixation, pour chaque particule, de
la moyenne d’ensemble de son énergie cinétique. Ainsi, pour un systeme bidimensionnel, on
a 2m(v?) = kgT ol () désigne cette moyenne d’ensemble. Ce théoreme d’équipartition de
I’énergie, qui peut étre vu comme une conséquence de la loi de Boltzmann, est la perception
la plus immédiate que ’'on peut avoir de la température. Les études précédemment menées
sur des systemes voisins du notre se sont souvent limitées a cette assertion. Ainsi, Tata
et al. [59] font vibrer leur support avec une pulsation w et consideérent, sans plus de
justification, obtenir ainsi une énergie thermique proportionnelle & w?. Plus récemment,
Reis et al. ont étudié la cristallisation d'un gaz granulaire bidimensionnel en agitant leur
systeme a amplitude et fréquence constantes, mais en placant leurs billes sur une surface
désordonnée afin d’obtenir des trajectoires aléatoires pour chacune de leurs particules [60].
Zheng et Grieve [38] procedent de méme, mais ont vérifié que la distribution des vitesses
de leurs billes était gaussienne. Pour faire varier cette énergie thermique, ils procedent
de maniere indirecte en modifiant en réalité I’énergie d’interaction?. Enfin Pouligny et
al. [61] considerent cette fois-ci une agitation a pulsation w constante, mais font varier son
amplitude. Ils montrent que la distribution des vitesses est gaussienne, mais également que
la loi de Boltzmann est vérifiée pour une énergie potentielle simple. En effet, rien n’indique
a priori que l'apport extérieur d'une énergie cinétique permette d’explorer le paysage
énergétique du systeme selon la loi de Boltzmann, quand bien méme la distribution des

vitesses lui obéit. Cette vérification nous semble donc nécessaire.

Par ailleurs, en thermodynamique, le maintien d’une vitesse quadratique moyenne
constante se fait par le biais d’échanges, soit entre particules, soit avec la paroi de I'en-
ceinte. Au niveau microscopique, ces échanges sont inélastiques ; certains vont ralentir une
particule, d’autres au contraire ’accélérer. Ces phénomenes non conservatifs débouchent
néanmoins, au niveau macroscopique, sur un état stationnaire et une physique réversible.
Mais cette notion d’échanges, et la maniere dont ils sont faits est néanmoins fondamen-
tale. Ces chocs continuels et aléatoires font que le systeme aboutit a un état stationnaire
et ils modelent non seulement 'ensemble de la distribution des vitesses, mais aussi les
possibilités d’exploration du paysage énergétique®.

Rappelons ici que, si le marqueur accessible de ’agitation thermique est le mouvement

des billes, ce mouvement leur est conféré par le wafer qui peut étre vu comme une sorte

2Cette maniere de faire est notamment utilisée dans les systemes colloidaux magnétiques, pour lesquels
il est plus facile de modifier 'amplitude d’interaction via le champ magnétique que la température.
Lorsque les seules énergies en jeu sont I’énergie d’interaction et I’énergie thermique, le parametre pertinent
permettant par exemple de discuter de la fusion est en fait le rapport 1/T' = kgT /&y, ou & est I'énergie

typique d’interaction entre deux particules voisines.
3 Ainsi, I'utilisation par Zheng et Grieve d’une fréquence d’agitation constante de l’ordre de 3 Hz,

comparable avec les fréquences propres d’un tel systeme, nécessiterait de vérifier qu’aucune résonance n’y

est observée.
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de ”bain thermique”, les échanges avec ce bain se faisant a travers la friction des billes
sur le support®. Il n’est pas du tout acquis, a priori, quun tel mode d’échange satisfasse
aux exigences formulées précédemment. Premiérement, la friction de type solide (avec de
plus la possibilité pour les billes de rouler) n’est a priori pas similaire a un choc entre
particules, et si cette friction est a la fois source de dissipation et vecteur de l'apport
d’énergie de la plaque vers les billes, il n’est pas dit que les compensations vont se faire
de la méme maniere que dans un vrai bain thermique et aboutir a un état stationnaire
avec une vitesse quadratique constante.

Par ailleurs, dans le cas d’une vraie agitation thermique, le caractere local des inter-
actions entre particules du bain a aussi pour conséquence une décorellation totale entre
deux particules situées en deux endroits différents (si elles ne sont pas en interaction par
ailleurs, que ce soit par une interaction longue portée ou par propagation de phonons).
Il n’est pas acquis pour notre systeme que le mouvement de deux billes situées en deux
points différents soit non corrélé, le bain thermique étant tout de méme une plaque solide
dont on peut imaginer qu’elle transmet a chaque instant la méme impulsion a toutes les
billes. En réalité il n’en est rien : I'étude de la grandeur (v;(t) - v;(t)) pour deux billes ¢
et j sans interaction a montré que cette grandeur est nulle.

En conséquence, pour nous assurer du fait que ’agitation des billes transmise par la
friction avec le wafer de silicium lui-méme mis en mouvement par les deux haut-parleurs
alimentés par un bruit blanc peut bien étre considérée comme une agitation thermique,
nous nous sommes focalisés sur deux points :

— I’état stationnaire : distribution des vitesses et obéissance a la statistique de Boltz-

mann ; ce point fera 'objet de la section 3.2;
— la nature des échanges, mesurée par comparaison avec les comportements prévus
dans le formalisme de Langevin, et présentée a la section 3.3.

Apres avoir précisé ces deux points, nous pourrons définir d’'une part le parametre qui
controle ce que nous appellerons "température”, ainsi que les temps qui caractérisent le
bain thermique. Dans notre perspective d’étudier des réseaux soumis a un désordre gelé,
ceci est important car il faudra mesurer 'effet du désordre et le comparer au désordre
d’origine thermique, qu’il faut donc connaitre le mieux possible.

Enfin, a la section 3.2.3, la température ayant auparavant été calibrée a l'aide d'un

systeme d’énergie connue, nous développons un thermometre in situ basé sur les mesures

4Signalons ici une dissymétrie dans la modélisation de notre probléme : nous avons d’une part un
pseudo bain thermique dont nous ne savons rien, si ce n’est qu’a priori il n’a rien d’un bain thermique
puisque ces constituants élémentaires sont rigidement liés, mais qui manifeste sa présence qu’au travers
de son interaction avec nos billes. D’autre part, ces billes ne contribuent en rien a I'entretien de ce bain
thermique : 'interaction interbilles n’est pas dissipative et donc n’est pas du tout de méme nature que
les interactions permettant d’atteindre un équilibre thermique, et par ailleurs la force réciproque exercée
sur le support par les billes est d’impact completement négligeable, du fait des rapports des masses entre
les billes et le support.
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des fluctuations de positions d'une bille dans un puits de potentiel.

3.2 L’état stationnaire

3.2.1 Distribution des vitesses

Lorsque le dispositif est agité avec une amplitude donnée, les billes posées sur le wafer,
qu’elles soient libres ou en interaction électrostatique, acquierent un mouvement aléatoire
dont la distribution de vitesses se révele étre tres rapidement stationnaire et gaussienne.
Elle est donc conforme a la distribution des vitesses dans un bain thermique. Ainsi que
le montre la figure 3.1, la largeur augmente avec A. Elle est en revanche indépendante
de V) ®, ainsi que de la position de la particule sur le wafer. Ce dernier point prouve que

cette agitation est homogene sur ’ensemble du dispositif.

[Ca
03 | ,"/ \\ _
[0\ = A=04
[ o A=07 {1 FI1G. 3.1 : Distributions de vitesses P(v) de
/ ‘ * A=0,11

02k billes picgées dans un puits de potentiel, pour

3 agitations A (unité arbitraire). Les courbes

P(v)

pleines montrent [’ajustement des données
0.1

avec une loi gaussienne. Les écarts mesurés

pour les petites vitesses sont dus a la pixeli-

sation des images.

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

La mesure de la largeur des distributions permet, a travers la relation %m(vQ) = kgT,
d’estimer 'ordre de grandeur de ce que sera notre température effective. Nous trouvons,
selon les valeurs de A, des valeurs situées entre 10 K et 10'2 K, ce qui n’a pas d’autre si-

gnification que d’indiquer I'ordre de grandeur des énergies mises en jeu dans notre systeme.

50utre le point fondamental que la vitesse quadratique ne dépend pas de la forme du puits dans lequel
se trouve une bille, une autre dépendance avec Vj aurait pu étre a craindre : il existe en effet une force
électrostatique d’attraction des billes vers I’électrode supérieure, ce qui pourrait modifier I'intensité des
frottements. Si cela n’est pas non plus génant a priori puisque ceci pourra étre pris en compte dans
la calibration de la température qui a été faite pour différents Vj, cela pourrait jouer un role lorsque
nous créerons différentes zones sur 1’électrode supérieure pour les porter a des potentiels différents. On
pourrait penser alors que la température effective d’une bille dépende de la zone sous laquelle elle se
trouve. Cependant, si I’on prend la charge d’une bille estimée au chapitre 2 et I’écart entre les champs
électriques dans le condensateur vide lorsqu’on fait varier Vy (typiquement V{ variera de 200 V d’une
zone & l'autre), le différentiel d’intensité de cette force est de I'ordre de 107 N, ce qui est plus petit que
le poids, 2,2.107° N, et pourra en réalité étre tenu pour négligeable car au niveau d’une bille le champ

sera beaucoup plus homogene qu’au niveau de 1’électrode supérieure.
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Par la suite, nous n’utiliserons pas une telle méthode pour mesurer la température effec-
tive, car elle présente I'inconvénient de dépendre du pas de temps de ’acquisition et de la
limitation qui existe sur sa valeur minimale. En effet, la vitesse instantanée d’une parti-
cule peut au mieux étre estimée a partir de la différence entre deux positions successives.
Or, le pas de temps d’acquisition minimal est 10 ms; au regard de la plage de fréquences
utilisée pour agiter notre systeme (0-200 Hz), il est clair que dans ce laps de temps, nos
billes vont subir des changements de direction, et que par conséquent ’estimation de leur
vitesse va étre entachée d’erreur. A titre d’exemple, signalons qu’en reprenant les données
de la figure 3.1 et en mesurant les vitesses en se basant sur un pas de temps de 15 ms

puis de 30 ms, l'erreur dans l'estimation de T" est de 'ordre de 10%!

L’existence d'un état stationnaire prouve cependant que, dans le systeme agité, les
pertes par frottement sont exactement compensées par le transfert d’impulsion a travers
ces mémes frottements. Peut-il étre néanmoins vu comme un systeme en contact avec un
thermostat et obéissant a la statistique de Boltzmann? Pour nous en convaincre, nous
étudions deux cas simples : un systeme présentant un spectre d’énergie continu, dont
la simplicité nous permettra par ailleurs de calibrer notre température, puis un systeme

pouvant étre assimilé a un systeme discret a deux niveaux.

3.2.2 Statistique de Boltzmann
Cas d’un systeme continu : calibration de la température

L’enjeu est ici double : nous voulons montrer que la loi de Boltzmann est bien vérifiée
pour un systeme constitué par nos billes mais également identifier le lien, s’il existe, entre
ce que nous appellerons température et le parametre d’agitation que nous controlons®,
I’amplitude A des vibrations des haut-parleurs. Par ailleurs, nous souhaitons utiliser un
systeme dont 1’énergie est connue afin d’obtenir une échelle pour notre température. Pour
limiter les erreurs, nous avons choisi un systeme plus simple a mettre en ceuvre ne faisant
intervenir que 1’énergie potentielle de pesanteur dont nous connaissons tres précisément

I’expression.

Ce systeme est simplement constitué du wafer usuel sur lequel
7 3 9 «
nous avons posé un cadre de confinement carré. L’ensemble est

-~
T

légerement incliné d'un angle o = 25’ par rapport au plan hori-

6Nous n’avons pas testé, au cours de ce travail, 'effet d’une modification de la plage de fréquence
du bruit blanc, I'obtention d’une température n’étant pas une fin en soi, mais un outil permettant le
développement de notre dispositif pour explorer des problématiques ou la température est présente na-

turellement.
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zontal autour d'un des cotés du confinement 7. Aucune force d’origine électrostatique n’est
appliquée. La bille rebondissant de maniere élastique sur les parois latérales, le probleme
peut étre considéré comme unidimensionnel. Son énergie £(x) vaut mgx tan a, ou le pa-
rametre x mesure la distance de la bille au bord inférieur, sur lequel elle rebondit. La
figure 3.2(a) représente la densité de présence de la bille a la distance z du bord pour
une amplitude d’agitation A = 1,0 (L’unité de A est une unité arbitraire lue sur le po-
tentiometre de 'alimentation des haut-parleurs). L’ajustement avec la loi de Boltzmann

donnant la densité de probabilité en x,

Plr) = 11N oo [ SO,

- — 1
kT kT (3:1)

ou T est la variable d’ajustement, est tres bon. Une adéquation similaire est trouvée pour
toutes les valeurs de A correspondant a notre intervalle de travail. La loi de Boltzmann
est bien vérifiée pour ce systeme simple : nous pouvons donc considérer que le systeme
est en contact avec un thermostat dont la température est donnée par I’ajustement a la
loi de Boltzmann ou, plus simplement par la suite, par la valeur moyenne (z).

Par ailleurs, nous observons que cette température effective T augmente avec A. La
connaissance de tous les autres parametres dans la loi (3.1) nous donne ainsi une calibra-
tion T = f(A) de la température en fonction de 'amplitude d’agitation A. En I'occurrence,
T varie de maniere affine avec A.

Précisons deux points au sujet de 'intervalle d’étude de A. Si A < 0.2, I'agitation n’est
pas suffisante pour vaincre les frottements statiques; au dela, ceux-ci sont vaincus et le
mouvement de la bille permet d’explorer correctement les états accessibles®. Les frotte-
ments dynamiques jouent alors a la fois un role de dissipation d’énergie et de transmission
d’impulsion qui sont a la base de la notion d’équilibre thermique. Par ailleurs, au dela de
la valeur A = 1,4, des instabilités mécaniques apparaissent au niveau de la réponse des
haut-parleurs.

Notons enfin que la calibration obtenue ici, ainsi que les bornes pour A, ne restent
valables que si la chalne de transfert entre I'alimentation des haut-parleurs et les billes
n’est pas modifiée. Les raisons principales d’une telle modification sont le vieillissement
des membranes des haut-parleurs, la modification des différents liens mécaniques entre les
différentes pieces de la chalne, mais aussi la modification de la masse du support, qui est

inévitable des lors que I'on modifie la forme du confinement. C’est pourquoi il s’est avéré

"Une méthode semblable de calibration a été utilisée par Pouligny et al. [61], en utilisant un bol
parabolique; a titre de vérification, nous avons également utilisé ce systeme pour vérifier I'adéquation
avec la loi de Boltzmann, mais ce systéme ne pouvait étre utilisé pour calibrer la température, car la

surface du support était de nature différente de celle du wafer, et donc le transfert d’énergie non équivalent.
8Une légere hystérese apparaissant autour de cette valeur seuil lorsqu’on augmente puis qu’on diminue

A prouve qu'il s’agit bien d’'un phénomene di a la différence entre frottements statiques et frottements

dynamiques.
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nécessaire de mettre en place un protocole de mesure in situ de la température, calibré

par la relation T'= f(A) que nous venons d’établir.

(a) ' ' ' ' , , , (b)

10 3

P(x) (mm™)
T (10" K)

001 E 4

1E-3 | __
E__1 1 P [ [ 1 M 0 " I " I " I " I " I "
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 14 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12

X (mm) A (unités arbitraires)

F1G. 3.2 : (a) : Densité de probabilité de présence P pour une bille sur un plan incliné, et
ajustement a un paramétre avec la loi de Boltzmann (3.1). (b) : Calibration T = f(A) de la
température & Uaide de la bille sur le plan incliné. T est fonction affine de A : T = 16,22.10"1 A+
1,03.10'" K.

Cas d’un systeme a deux niveaux

Les systemes constitués d'un faible nombre N de billes confinées circulairement
utilisés au chapitre 2 présentent plusieurs configurations d’équilibre bien identifiées.
L’étude de ces états stables et métastables offre la possibilité, avec un systeme simple cor-
respondant a une situation plus proche de celles que nous allons explorer par la suite, de

valider notre concept de température effective et d’explorer les possibilités qu’il nous offre.

Les états d’équilibre de tels systemes sont définis par une configuration en couche
facilement identifiable. La transition entre ces états, obtenue le plus souvent par le saut
d’une seule bille entre deux couches, est tres rapide, de telle sorte qu’on peut considérer le
spectre en énergie de ce systeme comme discret, en ne retenant que les niveaux d’énergie
correspondant a un minimum local de I’énergie dans I'espace des positions. Il ne faut pas
oublier, cependant, que pour passer d'un état a 'autre le systeme doit passer par un point
col définissant la barriere énergétique a franchir pour pouvoir transiter dans 'autre état.

Pour simplifier le probleme, nous nous focalisons dans un premier temps sur le cas
particulier que sont les systémes n’ayant que deux niveaux (réellement ou bien parce
que les autres niveaux ne peuvent pas étre atteints au vu de I’énergie thermique injectée
dans le systeme). Les systemes a 5, 6 et 9 billes en sont de bons exemples. Leurs états

fondamentaux, d’énergie &, sont respectivement (5), (1-5) et (1-8) et les premiers états
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excités — les seuls existants pour 5 et 6 billes et le seul accessible pour 9 billes [51]—,
d’énergie &, sont (1-4), (6) et (2-7). Nous désignons I'énergie du point col par &;.
A titre d’exemple, la figure 3.3 représente les trois configurations spatiales correspon-

dant aux états d’équilibre et au point col pour N = 6.

Fic. 3.3 : Configurations des trois extrema
d’énergie pour N = 6. (a) : Etat fondamen-

tal. (b) : Point col®. (c) : Premier état excité.

(b)

En maintenant les systemes a température constante, nous pouvons mesurer les temps
de résidence dans chaque état 7; 1°. Les expériences sont menées sur un temps suffisamment
long pour obtenir une statistique satisfaisante. Le temps de résidence typique dans une
configuration étant de 'ordre de 1 a 10 s, une expérience menée sur 4000 s permet d’obtenir
une distribution expérimentale des temps de résidence réguliere.

Un exemple de distribution de temps de résidence dans les deux niveaux est donné sur
la figure 3.4. On constate qu’au dela d’une valeur de l'ordre de la seconde, la probabilité
P(7) de rester un temps 7 dans la configuration est exponentiellement décroissante.

Cette distribution est conforme a la théorie si on suppose qu’a un instant donné la
probabilité d’échappement de I’état i est faible (ce qui est le cas des que & — &; < kgT)
et que chaque essai de transition est indépendant du précédent (hypothese raisonnable
des lors que le temps de corrélation du bain thermique est négligeable devant le temps
caractéristique d’oscillation dans le puits, ce qui sera justifié dans la section 3.3). Dans ce
cas, la distribution statistique de 7 est caractérisée par la loi de Poisson

P(r) = S exp(—7/7k), (3.2)
TK
qui présente toutefois une coupure aux temps courts, conséquence de l'existence d’un
temps d’essai de sortie du puits 7. non nul [63].

Le temps de résidence moyen (7) = 7, dit temps de Kramers, est controlé par la
barriere énergétique a franchir AE = &, — &; et par la température T' via la relation,
valable lorsque T' < A€ [64] :

Tk = Te exp(AE kpT). (3.3)

9Le point col a été identifié comme tel par analogie avec les travaux numériques de Bolton et Rdssler

portant sur des particules coulombiennes confinées [62].
0Pour mesurer ces temps, les configurations sont détectées automatiquement : il s’agit & chaque instant

de définir ce qu’est une couche et de compter le nombre de billes qui s’y trouvent. Nous considérons pour
cela comme rayons de référence des couches les rayons des couches de la configuration correspondant &
I’état fondamental, puis considérons comme limite radiale de chaque couche la moyenne entre son rayon

et le rayon de sa voisine. Il ne reste alors qu’a détecter les billes situées dans la zone ainsi délimitée.
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F1G. 3.4 : Distribution P(7) des temps de résidence dans chacune des configurations accessibles

pour N = 9. L’ajustement a une loi de Poisson est montré par les traits pleins.

Selon I'importance de I'amortissement dans le bain thermique, 1’expression de 7, peut
prendre plusieurs formes, mais dans tous les cas, elle dépend de la forme du puits (pro-
fondeur et courbure), de la température et du coefficient d’amortissement ~, qui sera
introduit dans la section 3.3.

Si le formalisme de Kramers, qui s’appuie sur la loi de Boltzmann, s’applique a notre
systeme, le rapport entre les valeurs moyennes des temps de résidence 7; dans les états 1,

qui découlent de la mesure précédente, doit vérifier la loi

(m) exp [(& — &) /kgT], (3.4)

(11)

ou & — & est la différence d’énergie entre les deux niveaux.
La figure 3.5 montre pour les systemes constitués par 5 et 6 billes, le rapport % en
fonction de la température. Le bon ajustement avec la relation de Kramers permet de

confirmer que notre systéme obéit bien, entre autres, & la loi de Boltzmann '*.

On peut se demander si ce formalisme reste valable lorsqu’on a un systeme a plus de
deux niveaux : lorsqu’on est par exemple dans ’état fondamental, comment varie alors
le temps moyen de résidence avec la température? Puisqu’il y a plusieurs manieres de
quitter cet état, chacune étant caractérisée par une barriere d’énergie et un temps d’essai,
comment ces modes d’échappement sont-ils pris en compte ? Pour répondre empiriquement
a la question, nous avons testé la robustesse de I'équation de Kramers dans le cas de trois

systemes a trois niveaux présentant des caractéristiques tres différentes quant aux niveaux

" Notons que cela permet également de mesurer directement la différence d’énergie entre les deux
niveaux, et surtout, en étudiant (7;), de mesurer également la hauteur de barriere, quantité difficile &

mesurer autrement car le point col n’est ni un minimum ni un maximum d’énergie.
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10 - 1 Fia. 3.5 : Rapport (19)/(T1) entre les temps

/ - de résidence moyens pour les systéemes a 5
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relatifs des configurations d’équilibre et aux barrieres entre ces niveaux'2. Il s’agit des
meémes ilots confinés, mais cette fois-ci avec 18, 19 et 20 billes. Les trois configurations
pour ces systemes sont, par ordre croissant d’énergie :

pour 18 billes : (1-6-11), (1-5-12), (0-6-12) ;

pour 19 billes : (1-6-12), (1-7-11), (1-5-13);

— pour 20 billes : (1-6-13), (1-7-12), (2-6-12) .

Dans la gamme de températures que nous pouvons explorer, les trois systemes peuvent

accéder facilement a ces trois premiers états, néanmoins seuls les deux premiers sont
occupés suffisamment longtemps pour pouvoir établir des statistiques précises sur le temps
de résidence 3. Les temps moyen de résidence dans I’état fondamental et 1'état excité en
fonction de la température sont reportés sur la figure 3.6. Nous pouvons constater qu’en
dépit de 'existence d’un troisieme niveau, I'ajustement a une loi de type loi de Kramers
est bon, la barriere énergétique étant cette fois-ci une barriere effective prenant en compte
les différentes voies de sortie du niveau.

Expérimentalement, le niveau fondamental pour N = 19 est celui présentant la plus
forte barriere? (2,6.1071° J), les barrieres pour les états fondamentaux de N = 18 et
N = 20 étant respectivement 1,4.107° J et 1,5.1071° J. Pour le premier état excité, les
hauteurs de barrieres sont, respectivement pour N = 19,18 et 20 : 1,4.1071° J, 8,8.10~ !
Jet1,3.10719 J.

Si on considere, en premiere approximation, que les niveaux d’énergie effectifs cor-
respondant aux points cols sont les mémes pour 'état fondamental et pour I’état excité,

la différence entre les deux hauteurs de barriere donne une estimation de la différence

12(Ces systemes seront nos systémes d’étude privilégiés lors de I’étude de la dynamique d’ilots menée
au chapitre 9.
BPour autant, ce ne sont pas des systemes & deux niveaux. Le fait de pouvoir quitter un état pour aller

dans le second état excité, méme pour un court instant, modifie la distribution des temps de résidence.
14Ce point, 1ié & la commensurabilité du nombre de billes sur chaque couche, sera plus amplement

discuté au chapitre 9 lorsque nous présenterons la dynamique de ces ilots.
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Fic. 3.6 : Cas des ilots N = 18, 19, 20. Temps de résidence moyen dans l’état fondamental
({(10)) et dans Uétat excité ((11)) (échelle log), en fonction de linverse de la température. La

pente donne directement la hauteur de barriére a franchir pour sortir de I’état.

N| &u() | A&w()) | Aley ()

18 14,1.107% | 1,8.107 | 4,8.1071¢
19 | 4,6.107% | 0,9.1070 | 1,3.10710
20 | 5,3.107° | 0,3.107% | 1,5.107 1

TaB. 3.1: Energz’es théoriques &y, de état fondamental (le niveau 0 correspondant au conden-
sateur vide) pour les trois valeurs de N : 18, 19, 20. Différences d’énergies théoriques A&y, et

expérimentales Aqxp entre ce premier état excité et l'état fondamental.

d’énergie entre les deux niveaux; Elle est plus faible pour N = 20 (1,5.107* J) que dans
les cas N =19 (1,2.107%° J) et N =18 (4,8.107'* J).

La proximité en énergie des deux premiers niveaux de N = 20, déja discutée au cha-
pitre 2, est cohérente avec les calculs de Campbell et Ziff pour une interaction logarith-
mique [51]. Notons enfin que les barrieres d’énergie sont de 'ordre de grandeur de I’énergie
de liaison entre deux billes, ce qui indique que le cotit d’une transition, opérée dans l'es-
pace réel par le saut d’une bille d'une couche a une autre correspond essentiellement a

une réorganisation locale autour des points de départ et d’arrivée de la bille.

La comparaison avec les différences d’énergie calculées théoriquement a partir de notre
modélisation est présentée dans le tableau 3.1. La différence entre les deux déterminations
reste faible au regard de ’énergie totale du systeme. A ce niveau, la mesure numérique
de la différence d’énergie peut souffrir d’imprécision, d’autant plus que ’énergie de la
bille centrale n’est absolument pas bien prise en compte dans le calcul, car nous avons

développé 'énergie autour de r ~ R./2, ou R, est le rayon de confinement. Par ailleurs,
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expérimentalement, les erreurs dans la détermination de 7', dans I'ajustement a la loi de
Kramers, et les hypotheses faites pour pouvoir I'appliquer peuvent expliquer cet écart.
Ainsi, nous retenons surtout que les situations relatives des systemes N = 18,19 et

15

20 sont bien restituées >, ce qui montre que le formalisme de Kramers peut s’appliquer

au cas de systemes a trois niveaux.

Du point de vue de la qualification de la température, cette adéquation correcte entre
d’une part des énergies de nature électrostatique et d’autre part des énergies mesurées
par comparaison a une énergie thermique calibrée par une simple bille sur un plan in-
cliné valide notre estimation de la valeur de la température effective. Nous avons bien
une agitation thermique qui permet d’explorer, en particulier dans des systéemes en inter-
action électrostatique, les différents niveaux d’énergie conformément a la statistique de

Boltzmann.

3.2.3 Mesure de la température effective

Pour des raisons liées aux nécessaires modifications que subit la chaine de trans-
mission entre les haut-parleurs et les billes, évoquées a la section 3.2.2, la meéme loi
T = f(A) établie précédemment ne peut étre utilisée systématiquement pour déterminer
la température. Une mesure in situ de la température s'impose. L’utilisation d'un systeme
constitué par une bille sur un plan incliné qui serait associé a toute expérience pour me-
surer T' n’était guere pratique, puisqu’il aurait fallu l'isoler électriquement, et surtout
controler I'inclinaison du plan alors que le reste de ’expérience doit étre horizontal *°.

Par ailleurs, rappelons que la solution naturelle consistant a mesurer la vitesse qua-
dratique moyenne d’une bille se heurte a deux contraintes techniques : d'une part, lorsque
les oscillations sont rapides, la mesure de la vitesse prise comme la différence entre deux
positions peut étre fortement altérée par 'impossibilité de détecter certains changements
de direction. Cette méthode impose de plus de prendre systématiquement des images
avec un pas de temps petit et régulier, ce qui peut étre une contrainte expérimentale
supplémentaire lorsqu’au contraire on désire obtenir des images de 'expérience décorellées,
donc suffisamment séparées temporellement.

Aussi, pour combiner la précision de la mesure d’une distribution de positions plutot
que de vitesses avec la nécessité de réaliser la mesure in situ, nous avons développé un

”thermometre” simple constitué d’une bille confinée dans un puits circulaire. L’excursion

5Le fait que nous arrivions a discriminer entre les deux configurations d’énergie treés semblable de
N = 20 est appréciable ; un autre exemple de cette sensibilité est donné par la discrimination qui a pu étre
réalisée entre les deux configurations d’énergie trés proche obtenues pour 17 billes dans un confinement

elliptique, qui sont présentées dans la figure 2.4.
6De plus, ceci aurait alourdi le dispositif qui aurait peut-étre été moins réactif aux hautes fréquences

du spectre de bruit blanc.
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quadratique moyenne (r?) de la bille est directement reliée & la température, par une
relation restant a calibrer. Ce thermometre étant usiné dans le cadre de confinement de
I’expérience en cours, la bille subit la méme agitation que les billes de ’expérience, et est

donc a la méme température effective.

Afin de minimiser les erreurs de mesure, nous avons pris le soin d’optimiser le rayon
du confinement : si le cadre est trop petit, les mouvements de la bille sont trop faibles au
regard de la pixelisation des images; si le cadre est trop grand, la force de rappel vers le
centre est trop faible et le mouvement aléatoire presque libre adopté par la bille augmente
la taille de I’échantillonnage nécessaire pour bien restituer la valeur quadratique moyenne

de sa position.

Diameétre 5 mm
Diameétre 6 mm
Diameétre 7 mm
Diameétre 8 mm
Diamétre 10 mm

¢4 ron

FiG. 3.7 : Rayons quadratiques moyens (r?)

A\
A\}

4 d’une bille en fonction de la température pour

<r’> (mm?)
\

1 5 diametres du cadre circulaire de confine-

] ment, pour une tension Vo =900 V.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

T (10" K)

En utilisant les méme haut-parleurs et un support de méme masse que pour la calibra-
tion initiale de la température, nous avons mesuré les rayons quadratiques moyens (r?)
d’une bille dans des puits de diametre 5,6,7,8 et 10 mm pour différents potentiels V; en
fonction de la température (figure 3.7). Le comportement linéaire montre que le potentiel
d’interaction est quadratique!”. Nous avons retenu un thermometre de diamétre 6 mm,

pour lequel la relation (r?) < T a alors été calibrée pour différents potentiels Vj 8.

Ainsi, la correspondance (r?) < T, semblable & la relation (v?) < T', mais plus facile

a mesurer, peut désormais étre utilisée dans tous nos systemes pour mesurer in situ la

"En particulier, les (r?) renormalisés par ViZ/T sont égaux pour un diametre donné. En revanche,
les courbes renormalisées par R?, ott R, est le rayon du cadre, ne se juxtaposent pas, ce qui indique
qu’il existe une autre distance caractéristique dans le systeme qui est, comme nous ’avons démontré, la

hauteur h du condensateur.
18Ceci afin d’améliorer la statistique, (r?) étant proportionnel & V2.
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température 1.

3.3 Nature du bain thermique

Les mesures présentées dans les sections précédentes ont permis de qualifier 1’état
stationnaire associé a I'agitation mécanique et de définir une température effective. Nous
souhaitons ici caractériser plus précisément cette agitation et qualifier le ”bain thermique”
effectif dans lequel ”baignent” nos billes.

Cette exigence répond a deux objectifs. D’une part, il est nécessaire de connaitre le
plus précisément possible la nature du désordre imposé par l'agitation thermique, afin
de pouvoir distinguer ses manifestations de celles du désordre ”gelé” que nous souhai-
tons imposer aux cristaux de Wigner macroscopiques. D’autre part, un vrai bain ther-
mique est caractérisé par des coefficients de viscosité et de diffusion : la connaissance
des parametres correspondants, s’ils existent, nous permettra d’apprécier quantitative-
ment le mouvement de billes, en comparant les temps caractéristiques qui y sont liés avec
les temps caractéristiques (typiquement des périodes d’oscillations) liés aux interactions
électrostatiques 2°.

Les constantes caractéristiques du bain thermique apparaissent naturellement dans
le formalisme de Langevin, qui décrit notamment 1’état transitoire précédant 1’état sta-
tionnaire qui nous a intéressé jusqu’a présent. Plus précisément, ce formalisme permet
de décrire le mouvement Brownien d’une particule de masse m dans un bain thermique
constitué de particules de masse négligeable par rapport a m [65]. Apres en avoir rappelé
brievement les principales hypotheses et les principaux résultats dans les cas d’une parti-
cule libre et d’une particule piégée, nous montrons expérimentalement que ce formalisme
s’applique parfaitement a notre systéme ; nous en déduisons les principales caractéristiques
de notre bain.

3.3.1 Résultats principaux de ’équation de Langevin

Nous présentons ici les principaux résultats que 'on peut déduire de 1’équation de
Langevin et qui nous sont utiles dans notre étude, en renvoyant a l'annexe B pour le
détail des calculs.

¥Nous avons estimé l'incertitude sur la détermination de T & partir de la mesure de la distribution
des positions d’une bille. Cette incertitude a plusieurs sources. D’une part, il y a Uincertitude sur la
position d’une bille liée a la pixelisation, ainsi qu’a la réapparition des frottements statiques pour les
faibles agitations. D’autre part, une légere hétérogénéité dans la nature de la surface des différentes billes
ou de la surface du wafer peut modifier cette distribution. Compte-tenu de ces facteurs, 'incertitude sur

la mesure de la température effective a été estimée & 0,5.10'! K.
20Par exemple, le temps d’essai 7, apparaissant dans le formalisme de Kramers dépend & la fois des

constantes liées au bain et du profil énergétique autour des particules.

52



3.3. NATURE DU BAIN THERMIQUE

Nous considérons uniquement ici le cas d’'un déplacement unidimensionnel d’une par-
ticule de masse m et de coordonnée x(t) placée éventuellement dans un puits parabolique
de raideur K. La force exercée par le bain thermique est le résultat d’'un grand nombre
de chocs entre les particules constitutives de ce bain et la particule lourde. Elle peut étre
décomposée entre une force de frottement de type visqueux —a et une force fluctuant ra-
pidement, F', caractérisée par la donnée de ses moments considérés a ’aide d’'une moyenne
d’ensemble. Si aucune direction n’est privilégiée dans le bain, on a V¢, (F(t)) =0, ou ()
désigne une moyenne d’ensemble.

La seconde loi de Newton appliquée au centre de masse de la particule donne :

d*x dx
Mo = Q= Kz + F(t), (3.5)

L’hypothese principale du formalisme de Langevin, a savoir I’écart entre la masse de la
grosse particule et celles des particules du bain, conduit a I’hypothese que la force F' fluctue
avec un temps caractéristique 7. bien plus faible que le temps de relaxation 7 = vy~ =
m/a caractérisant les variations de vitesse de la particule. Nous pouvons alors écrire, en
supposant que le bain est dans un état stationnaire?! | que V¢, t' (F(t)F(t')) = go(t —t').

Notons que v a la méme origine microscopique que la force F', c’est-a-dire les nom-
breuses interactions avec les particules du bain, par conséquent 'on doit s’attendre a ce
que vy dépende de g, donc, comme nous allons le préciser, de T

Dans ce cadre-la, les grandeurs caractéristiques mesurées classiquement sont les

moyennes quadratiques du déplacement et de la vitesse, dépendantes du temps :

522 (t)
Sv3(t)

((a(t
(

) — (z()*), (3.6)
() = (®))*)

v(t)))?), (3.7)

ou la moyenne d’ensemble est prise sur un ensemble de trajectoires ayant les mémes
conditions initiales (xg, vg). Les comportements de ces deux fonctions renseignent sur les
constantes caractéristiques de I’équation de Langevin v et g.

Cependant, d'un point de vue expérimental, cette définition pose probleme, puisqu’il
est impossible de controler les conditions initiales. En pratique, la moyenne d’ensemble
réalisée en prenant en compte un certain nombres de trajectoires expérimentales revient
a moyenner non seulement sur la loi de F', mais aussi fatalement sur la distribution des
conditions initiales xq et vg.

Nous désignons désormais par (()) cette nouvelle moyenne. Si I'on veut néanmoins
obtenir des informations sur les constantes caractéristiques, nous voyons qu’il faut modifier
légerement les grandeurs a mesurer. En effet, dans un puits, il est clair qu’a tout instant

t, nous aurons ((z(t))) = 0 et ((z*(t))) constant et égal & la moyenne quadratique de

21Ceci est vérifié des lors que I’équilibre thermique est atteint, ce qui expérimentalement est presque

immeédiat.
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xo. Nous perdons donc toute information sur I’évolution temporelle. Il faut donc plutot
considérer la variable z(t) — xy pour rendre compte de la causalité et du fait que toutes
les conditions initiales ne sont pas équivalentes. Nous calculerons donc le déplacement

quadratique moyen (d.q.m.) Az?(t) et la vitesse quadratique moyenne Av?(t) suivants :

= (([2(t) — 20 — {(x(t) — 2a))]*)), (3.8)
A(t) = (([v(t) = {(H))])). (3.9)

P
&

)

S

S~—
I

En pratique, les réalisations de x(t) — z sont obtenues en décalant ’origine des temps
sur une méme trajectoire, c’est a dire en considérant les grandeurs x(t + tg) — x(g), ou
les £y sont suffisamment espacés pour obtenir des trajectoires indépendantes.

Il reste cependant a s’assurer que ’ensemble des échantillons choisis permet de décrire
fidelement les distributions théoriques des conditions initiales.

Pour une particule libre, la distribution des zy est uniforme, donc impossible a
décrire avec un échantillonnage fini, mais comme toutes ces positions sont équivalentes,
la procédure choisie revient a réaliser des trajectoires partant du point 0. En revanche,
pour une particule piégée, toutes les positions de départ ne sont pas équivalentes, mais
comme le régime stationnaire est vite atteint et que les trajectoires sont bornées, on
décrit parfaitement la distribution lorsqu’on prend différents points de départ dans une
trajectoire.

Enfin les distributions de vitesses étant dans les deux cas des gaussiennes, elles sont

également bien décrites 2.

La résolution de 1’équation de Langevin permet d’abord de calculer les valeurs
moyennes (x(t)) et (v(t)) ainsi que dx(t) et dv?(t), dont les valeurs pour ¢ infini ren-
seignent sur ’état stationnaire et donc sur la distribution de zy et vg.

A partir de ces données il est possible de calculer Az2(t) et Av%(t), les grandeurs
mesurables expérimentalement. Le calcul détaillé est présenté dans 'annexe B : apres
avoir rappelé les principaux résultats dans le cas d’une particule libre, nous nous sommes
concentrés sur le cas d’'un amortissement faible (v < 2wp, ol wy = m), cas dans
lequel se situeront nos principaux cas expérimentaux.

Pour une particule libre, les principaux résultats sont :

kgT

2 BX 2

Ax*(t) S T t et (3.10)
Az?(t) ~_ 2Dt (3.11)

ol D est la constante de diffusion, définie par D = ﬁ.

22Le fait que les distributions soient gaussiennes ne découle pas de I’équation de Langevin, il faut passer

par les équations de Fokker-Planck pour le démontrer.
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3.3. NATURE DU BAIN THERMIQUE

On a de plus la relation de fluctuation-dissipation
myD = kgT. (3.12)

Cette formule résume a elle seule la nature microscopique de 'agitation thermique :
I’état stationnaire, défini par la température T, est le fruit d’'une compétition entre les
frottements visqueux, représentés par v et les impulsions motrices transmises par le
bain, représentées par D. C’est le poids relatif de chacun de ces termes que I'étude de la

diffusion libre et de la diffusion dans un puits va nous permettre de déterminer.

Pour une particule piégée, avec un amortissement faible, on trouve que :

kgT
9B

Az*(t) = [1— e (cos(wt) + 2l sin(wt))], (3.13)

w

oll w = /w2 — ~v2/4. Cette expression est, & une constante additive prét, identique a
la fonction de corrélation de position 2. Par ailleurs, on a en particulier :

ksl

2
A(t) o~ et (3.14)
kgT
2
Az(t) o~ 2P (3.15)

On peut constater qu’aux temps courts la particule ne ressent pas les effets du puits, le
comportement étant indépendant de wy, alors que comme attendu, le déplacement sature

aux temps longs.

3.3.2 Confrontation a I’expérience

Afin de savoir si, au dela de l'existence d’un état stationnaire défini par une
température, notre ”bain thermique” se comporte bien comme tel, nous étudions le mou-
vement d’une bille dans les deux cas simples correspondant a la théorie décrite ci-dessus.
Le pas de temps entre deux images est fixé a la valeur de 15 ms pour bien explorer le
comportement aux temps courts.

Considérons tout d’abord le mouvement libre d’une bille placée sur le wafer, sans aucun
potentiel appliqué. Quelle que soit la température, le d.q.m. Az?(t), oll x est I'abscisse de
la bille, présente les mémes variations typiques, présentées sur la figure 3.8(a). Aux temps

longs, le d.q.m. augmente linéairement avec le temps, alors qu’aux temps courts, il croit

23Par souci de cohérence, nous préférons toutefois étudier le déplacement quadratique moyen que la
fonction de corrélation, plus fréquemment employée. En effet, au chapitre 10, nous nous intéresserons a
de la diffusion de particules en interaction dans un canal, et les deux cas extrémes que sont la diffusion

libre et la diffusion piégée fourniront deux points de repere dans la discussion.
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selon une loi en %, avec 1 < 3 < 2. Le comportement aux temps longs est en accord avec la
théorie et permet, par ajustement avec la loi (3.11), de déterminer la constante de diffusion
D. La température ayant été mesurée indépendamment, le coefficient d’amortissement ~y
peut étre déterminé a partir de la relation de fluctuation-dissipation (3.12). Ce coefficient,
qui dépend légerement de la température?*, reste, dans la plage étudiée?®, de I'ordre de
10 s71. Le temps de relaxation 7z = v~! qui détermine le changement de régime entre
les temps longs et les temps courts, est donc de l'ordre de 100 ms, ce qui est cohérent
avec une estimation grossiere sur la courbe de la figure 3.8(a). Cette valeur, qui n’est pas
tres éloignée du pas de temps expérimental, explique pourquoi le comportement en 2 des
temps courts ne peut étre observé totalement : nous ne pouvons accéder qu’au régime de
transition entre le comportement quadratique et le comportement linéaire.

L’adéquation au formalisme de Langevin et la cohérence rendue par 1’équation de
fluctuation-dissipation nous confortent donc dans l'idée que l'agitation médiée par les
frottements avec le wafer est équivalente a une agitation thermique. L’observation du

mouvement d’une bille dans un puits harmonique 1D confirme cette analogie. Nous avons

24Le coefficient d’amortissement est en réalité une fonction décroissante de la température. Ce compor-
tement permet de pousser un peu plus loin I’analogie entre notre systeme de transmission de ’agitation
et un bain thermique. En effet, dans un vrai bain thermique, le comportement de v en fonction de
la température est completement différent selon que le bain est gazeux ou liquide [66]. Dans un gaz,
I’augmentation de la température se traduit essentiellement par I’augmentation de la vitesse quadratique
moyenne, donc de la viscosité. Au contraire, dans un liquide, la diffusion d’une particule peut se voir
comme une succession de sauts thermiquement activés : la viscosité décroit donc avec la température. Le
comportement de 7 est alors donné par la loi de Guzman-Andrade v = Ae®/7 | qui rend trés bien compte

du comportement des liquides simples.

Quelques valeurs de v en fonction de la température sont reportées
sur la figure ci-contre. Ces valeurs ont été mesurées par ajustement a la o
loi (3.13) dans le cas de particule piégées dans la couronne décrite dans ol
le texte. Pour les grandes valeurs de =, le faible nombre d’oscillations
diminue la précision de I'ajustement car le parametre w devient non or
significatif. Le bon ajustement de nos données expérimentales avec of \%\'(k{&»

la loi de Guzman-Andrade (traits pleins) tend a prouver que notre P R )
T (10" K)

v(s?)

bain est de type liquide. Bien sur, le faible intervalle de température
et le nombre de parametres d’ajustement ramenent cette assertion essentiellement au rang de vue de
I’esprit, néanmoins ce comportement pourrait permettre de mieux comprendre la nature des processus
microscopiques, liés a la nature de I'alimentation des haut-parleurs, de la transmission, mais aussi des
surfaces en contact, qui permettent in fine d’obtenir une agitation thermique en tous points semblables
a une réelle agitation thermique. En particulier, nous pouvons noter que le formalisme de Langevin
s’applique alors que 7 ~ 100 ms semble ne pas étre si important par rapport au temps de collision 7
caractéristique du bain, si on accepte 'idée qu’il est donné par la moyenne des fréquences d’agitation du
support, soit 100Hz. On aurait donc 7, ~ 10 ms. Une analyse plus poussée pourrait cependant permettre

de montrer que le 7, effectif est plus faible.
25Nous avons travaillé avec une température 2.10'1 K < T < 18.10'! K, car au dela la bille atteint trop

vite le bord du dispositif.
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Fia. 3.8 : (a) Déplacement quadratique moyen typique d’une bille libre (échelle log) en
fonction du temps. La moyenne d’ensemble a été calculée sur environ 2000 trajectoires.(b)
Déplacement quadratique moyen radial d’une bille dans un puits de largeur 2 mm pour 8 poten-
tiels électrostatiques appliqués différents. Les points correspondent aux données expérimentales,
obtenues en moyennant sur plusieurs milliers de trajectoires. Les traits pleins montrent [’ajus-
tement a ’équation (3.13). On peut noter que la fréquence augmente avec le potentiel appliqué,

alors que le temps caractéristique de relaxation Tr reste sensiblement le méme.

pour cela utilisé le dispositif qui sera étudié plus en détail au chapitre 10, a savoir un confi-
nement en forme de couronne de rayons intérieur et extérieur valant respectivement 3 et
5 mm. Si 'on considere uniquement le mouvement radial d’une bille dans ce confinement,
nous nous plagons dans le cas d'une particule piégée dans un puits unidimensionnel de
largeur 2 mm. Le d.q.m. radial Ar?(t) d’une telle bille est représenté sur la figure 3.8(b)
pour trois valeurs du potentiel V5. Comme prévu par 1’équation (3.13), nous observons
un accroissement rapide suivi par des oscillations amorties. Qualitativement, le temps
caractéristique d’accroissement est cohérent avec la valeur de 7g mesurée précédemment.
Plus précisément, 1’ajustement avec I’équation (3.13) est tres bon ¢ et permet une mesure
précise du coefficient d’amortissement. Ce dernier est indépendant de V; et égal au coeffi-
cient déterminé précédemment. Par ailleurs, la valeur 2” de w obtenue par 'ajustement est
bien identique a la valeur obtenue par la position du pic dans la transformée de Fourier
de r(t) (figure 3.9). Enfin, la valeur de wy (de l'ordre de 20 s™! et bien proportionnelle
a V) calculée & partir des valeurs de w et v donne bien la méme valeur de K que celle
déduite de la valeur & l'infini de Ar?(¢). Notons que 1'on a bien v < 2w et donc que nous

sommes bien dans un régime de faible amortissement, ce qui est prouvé par ’observation

26Ceci justifie, d’une part, que l’on considere le puits comme harmonique, et d’autre part que l'on

utilise le formalisme de Langevin pour décrire le mouvement de la bille.

2"Bien que 7 dépende légerement de la température, cette dépendance est beaucoup plus faible pour

w du fait des valeurs respectives de w3 ~ 400 s™2 et v?/4 ~ 25 s72.
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d’oscillations. Nous reviendrons plus précisément sur la discussion autour de ces valeurs

dans le chapitre 10.

Fia. 3.9 : Module de la transformée de Fou-
- 1 rier de r(t) — (r) (afin de soustraire le pic
en 0), en fonction de la pulsation w. La tra-
jectoire r(t) est celle utilisée pour calculer le
d.g.m Ar?(t) présenté sur la figure 3.8(b),
avec Vo = 1000 V. La position du pic donne

@]

une valeur de la pulsation de la bille dans
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présentés sur cette méme figure.

Nous retenons ici que le formalisme de Langevin s’applique bien a notre systeme :
nous avons un bain thermique caractérisé, pour nos billes de masse m = 2,15 mg, par
un coefficient d’amortissement de l'ordre de 10 s™!. Cette valeur est & comparer avec
les pulsations caractéristiques du systeme, dont une borne inférieure est donnée par la
pulsation d'une bille oscillant entre ses deux voisines, qui a été estimée & 6 Hz?®. Ceci

implique que les mouvements dans nos systemes seront souvent sous-amortis.

3.4 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre que ’agitation transmise aux billes via les haut-
parleurs confere une énergie semblable a une énergie thermique.

La statistique de Boltzmann est bien vérifiée dans différents systemes, tant pour
I’énergie cinétique que pour des énergies potentielles de différentes natures (électrostatique
ou gravitationnelle), et dans des systémes continus ou discrets. La température effective
qui en découle est directement reliée a ’amplitude de la tension appliquée aux haut-
parleurs, et de ce fait parfaitement controlable. La plage accessible avec ce dispositif est
2,101 K< T < 50.10!" K.

Par ailleurs, au dela de I’état stationnaire, il a été que montré les billes sont réellement
plongées dans un bain thermique caractérisé par un coefficient d’amortissement v de

l'ordre 10 s~!. Leur mouvement peut étre décrit par I'équation de Langevin, ce qui

28Cette valeur a été estimée dans la conclusion du chapitre 2. Elle peut étre considérée comme une
borne inférieure car dans un cristal la multiplication du nombre de billes voisines fait augmenter cette
fréquence, et par ailleurs, si nous voulons étudier des phénomenes quasi unidimensionnels, la taille du
systeme dans la direction orthogonale a la direction principale sera telle que la pulsation sera également

plus importante.
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permet de déterminer proprement v en se placant dans le cas d’une particule piégée ainsi

que la constante de diffusion dans le cas d’'un déplacement libre.
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Deuxieme partie

Obtention et caractérisation de

cristaux de Wigner macroscopiques
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Introduction

D’apres la premiere partie de notre travail, nous connaissons donc désormais l'inter-
action entre les billes ainsi que la température a laquelle elles sont soumises, ces deux
grandeurs pouvant étre controlées facilement. Nous pouvons désormais utiliser ce systeme
pour obtenir un réseau élastique de particules, que nous caractérisons dans cette partie.

Ainsi, le chapitre 4 est consacré a la présentation des conditions d’obtention d’un cristal
de Wigner macroscopique parfait de plus de 2000 billes. Nous décrivons I’état d’équilibre
d’un tel cristal ainsi que le processus en jeu au cours du recuit permettant de I'obtenir.
La question de la fusion de ces cristaux bidimensionnels, bien que n’étant pas 'objet de
notre travail, est toutefois brievement abordée.

Dans le chapitre 5, nous traitons la question des propriétés élastiques du réseau. Nous
déterminons dans un premier temps les constantes élastiques a partir de la donnée de
I'interaction entre les billes. Une grande partie de ce chapitre est ensuite dédiée a la
détermination des constantes élastiques d’un tel réseau discret et fini a partir de la donnée
des positions des particules du cristal soumis a une faible agitation thermique. La théorie
standard de I’élasticité est une théorie des milieux continus : nous discuterons donc en par-
ticulier des ajustements auxquels il faut procéder pour relier les données ” microscopiques”,
c’est-a-dire définies au niveau des particules, aux grandeurs caractéristiques ”macrosco-
piques” que sont les constantes élastiques. Ceci est d’autant plus nécessaire que notre
systeme est fini et possede un nombre réduit de particules.

Au dela de I'enjeu de la mise au point d’'une méthode de détermination expérimentale
des constantes élastiques, cette discussion est également importante dans 'optique de
I'utilisation de notre systeme pour étudier des situations de piégeage faible. En effet, dans
une telle situation, le potentiel perturbateur peut varier sur des distances plus faibles
que le pas du réseau : il est donc important de savoir quelle description convient pour

introduire 1’élasticité du réseau a cette échelle.
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Chapitre 4

Obtention d’un cristal parfait
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4.1 Introduction

La configuration d’énergie minimale d’un nombre infini de particules en interaction
situées dans un plan est, pour une grande variété de types d’interaction, un cristal de
symétrie hexagonale .

Nous présentons dans ce chapitre les procédures expérimentales permettant d’obtenir
un tel cristal bidimensionnel, constitué d’environ 2000 particules.

Lors de la mise sous tension du dispositif, les particules se repoussent et occupent
tout l’espace disponible, limité par le cadre de confinement. Par rapport a un cristal
hexagonal parfait, la configuration spontanément adoptée présente un certain nombre
de défauts. Afin d’éliminer ces défauts, nous opérons un processus de "recuit”. Cette
procédure, communément utilisée en métallurgie, consiste a soumettre le systeme a une

température élevée, a laquelle il se comporte comme un liquide, puis a baisser lentement

1La différence d’énergie avec un cristal de symétrie carrée est cependant généralement assez faible.
Selon Fisher et al., la différence d’énergie relative par unité de surface entre un réseau carré et un réseau

hexagonal est de I'ordre de 5%¢ [67].
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cette température?. Elle permet d’évacuer les défauts structuraux a la dynamique de
disparition lente, différents de ceux correspondant aux excitations thermiques associées a
la température finale. L’état final est atteint au bout de 5 a 30 minutes selon la température
utilisée.

Dans I'état obtenu par recuit, il peut éventuellement subsister des défauts, qui ont
trois origines :

— La forme du confinement : sachant que les billes périphériques s’alignent
systématiquement le long des parois du cadre de confinement, toute géométrie
du cadre incompatible avec la symétrie hexagonale induit systématiquement des
défauts®. Nous travaillons donc avec des cadres de confinement hexagonaux, dont
les cotés ont pour longueur 30 mm ou bien 48 mm. Ces cadres permettent, compte-
tenu des distances d entre les billes rappelées a la section 2.2.1 (1 mm < d < 2 mm),
de disposer d'un cristal de 1000 a 2500 billes environ.

— Le nombre de billes N : méme avec un confinement hexagonal, seules certaines
valeurs de N permettent de remplir le cadre avec un cristal parfait. Cette dépendance
est étudiée plus précisément dans les sections suivantes.

— La température T : des défauts peuvent étre produits par excitation thermique.
Ces défauts, de faible énergie, disparaissent néanmoins si la température est suffi-
samment basse. Nous revenons également sur ce point dans ce qui suit.

Apres avoir décrit les défauts observés dans les cristaux a 1’équilibre (section 4.2.1),
nous discutons a la section 4.2.2 de ’état final du recuit en fonction des deux parametres
(N et T') précédemment cités. Le processus en jeu lors du recuit lui-méme, qui permet la
réorganisation et la disparition de la plupart des défauts initialement présents en grand
nombre dans un systeme désordonné, est abordé dans la section 4.3. Nous profitons de
cette étude pour revenir tres rapidement, dans la section 4.4 sur la fusion de ce cristal
de Wigner. La fusion de réseaux bidimensionnels, sujet sur lequel de nombreuses ques-
tions ouvertes demeurent, a été largement étudiée depuis quelques dizaines d’années. Plus
récemment, pour des cristaux de Wigner tres semblables au notre, elle a été étudiée par

Pouligny et al. [61] et par Zheng et Grieve [38].

4.2 Obtention d’un cristal parfait

4.2.1 Identification des défauts par les cellules de Voronoi

Dans les systemes en interaction a courte portée, la description de la structure des

réseaux en terme de positions des liens entre particules plus proches voisines a prouvé

2Généralement, on opere plusieurs cycles de baisse de la température en diminuant progressivement

la température maximale de début de cycle.
3Comme nous avons pu le voir pour les ilots de Wigner ayant plus de 20 billes, il subsiste néanmoins

un coeur présentant une symétrie hexagonale.
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sa pertinence. Par plus proches voisines, nous entendons celles liées par un lien dans une
triangulation de Delaunay*. Dans un réseau régulier hexagonal, les plus proches voisines
d’une particule sont toutes situées a la méme distance de celle-ci. Ce n’est plus vrai si le
systeme est désordonné. Si le désordre devient important, le défaut le plus simple est la
modification du nombre de plus proches voisines, ou coordinence, qui de 6 passe a 5 ou
7. La visualisation d’un tel défaut, appelé ”disclinaison”, est encore plus aisée lorsqu’on
trace, pour chaque particule, sa cellule de Voronoi délimitée par les médiatrices des liens
avec les plus proches voisins, généralisation de la cellule de Wigner-Seitz pour un réseau
quelconque. Dans un cristal hexagonal parfait, les cellules de Voronoi sont des hexagones
réguliers. Une disclinaison est marquée par une cellule de Voronoi a 5 ou 7 cotés. Toutefois,
une disclinaison de coordinence 5 et une disclinaison de coordinence 7 créent un champ
de contrainte tels qu’elles ont tendance a s’attirer pour former une ”dislocation”, paire de
disclinaisons 5-7 [68]. Comme présenté sur la figure 4.1, la présence d’une dislocation se
traduit par le dédoublement d’une ligne et donc ’ajout d’'une demi-ligne supplémentaire
démarrant par la disclinaison 5 apres I’embranchement marqué par la disclinaison 7. A
chaque dislocation est associé un ”vecteur de Burger”, défini comme le vecteur partant
de la disclinaison 5 et joignant cette disclinaison avec l'autre site duquel part le deuxieme

fragment de la ligne dédoublée (figure 4.1). Il est donc orthogonal a la paire 5-7 formant

la dislocation.

Fi1G. 4.1 : Cellules de Voronoi dans un cristal hexagonal présentant une dislocation. Les points
noirs dans les cellules désignent les positions des centres des billes. Les disclinaisons 5 et 7
formant la dislocation sont marquées respectivement par des cellules en gris clair et gris foncé.
La dislocation est a l'origine d’un dédoublement de ligne, orthogonal au vecteur de Burger de la

dislocation.

La description des écarts au cristal parfait a I’aide des disclinaisons et des dislocations
permet de rendre compte, en premiere approche, de la plupart des défauts observés dans
un cristal (lacunes, particules intersticielles) [67,69], ainsi que de leur dynamique (voir par
exemple le mouvement des lacunes dans des systemes colloidaux dans [70,71]). Toutefois,
lorsque le cristal est soumis a une une perturbation de faible intensité, nous verrons qu’il

peut parfois étre nécessaire d’aller au dela de cette simple description et d’'inspecter la

4La triangulation de Delaunay s’appuyant sur un ensemble de points d’un plan est définie par la
propriété suivante : aucun triangle de la triangulation ne contient de point a l'intérieur de son cercle

circonscrit autre que ses trois sommets.
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F1G. 4.2 : Cristal de 2269 billes (nombre magique avec p = 28) et diagramme de Voronoi cor-

respondant.

forme des cellules de Voronoi pour mesurer les écarts au cristal hexagonal idéal.

4.2.2 Facteurs déterminant 1’état final du recuit

Nombre de particules et ”"nombres magiques”

Méme lorsque le recuit a bien été mené, et ce dans
un confinement hexagonal, il reste nécessairement des
défauts des lors que le nombre de billes n’est pas un
"nombre magique”, pour reprendre les termes de Schwei-
gert et al. [72]. Un cristal constitué d’un nombre magique
de billes correspond au sous ensemble d’un cristal in-
fini formant un hexagone régulier. Pour un tel hexagone

ayant p billes par coté, le nombre total de billes N, est

3p(p—1)+ 1. Dans ce cas, et a basse température, il est
possible d’obtenir un cristal parfait. Un exemple en est donné sur la figure 4.2, avec le
diagramme de Voronoi correspondant, ainsi que par la transformée de Fourier présentée
ci-contre. Notons que la distance moyenne entre les billes est constante dans tout 1'es-
pace, méme aux bords, ce qui valide le choix de porter le cadre de confinement au méme
potentiel que les billes.

En revanche, pour un nombre de billes non magique, I'incompatibilité entre le nombre
de billes et la forme du confinement implique 'existence d’un nombre minimal de dislo-
cations a la fin de la procédure de recuit. Indiquons cependant que quels que soient la

température et le nombre de billes présentes dans le systeme, nous n’observons presque
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jamais de disclinaisons isolées, mais uniquement des dislocations. La figure 4.3 présente
la proportion moyenne de sites marqués par une dislocation dans le cristal apres recuit en
fonction du nombre de billes. Le taux le plus bas est obtenu pour les nombres magiques, les
dislocations encore présentes étant dues aux fluctuations thermiques. Entre deux nombres
magiques, la proportion de dislocations croit jusqu’a un maximum, puis décroit. Ce com-
portement peut étre analysé ainsi : les premieres billes ajoutées a un nombre magique
permettent de créer, pres des bords, des démarrages de lignes supplémentaires. Lorsque le
nombre de billes augmente, le systeme préfere ensuite allonger ces lignes supplémentaires
plutot que d’initier une nouvelle ligne ailleurs. Ceci ne crée pas de nouvelles dislocations,
la proportion de dislocations dans le systeme doit donc baisser. En réalité, la limite entre
les deux mécanismes n’est pas si marquée, plusieurs lignes nouvelles peuvent étre initiées
en différents points, puis se rejoindre grace a l'ajout de nouvelles billes. C’est pour cela
que le taux grimpe environ jusqu’au milieu de I'intervalle entre deux nombres magiques,
méme si dans le méme temps la longueur moyenne des morceaux de lignes ajoutés croit °.
Lorsque la longueur de la ligne supplémentaire atteint sa longueur finale, la dislocation
est 7évacuée” par les bords.

Dislocations résiduelles

A toute température non nulle, en cas de nombre de billes non ma-
gique ou lorsque le processus de recuit a été mené trop rapidement, il
subsiste des dislocations dans le systeme. Leur nombre augmente avec la

température. Parmi ces défauts, il faut distinguer néanmoins les paires

virtuelles de dislocation de vecteurs de Burger opposés qui résultent de
I’excitation thermique, comme sur I'exemple ci-contre, et n’engendrent aucune modifica-

tion de leur environnement. Nous avons pu observer que les autres dislocations peuvent

SEntre les nombres magiques 1027 (p = 19) et 1141, la longueur moyenne des lignes supplémentaires
vaut environ (en nombre de billes) 9 pour N = 1050, 10 pour N = 1063 et 14 pour N = 1087.
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se trouver de maniere équiprobable en tout point du cristal, a I’exception des premieres
rangées, qui sont mieux organisées sous l'effet des bords®. Cette observation confirme que
notre dispositif permet de reproduire, dans ’état quasi-stationnaire obtenu par recuit, un

cristal équivalent a un "morceau” de cristal infini.

4.3 Réorganisation et disparition des dislocations

4.3.1 Dynamique des dislocations

Lorsqu’elles sont isolées, la dislocations sont tres mobiles dans la direction parallele a
leur vecteur de Burger, et beaucoup moins dans la direction orthogonale ”. Ce déplacement
peut étre renforcé en présence d’une autre dislocation. En effet, deux dislocations créent
un champ de contrainte tel que, d’une part, leurs vecteurs de Burger vont avoir tendance a
s’aligner, et que d’autre part, deux dislocations ayant des vecteurs de Burger opposés vont
s’attirer. Le déplacement se faisant essentiellement dans la direction de ces vecteurs, si
les vecteurs sont alignés, les dislocations se rencontrent et forment une paire virtuelle, qui
peut disparaitre. Ceci peut se voir comme la fusion des morceaux de lignes supplémentaires

en un seul.

De maniere plus générale, le mouvement des dislocations est en réalité controlé par
I’ensemble du cristal environnant. En particulier, & nombre fixé de dislocations, la dyna-
mique des dislocations conduit le systeme a présenter de larges zones organisées, qui sont
alors séparées par des lignes de dislocations, dites ”joints de grains”, plutot que d’avoir

des dislocations isolées induisant de nombreuses déformations locales [67].

Un exemple en est donné ci-contre : de part et d’autre du joint,
les grains sont tournés de 30° 'un par rapport a l'autre. L’évolution
du systeme se résume alors essentiellement a une compétition

entre les domaines aboutissant a I’élimination de ces joints de

grains.

6Cette disposition des dislocations n’est pas a priori la seule possible. Dans le cas d’un support isolant,
les zones centrales et latérales sont souvent parfaites, les dislocations résiduelles se plagant a une distance

intermédiaire entre le centre et le bord du systeme.
"Cela se comprend aisément : un déplacement selon le vecteur de Burger ne nécessite qu'un

déplacement du dédoublement de lignes, presque sans déplacement de matiere, alors que le déplacement
orthogonal nécessite de rallonger ou raccourcir les lignes dédoublées, et donc demande d’importants

déplacements de matiere.
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4.3.2 Evolution vers le cristal parfait

L’évacuation des dislocations dans notre systeme a partir d'un état initialement
désordonné se fait, de maniere schématique, selon deux processus particulierement bien
mis en évidence lorsque nous partons d’un systeme chargé a température nulle puis porté
a une température donnée constante®. L’évolution typique avec le temps du nombre de
dislocations dans le systeme est présentée sur la figure 4.4. Pendant les 100 premieres
secondes, le nombre de dislocations décroit fortement, de plus de 75%. La diminution du
nombre de dislocations est ensuite beaucoup plus lente, au bout de 1000 s il ne reste que les

dislocations résiduelles dues a I'agitation thermique ou a un nombre non magique de billes.

020 —4—————F———F———F———1———1————

Fia. 4.4 : Evolution avec le temps de la

©

[

(S}
T
1

proportion de dislocations présentes dans

un systéme de 1991 billes soumis a une

©
[
o
T

1

température constante. Un apercu des dia-

grammes de Voronoi correspondant est re-

©
=}
(&}
T

1

porté sur la figure 4.5(b). Les conditions

Proportion de dislocations

000 expérimentales sont Vo = 1000 V et T =

11
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 11,1.10" K.

t(s)

Ces deux temps caractéristiques suggerent l’existence de deux mécanismes différents
dans le processus de recuit. Ces mécanismes apparaissent clairement lorsqu’on regarde
les diagrammes de Voronoi correspondant. La figure 4.5(b) présente ces diagrammes a
différents instants pour le méme systéme que celui utilisé dans la figure 4.4 (N = 1991,
nombre non magique). Le cas d’'un nombre magique est reporté sur la figure 4.5(a).

Lors de la mise sous tension du systéme non agité (¢t = 0), de trés nombreuses disloca-
tions peuvent étre observées. Le systeme est alors completement désordonné. Des qu’il est
soumis a une agitation thermique, le systeme est le siege de nombreuses réorganisations
marquées par le déplacement des dislocations. D’une part, les dislocations en interaction
attractive peuvent se recombiner et disparaitre; ce processus est tres rapide et explique
la décroissance rapide du taux de dislocations que nous avons relevée. Parallelement,
le systeme cherche a s’organiser localement : si les parois forcent I'orientation des axes
cristallographiques prés des bords, les zones intérieures n’en ressentent pas leur effet et

peuvent s’organiser selon une orientation quelconque; les différents ilots ainsi créés sont

8Procéder a température constante plutdt que de procéder & un recuit classique avec un gradient de
température dans le temps permet de n’avoir que le temps comme parametre et de mieux suivre les modes

d’évacuation des dislocations.
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F1G. 4.5 : Diagrammes de Voronoi représentant l’évolution dans le temps de deux cristauz. (a) :
N=1141 billes (nombre magique); (b) : N = 1991 billes (nombre compris entre les nombres
magiques 1951 et 2107). Dans les deux cas, nous avons Vo = 1000 V et T = 4,0.10"' K.

séparés par des joints de grains, constitués des dislocations n’ayant pu étre évacuées du

fait de ces réorganisations locales.

Ces joints se réorganisent ensuite assez rapidement
pour n’en former plus qu’un, qui se ferme sur lui-méme,
en enserrant un cristal tourné de 30° par rapport au cris-
tal extérieur s’appuyant sur les bords, comme en atteste
la transformée de Fourier du cristal de la figure 4.5(b) a
t = 60 s, présentée ci-contre. Lors du processus de recom-
binaison des grains, c¢’est donc le grain le plus désorienté

par rapport au cristal final qui se maintient le plus long-

temps. Signalons que cette forme fermée sur elle-méme
du joint de grain est fortement liée a la géométrie du confinement : la forme du confine-
ment étant compatible avec I'existence d’un cristal parfait, il n’est pas énergétiquement

favorable que deux cristaux d’orientations différentes croissent contre un bord, sur lequel
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4.3. REORGANISATION ET DISPARITION DES DISLOCATIONS

viendrait donc se terminer un joint de grains®.

En résumé, la premiere phase est marquée par la formation d’'un unique grain central
désorienté de 30° par rapport au cristal extérieur. Notons que nous n’observons jamais,
comme souvent en métallurgie, la croissance d'un grain organisé a l'intérieur du systeme
désordonné '%. Dans les systemes de particules en interaction courte portée [76] ou longue
portée [67], 'énergie d’'un joint de grain dépend, entre autres, de la différence d’orientation
des deux cristaux. Nous pouvons déduire de nos observations que 1’énergie minimale est
associée a une désorientation de 30°, ce qui peut se comprendre par le fait que, dans ce cas,
les symétries des deux cristaux ne sont pas totalement incompatibles, les axes principaux
de I'un coincidant avec les axes secondaires de 1'autre.

La forme de la boucle de dislocations ainsi formée semble dépendre du nombre de
billes (et par conséquent du nombre de dislocations isolées présentes dans le cristal
extérieur) : alors que pour un nombre magique (figure 4.5(a), t=20 s), la forme est
relativement ronde (suivant ainsi grossierement la forme du confinement), pour un autre
nombre de billes (figure 4.5(b), t=60 s) la forme est moins réguliere ''. Ceci peut étre
dii au champ de contrainte créé par le surplus de dislocations. De plus, la rapide mise
en place de cette boucle de dislocations montre que les barrieres énergétiques a franchir
pour obtenir cet état sont faibles. D’ailleurs, lorsque la tension Vj est appliquée au
systeme alors qu’il est déja soumis a une agitation thermique, I’apparition des grains est

quasiment immeédiate.

9La situation est bien différente par exemple pour un confinement carré, comme l'illustre la figure
ci-dessous. Celle-ci, également similaire & ce qui peut étre observée dans des réseaux bidimensionnels de
mousse [73], n’a pas été obtenue dans notre systéme mais & partir d’'une algorithme de minimisation, dit
de Lloyd, développé par Alliez et al. [74].

Cet algorithme, a priori, ne minimise pas la méme quantité que I’énergie
de nos systémes, mais la quantité suivante [75] : si 'on se donne des cellules
V; pavant ’espace disponible contenant chacune un point x;, il s’agit de mi-
nimiser la quantité Z |x — x;|dx par rapport & I’ensemble des couples

7 k3

(Vi,x;). La minimisation de telles quantités, qui peuvent étre modifiées en

pondérant les distances |x — x;| par un poids f(x), est un enjeu important

dans les problemes de maillage de surfaces, qui permettent notamment la

reconstruction d’images tridimensionnelles. La similitude avec les configura-
tions obtenues dans des problemes de minimisation d’énergies d’interaction entre particules ou d’énergies
de lignes (pour les mousses) laisse penser que I'important développement actuel d’applications dans ces
problemes de maillage pourrait étre utilisé avec profit par la communauté physicienne, d’autant plus que
la possibilité de pondérer les distances & minimiser pourrait étre utilisée avec profit pour aborder des
problemes de piégeage.

10Une telle phase est habituellement trés stable puisque I'adaptation du systéme extérieur au grain
le long de l'interface est aisée du fait de son désordre. Certainement & cause des conditions au bord,

Iorganisation du systéme en domaines se fait ici simultanément au centre et sur les bords du systeme.
"Bien que la forme de la boucle de dislocation dépende également d’une éventuelle impureté ponctuelle

dans le systeme (bille sale...), cette observation rend compte de faits qui sont bien reproductibles.
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CHAPITRE 4. OBTENTION D’UN CRISTAL PARFAIT

Le systeme entre alors dans la deuxieme phase, qui est beaucoup plus lente par rapport
a la premiere, car elle mobilise plus de particules. Comme montré sur la figure 4.5, nous
observons un effondrement du joint de grain sur lui méme. Dans le cas d’un joint circulaire,
cette dynamique est isotrope. La vitesse d’effondrement de la boucle a été étudiée dans le
cas du systeme a 1991 billes présenté sur la figure 4.5(b). Le périmetre de cette derniere
est reporté sur la figure 4.6 pour trois températures différentes : 7' = 4,0.10'K, 9, 1.10"'K
et 11, 1.10MK ; pour la température intermédiaire, nous avons reporté les données de deux

mesures d’effondrement dans les mémes conditions.
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F1a. 4.6 : Longueurs L(t) de boucles de dislocations en fonction du temps pour 3 températures
différentes. Pour plus de clarté, les origines des temps ont été décalées. Pour la température
T = 400, les périmetres de deux boucles distinctes sont reportés. Notons que les barres d’in-
certitude aux temps initiauz sont lices a la difficulté de définir proprement la boucle lorsque les
lignes de dislocations sont encore en train de se réorganiser. Les lignes en pointillé montrent
lajustement avec une loi affine. Leurs pentes donnent la vitesse d’effondrement des boucles, qui
valent respectivement 0,65 mm.s™' (T = 11,1.10"' K), 0,17 mm.s~* (T = 9,1.10' K, boucle 1),
0,26 mm.s~* (T = 9,1.10'' K, boucle 2), 0,007 mm.s~' (T = 4,0.10'' K). La tension Vy est égale
a 1000 V.

Pour les deux températures les plus élevées, nous pouvons noter une décroissance
a vitesse quasi constante du périmetre L des boucles. Cette vitesse augmente avec la
température. Comme nous pouvons le voir dans le cas T = 9, 1.10''K, cette vitesse dépend
peu de la taille initiale du grain. Dans le cas d’une faible température (7' = 4, 0.101'K),

la décroissance est extrémement lente, et la disparition du grain n’intervient qu’au bout
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4.3. REORGANISATION ET DISPARITION DES DISLOCATIONS

d’un temps tres long.

La largeur du joint de grain étant petite par rapport a la taille des grains, mais
sa longueur grande par rapport a la taille du coeur des dislocations, la dynamique de
la frontiere peut étre analysée en considérant les deux cristaux comme deux milieux
élastiques séparés par une ligne unidimensionnelle. Pour un joint rectiligne, I’énergie par
unité de longueur ¢ de la ligne dépend, outre de la différence d’orientation 6 entre les
deux cristaux, de l'angle « de la ligne par rapport a un axe de référence du cristal [76].
Cette derniere dépendance est de peu d’importance ici puisque la ligne se boucle sur

elle-méme.

Ce cas d'un grain inclus dans une matrice d’orientation fixée a été étudié par Ko-
bayashi et al., qui montrent qu’un joint de grain circulaire séparant un cristal extérieur
a l'orientation fixée d'un cristal intérieur s’effondre sur lui-méme; au cours de ce pro-
cessus, le cristal intérieur tourne progressivement pour s’aligner sur les axes du cristal
extérieur [77].

Dans ce modele, la force motrice est liée a la courbure du joint : si R est le rayon
de la boucle, cette force est proportionnelle & (/R. Sous I’hypothése d’'un mouvement

sur-amorti, I’équation du mouvement radial devient

R=—kM(C/R, (4.1)
ou k est une constante positive et M est la mobilité, qui est thermiquement activée. La
valeur de ¢ dépend de l'orientation du cristal intérieur, dont on peut aussi écrire 1’équation
d’évolution. Si la mobilité associée a ce mouvement de rotation est faible, I’essentiel de la
décroissance de # se fait lorsque R devient petit. Dans le cas extréme de ce régime ou le
cristal ne peut pas tourner, qui semble étre le cas qui s’applique a notre systeme, ( est

une constante et I’équation du mouvement de R peut facilement étre résolue. On trouve

R(t) = \/R2 — 2kM(t. (4.2)

Si on considere que nos joints de grains sont circulaires, alors leur longueur doit
évoluer comme leur diametre. Le comportement affine que nous observons ne semble pas
en adéquation avec ce modele!?, I'ajustement avec la fonction R(t) est moins bon que
I’ajustement linéaire, méme lorsque R tend vers 0. Cependant, sur un large intervalle,
la fonction (4.2) se confond aisément avec une fonction affine compte-tenu de l'incer-
titude dans les mesures des longueurs des joints. Nous pouvons voir a la température
T = 9,1.101"K que lorsque R tend vers 0, la chute est plus brutale, comme dans le
modele. Notons toutefois que dans ce cas, la taille du joint devient de l'ordre de gran-

deur de la taille du grain, et donc la pertinence de I'utilisation du modele peut se discuter.

12LLes grandes différences de valeur des vitesses d’effondrement pour les trois températures confirment

toutefois que la mobilité est bien thermiquement activée.
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En conclusion, 1’étude de ce processus nous a permis d’illustrer la propension du
systeme a favoriser 'existence de domaines désorientés limités par des joints de grains. Si,
dans le cas d’un cristal non soumis a d’autres contraintes que celles du bord, I'orientation
finale est imposée par celle de ce bord, ces domaines peuvent toutefois se développer dans
un premier temps jusqu’a une faible distance du bord (voir par exemple la figure 4.5(a)
a t = 20 s). La direction alors privilégiée est une désorientation de 30°. Signalons que
si cette direction est la seule a se développer de maniere importante lorsque le systeme
part d’une situation désordonnée, des domaines ayant une orientation différente peuvent
toutefois étre créés et se maintenir sur un temps assez long si on part d'une situation
initiale différente. Ainsi, considérons un cristal initial présentant une symétrie carrée
et dont les axes principaux ne coincident pas avec celui du cristal hexagonal final, et
laissons-le relaxer comme précédemment jusqu’au cristal final. Comme nous pouvons le
voir sur la figure 4.7, il se développe alors des domaines hexagonaux dont un des axes
est dans la méme direction qu'un des axes du réseau carré initial (deux orientations sont
donc possibles). Ces domaines finissent également par fusionner, puis disparaitre ensuite
au profit du domaine extérieur s’appuyant sur le cadre, tout en gardant jusqu’a la fin leur
orientation initiale par rapport au cristal extérieur, en I'occurrence ici a 15° et non a 30°.

Ceci illustre aussi la facilité qu’a un réseau carré a se cisailler *, notamment ici pour
créer un réseau hexagonal : des lors qu’'un alignement de billes existe, le systeme préfere
s’appuyer sur cet alignement pour créer un réseau hexagonal plutot que de passer par
une phase désordonnée pour créer un domaine orienté dans une direction qui semble plus
favorable. Une fois le domaine créé, sa cohésion est suffisante pour résister pendant un

certain temps a l'ordre imposé par le cadre extérieur.

4.4 A propos de la fusion a deux dimensions

Ayant a notre disposition un cristal de plusieurs milliers de particules soumis a une
température controlable, la question de I’étude de la fusion de ce cristal est assez naturelle.

Développé dans les années 70 a partir des travaux de Kosterlitz et Thouless [78], puis
ceux de Nelson et Halperin [79-81] et Young [82], le modele KTNHY propose un scénario
de fusion 2D (sans exclure que d’autres soient possibles) qui a fait 'objet de nombreuses
études, tant expérimentales que numériques. Ce scénario a I’avantage de prédire le compor-
tement quantitatif d’'un grand nombre de grandeurs (fonctions de corrélation, constantes
élastiques, nature des défauts...) et fournit donc de nombreux points de repére et un
cadre a partir duquel il est possible de discuter des processus amenant vers le désordre
dynamique méme lorsque le scénario n’est pas totalement vérifié.

Dans le cadre de la théorie KTNHY, la fusion se démarque dune transition du premier

13Un tel cristal est préparé en utilisant le dispositif de piégeage décrit au chapitre 6.
4Voir également la note 8, section 5.2.1.
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corrélations spatiales translationnelles et orientationnelles.

L’autre idée importante du scénario KTNHY est qu’a chacune des trois phases corres-
pond une typologie particuliere des défauts présents. En effet, la transition vers la phase
hexatique est marquée par la forte augmentation du nombre de dislocations. La séparation

de ces dislocations en disclinaisons isolées marque l'apparition de la phase liquide.

Les essais de validation expérimentale et numérique de ce scénario proposé a produit
une littérature abondante, dont nous ne retenons dans ce qui suit que les grandes lignes
et les points concernant plus précisément notre dispositif.

Du point de vue numérique, la tendance a été pendant de nombreuses années a une
invalidation du scénario KTNHY, et ce pour différents types d’interactions [83]. Cepen-
dant, 'amélioration des performances matérielles des calculateurs et algorithmiques a
permis d’explorer des systémes de plus en plus grands (de ordre de 10° particules), dans
lesquels la validité du scénario KTNHY a pu étre vérifiée [84,85]. Il est donc probable que
la taille du systeme joue un role important, et que le scénario KTNHY ne soit valable
qu’a la limite thermodynamique. En réalité, ce probleme semble étre autrement plus
complexe : outre le fait que parfois seule une partie des traits caractéristiques de la théorie
soit observée [86], 'existence d'un tel processus plutot que d'une transition de premier

ordre dépend de I’énergie de coeur des interactions [87], ou de la nature de I'interaction [88].

Dans les cristaux de Wigner de plus de 2000 billes dont nous disposons, ’absence de
disclinaisons isolées a toute température prouve que la partie du scénario KTNHY basée

sur la description des défauts ne peut s’appliquer a notre systeme.

Par ailleurs, dans des études plus quantitatives menées sur des cristaux de Wigner si-
milaires au notre, I’existence d’une phase hexatique n’est pas non plus clairement établie.
Précisons que ces études ont été menées sur des ensembles de 900 billes environ (Pouli-
gny et al. [61]) ou 600 (Zheng et Grieve [38]), ce qui est un nombre relativement faible.
Pouligny et al. considerent d’ailleurs que le fait d’avoir un nombre de particules confinées
aussi faible peut expliquer leurs observations d’une transition semblable a une transition
du premier ordre, dans laquelle les parametres d’ordre translationnel et orientationnel
chutent a la méme température. Comme également évoqué par Bagchi et al. [84], le ca-
ractere fini du systeme, couplé a une interaction avec les parois de portée non nulle,
pourrait déplacer la température de transition solide-hexatique vers la température de
transition hexatique-liquide. Notons toutefois qu’en raison de la petite taille du systeme,
ce sont des parametres d’ordre intégrés sur le systeme qui ont été utilisés, et non pas leurs
corrélations. Zheng et Grieve utilisent en revanche la fonction de corrélation orientation-
nelle pour mettre en valeur une phase hexatique, ceci étant validé par le calcul de la figure
de diffraction de Bragg du réseau, qui présente 3 motifs différents selon la température
effective. Notons toutefois que cette fonction de corrélation ne peut étre tracée que sur

une distance de 15 pas du réseau, ce qui semble faible pour juger du comportement
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asymptotique. Une alternative pour discriminer les phases pourrait étre de considérer,
plutot que les corrélations spatiales, les corrélations temporelles des mémes parametres.
Expérimentalement, une telle méthode est séduisante puisque ’obstacle du caractere fini
de I'espace occupé (ou du champ de la caméra) est ainsi levé . 11 a été montré par Nel-
son [89] que le comportement est identique a celui des fonctions d’espace, ce qui a été
confirmé expérimentalement pour des particules colloidales par Zahn et al. [90].
Compte-tenu de nos observations d’absence de disclinaisons et des autres résultats
expérimentaux existant, il semble donc que dans les cristaux de Wigner macroscopiques,
le scénario KTNHY ne soit pas vérifié, tant du point de vue de la typologie des défauts

présents que de la fonction de corrélation orientationnelle *°.

5 Nous utiliserons cette possibilité au chapitre 9 pour caractériser le désordre dans les petits systemes.
16GSignalons que dans les systemes colloidaux, en revanche, 'unanimité semble étre de rigueur, puis-

qu’aussi bien pour des interactions dipolaires [91] que pour des interactions coulombiennes écrantées
[92,93] ou des particules non chargées [94], le scénario KTNHY semble s’appliquer. Notamment, Mur-
ray et al. [92,95] comme Zahn et al. [93] mettent parfaitement en paralléle le comportement des fonctions
de corrélation avec la dynamique des dislocations et des disclinaisons. Cette différence avec notre systeme
pourrait étre attribuée soit a la nature différente de l'interaction, soit au rdle joué par les couplages
hydrodynamiques.
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Chapitre 5

Constantes élastiques et

déplacements individuels
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5.1 Introduction

Le cristal hexagonal dont nous disposons nous permet d’aborder le probleme du
piégeage de réseaux élastiques. Mais avant cela, il faut connaitre les caractéristiques de
ce réseau hors de toute contrainte, a savoir ses constantes élastiques. L’interaction entre
les billes étant connue, la détermination directe des constantes a partir de cette donnée
est immédiate. Elle est présentée a la section 5.2. L’enjeu principal de ce chapitre est
toutefois autre. Nous profitons en effet de ce que nous connaissons a la fois les constantes

élastiques et les mouvements individuels des particules du réseau pour aborder la question
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du lien entre 'élasticité et les grandeurs directement mesurables a 1’échelle des particules,
notamment leur déplacement.

La théorie standard de I'élasticité linéaire est en effet une théorie macroscopique
décrivant le comportement d’'un milieu supposé continu lorsque les déformations sont
faibles [96]. Elle permet donc uniquement de décrire, a priori, des systemes connus a une
échelle grande devant la dimension de ses composants élémentaires'. Comme dans tout
probleme de physique statistique de ce type, le lien entre le comportement macroscopique
et les comportements individuels des constituants élémentaires, régis par les lois de la
mécanique 2, est complexe.

Toutefois, expliciter ce lien apparait actuellement comme de plus en plus nécessaire,
et ce pour deux raisons.

La premiere, a laquelle notre étude contribue, est d’ordre méthodologique. En effet,
de plus en plus de petits systemes (au sens ou la distance typique entre les constituants
élémentaires n’est pas extrémement petite par rapport a la taille du systeme) sont étudiés
actuellement. C’est le cas des milieux granulaires, qui comportent intrinsequement un
nombre de constituants bien inférieur au nombre d’Avogadro. Mais c’est aussi le cas
pour tous les systemes qui permettent ’observation directe des constituants élémentaires,
tels les systemes colloidaux, les mousses, etc. Dans de tels systemes, on espere tirer des
renseignements sur le comportement macroscopique a partir d’'une information obtenue
a une échelle spatiale inférieure. Répondre a la question du positionnement respectif
des deux échelles (échelle des particules et échelle macroscopique) devient crucial, afin,
éventuellement, d’apporter les corrections nécessaires a la théorie continue, si cela est
possible.

La seconde raison est liée aux méthodes numériques de Monte Carlo ou de dyna-
mique moléculaire qui permettent de simuler le comportement d’un milieu avec comme
parametres en entrée, donc controlés, les interactions entre ses constituants élémentaires.
Elles sont donc un outil précieux pour établir le lien entre comportements individuels
et comportement macroscopique, et sont a ce titre tres utilisées. Cependant, le nombre
de particules que 'on peut actuellement traiter est de I'ordre de quelques milliers, et le

probleme de la séparation des échelles se pose également.

Préciser le lien entre mouvements particulaires et comportement élastique est donc
indispensable, en particulier pour savoir a partir de quelle échelle A une description par la
théorie continue standard est 1égitime, les variations spatiales a petites longueurs d’onde
des grandeurs microscopiques ayant été intégrées dans une grandeur macroscopique. Si,
dans certains cas, 1’échelle a laquelle on peut appliquer la théorie des milieux continus

peut étre étonnamment petite, cette échelle A est bien souvent a mettre en balance

1Ce qui suppose également que le nombre de ces constituants est grand.
2Nous nous contentons ici de discuter des résultats obtenus dans le cadre de la mécanique newtonienne.
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avec la taille du systeme. De plus, si le systeme étudié est suffisamment grand pour
admettre une description continue, le second enjeu est alors de relier les grandeurs locales

mesurables aux constantes élastiques.

Pour un cristal non contraint parfaitement symétrique et infini dans lequel les parti-
cules ont un mouvement harmonique par rapport a leur position d’équilibre, il est possible
d’écrire les équations du mouvement, puis, apres transformation de Fourier, de se placer
dans le domaine des grandes longueurs d’onde (vecteur d’onde q tendant vers 0) pour en
déduire le comportement accessible a 1’échelle macroscopique. En faisant le parallele avec
la théorie de I’élasticité, on en déduit alors les constantes élastiques en fonction des forces
d’interaction entre les particules.

Si le systéme est soumis a une contrainte homogene (champ de pesanteur, compres-
sion uniforme,...), le déplacement induit est affine et la déformation constante, I’échelle a
laquelle la description continue peut étre appliquée n’est pas modifiée. Dans ces cas-la, la
limitation principale au niveau expérimental comme numérique réside dans la taille finie
du systeme, qui impose une limite inférieure a q.

Mais par ailleurs, le systeme peut aussi étre soumis a une perturbation variant sur
des distances inférieures a 1’échelle macroscopique A. Il peut s’agir de 'application

3 mais aussi d’'un désordre intrinseque au

d’une contrainte extérieure non uniforme
milieu, qui peut étre gelé (di & une inhomogénéité des composants, ou a un potentiel
aléatoire sous-jacent) ou créé par agitation thermique?. Ces perturbations peuvent
augmenter la corrélation entre les déformations dans le systeme, et donc n’autoriser
I'utilisation de la description continue qu’a une nouvelle échelle plus grande que celle
du systeme non perturbé. Si cette nouvelle échelle est, de plus, plus grande que la
taille du systeme, 1'utilisation de la théorie continue de 1’élasticité n’est pas possible, il
devient alors nécessaire de la modifier pour prendre en compte directement des varia-
tions spatiales qui ne peuvent étre intégrées. Cette théorie contiendra alors également

les constantes élastiques, mais aussi les parametres caractérisant la perturbation apportée.

Si on est capable, compte-tenu des contraintes du systeme (taille et désordre), de
mesurer les grandeurs caractéristiques (déformation et contrainte) a une échelle pour
laquelle on dispose d'une théorie, c’est a dire essentiellement d'une expression de 1’énergie
libre, il est alors possible de déterminer les constantes élastiques du systeme.

Plusieurs méthodes sont envisageables. La plus naturelle consiste a appliquer une

contrainte et mesurer la déformation correspondante. L’utilisation de la loi de Hooke —

3Penser & une pression ponctuelle sur un grain d’une milieu granulaire.
4Ces deux désordres sont de nature fondamentalement différente. Dans le premier cas, le systeme est

a un instant donné a 1’équilibre mécanique. Dans le second, la position de chacun des composants ne

correspond pas a un tel équilibre.
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ou d’'une loi similaire, qui sera également dérivée de I'expression de I’énergie libre, si I'on
se place a une plus petite échelle — délivre alors les valeurs des constantes élastiques.
Cette approche pose néanmoins de nombreuses difficultés. Elle suppose en effet I’appli-
cation d’une contrainte controlée et homogene a 1’échelle a laquelle on a pu se placer. Si
cette méthode peut fonctionner dans des simulations (voir par exemple [97]), elle est plus
délicate a mettre en ceuvre expérimentalement. Par ailleurs, une telle méthode faisant
intervenir une contrainte nécessite souvent de connaitre le lien entre la contrainte définie
a ’échelle A et les forces en jeu dans le systeme, qui interviennent au niveau particu-
laire, soulevant une difficulté conceptuelle supplémentaire. Par ailleurs, sa mise en ceuvre
dépend nécessairement du systeme étudié.

Une alternative, que nous développons ici, est de tirer avantage de 'agitation ther-
mique qui induit des fluctuations dans les déformations a toute échelle. Ces fluctuations
induisent une modification des contraintes internes, qui influent elles-mémes sur les
déformations. L’autocorrélation des déformations est donc liée également aux constantes
élastiques, et la mesure de ces fluctuations permet de déterminer ces dernieres, méme
sous une contrainte macroscopique nulle. L’avantage de ces méthodes est qu’elles sont
basées uniquement sur la mesure des déplacements des objets et sont donc relativement
universelles des lors que I'on peut définir une température dans le systéme®. Du point de

vue expérimental, le fait de n’avoir a mesurer que des déplacements est appréciable.

Dans ce chapitre, nous calculons donc dans un premier temps les constantes élastiques
d’un cristal infini constitué de nos billes. Munis de cette détermination, nous explorons
alors les possibilités de mesurer directement ces constantes a partir de la détermination
expérimentale des fluctuations de leurs positions dans un cristal soumis a un thermostat
effectif. Dans cette perspective, nous faisons au préalable un bilan critique des différentes
méthodes appliquées expérimentalement ou dans des travaux numériques afin de propo-
ser des pistes pour mieux comprendre les difficultés survenant dans ces méthodes et les

améliorer.

5.2 Calcul des constantes élastiques

A partir de la donnée de l'interaction entre les particules, il est possible d’écrire les
équations du mouvement et d’en extraire le spectre de phonons. Dans la limite des grandes
longueurs d’onde, on peut en déduire la vitesse des ondes acoustiques dans le milieu. A
cette échelle, le systeme se comporte comme un milieu continu, et ces vitesses peuvent
donc s’exprimer en fonction des constantes élastiques. La comparaison entre les deux

résultats permet alors d’exprimer les constantes élastiques en fonction des parametres de

SL’application de cette méthode & des milieux granulaires est donc difficile, sauf exceptions (gaz

granulaires...).
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I'interaction entre les particules.

5.2.1 Branches de phonons du cristal de Wigner dans la limite

des grandes longueurs d’onde

Nous considérons donc un réseau infini dont les nceuds sont repérés par les vecteurs
R(l), avec | = (I3,ly) € Z?. On désigne par a, la surface d’une cellule unité du réseau
direct, qui s’exprime en fonction de la distance ag entre plus proches voisins (a, = a2 dans
un réseau carré, a, = a2v/3/2 dans un réseau hexagonal).

Onnote R(I,I") = R()—R(!') et u(l,I") = u(l)—u(l’), ou u(l) est un petit déplacement
autour de R(l). Les indices i,j € {z,y} désignent une projection d’un vecteur sur un
des axes du repere. Nous utilisons la convention usuelle de sommation sur les indices
dédoublés.

L’énergie d'interaction £(r) entre deux billes séparées par la distance r a été déterminée
au chapitre 2 :

E(r) = EKo(r/N). (5.1)

L’énergie potentielle du réseau est

U= % ; EMRALT) +ull, 1)]. (5.2)

Pour des petits déplacements, cette énergie peut étre développée a 'ordre 2 en ces

déplacements. On en déduit les équations du mouvement :

mii;(1) = =Y Uy (1, 1w (1), (5.3)

U

avec
92U —LER(L, 1) sill

Uy(l,I) = ———(0,0)= ¢ 18[25 ) o (5.4)

Dans les espaces de Fourier® (en temps et en position), cette équation devient :
wui(q) = Cy(a)uy(q), (5.5)

ou Cj; est la matrice dynamique :
1 —i

Cijlq) = — > Uyy(1,0)e R0, (5.6)

l

SDans tout ce qui suit, les conventions suivantes sont appliquées pour les transformation de Fourier
) -2 . .
dans Vespace : f(x) = (2m) > [ exp(iq - x) f(a)da, f(a) = [ exp(—iq - x)f(x)dx.
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On peut écrire, compte-tenu de (5.4) :

Cila) = = 3 Uy(De™ ™0 — 1), 6.7
1£0

ce qui s’écrit aussi, compte tenu de la symétrie centrale en 0,

Cij(q) = % S Uy (1) (cos aR(D) — 1). (5.8)
140

Pour chaque vecteur d’onde q, la matrice 2 x 2 Cj;(q) peut étre diagonalisée. Ses
valeurs propres donnent les carrés des pulsations associées, ce qui permet d’en déduire les
relations de dispersion.

Considérons maintenant la limite q — 0. A priori, pour une interaction quelconque,
le développement de C; aux grandes longueurs d’onde ne peut se faire a ce stade car
I'inversion (somme sur les [) « (limite q — 0) nécessite de prendre quelques précautions .
Il faut en effet pour cela que la somme converge uniformément au voisinage de q = 0.
Cependant, dans le cas d’une interaction décroissant au moins exponentiellement, cette

condition est vérifiée (la convergence est méme normale), et on peut donc écrire :

1 O*E RO [a.R(])]

40 M = Or;0r; 2
On obtient alors la forme générale :
Cii(q) ~ @E B, (@) (5.10)
ii\ad 1—0 — ij v \ quqv, .

ou u, v permettent de désigner des coordonnées dans I'espace réciproque, et les Bjj,,
sont sans dimension et ne dépendent que du rapport ag/A et de la géométrie du réseau.

Plus explicitement, la matrice dynamique s’écrit :

50 Bmmmm(afo)qg + Bmmyy(%)QS QBxymy(aTO)mey

C(q> ~o a a a
=0 m QB:cyxy(TO)Q:ch Bmyy(TO)qg + Bxxxx(TO)qs

(5.11)

"Ainsi, pour un potentiel coulombien, on peut facilement se convaincre que ’inversion n’est pas tri-
viale : U;; variant comme |R| 73, le terme général de la somme est en |R|™'. Dans ce cas, comme montré
par Bonsall et Maradudin [98], P'utilisation de la méthode d’Ewald permet de contourner le probléme [99].
Elle nécessite I’emploi d’une représentation intégrale du potentiel d’interaction. Pour une interaction Ky,
3 0OO pe
bien le méme résultat qu’en développant directement. Dans le cas coulombien, le calcul fait apparaitre

la méthode peut étre appliquée en utilisant la relation Ky(z) = */4t dt. Nous retrouvons alors

une singularité dans la branche longitudinale : w ~o \/q, ce qui peut étre interprété comme le fait que
q—)

le module de compression est infini [67]. 11 est aisé de généraliser la méthode présentée dans [98] au cas
d’une interaction en loi de puissance quelconque. On se rend compte alors que cette singularité disparait

des lors que la puissance est inférieure ou égale a -2.
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Les B;ju (%) sont donnés par :

. R2 . .
I Y / 2 T ) 2
1 R2 N éi » (1D D,
Buayy(2) = p3 o g o IRI) + 2" o Ko (RI) A, (5.13)
1 R,R 5 R.R R
Boryay(2) = = [ — 2—=2K\(|R]2) + =LKy (|R]2)| R. R, (5.14)
225 TIRp R

ou la variable [ a été omise pour plus de clarté, et ou R est le vecteur sans dimension
R/aq.

En pratique, les B;;,, sont calculés en tronquant les sommes a partir d’'un certain
rang. Typiquement, pour les dimensions caractéristiques de notre systeme (ag ~ 1,5 mm,
A = 0,48 mm), les cinq premiers chiffres significatifs des B,j,, sont obtenus en prenant
—lvax <1< lpax et lyax = 10.

Dans un réseau hexagonal, il n’y a que deux constantes indépendantes, car on a de
PIUS Buyey = 1/2(Busas — Busyy).

Pour ap = 1,5 mm et A = 0,48 mm, nous trouvons®

Broww = 5,71.107" et Bypyy = 5,95.1072. (5.15)

En centre de zone de Brillouin, les branches de phonons sont nécessairement transverses
ou longitudinales? [100]. Par ailleurs le réseau hexagonal est isotrope; ainsi en regardant
par exemple dans la direction [10], on en déduit que les ondes longitudinales et transverses

ont respectivement pour pulsation au carré '°

&o
ey - t 2 = Z B’ 5.16
m q, € Wy m yyq ( )

8Pour un réseau carré, en revanche, les trois constantes Byyzz, Byzyy et Bgyzy sont indépendantes.

Pour les mémes ag et A, nous trouvons

Bizzz = 5,55.107Y, Buyyy = —3,20.1072 et Byyyy = 1,25.107 %

Dans la direction [10], la pulsation associée a onde transverse est donc imaginaire pure (car Bygyy < 0).
Le cristal carré n’est donc pas stable vis & vis d’un cisaillement dans le plan (10), comme dans le cas d’un

cristal de Wigner coulombien [98].
9Ce n’est pas vrai en général, sauf lorsque q est dans la direction d’un axe de symétrie de la zone de

Brillouin.
OPour un potentiel Vo de 1000 V les vitesses de phase w/q des ondes longitudinales et transverses

valent respectivement 5,00.1072 m.s™! et 1,61.1072 m.s~ .
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5.2.2 Détermination des constantes élastiques

Par ailleurs, dans ce domaine des grandes longueurs d’onde, les pulsations wy et wy
peuvent s’exprimer en fonction des constantes élastiques. Dans un modele continu stan-
dard de l'élasticité a deux dimensions, ’énergie libre par unité de surface du systeme

s’écrit, dans le cas d'un matériau isotrope ou de symétrie hexagonale [96] :

A K 1
F= 5“% + iy = gu?i + plui; — §5ijukk)2, (5.17)
ol u;; est le tenseur de déformation, donné par :
1 8u2 8Uj
== — , 5.18

ou u; est le déplacement au point considéré par rapport a une position de référence. @
et 7 désignent des coordonnées de I’espace.

A et u sont les coefficients de Lamé, tandis que K = A+ p est le module de compression
uniforme, p étant alors appelé module de cisaillement.

L’écriture des équations du mouvement a partir de cette énergie libre permet d’écrire
la matrice dynamique et d’en déduire directement les équations de dispersion qui corres-
pondent a la limite continue (q — 0) utilisée ci-dessus.

On trouve alors [96] :

Qg Qs
wp = E(K +u)g*, et W= a,ucf, (5.19)
ot 1/a, = 2/(\/3a2) est la densité en particules.
D’ot, par identification avec les équations (5.16),
0.82 60‘/02}1, Qo Qo
0.82 €0V2h ao
po= LD, (5.21)
ap

ce qui donne, pour ap = 1,5 mm et V; = 1000 V, K ~ 2,47.103J.m~? et
o~ 2,88.1074J.m™2. Avec ces valeurs, notre systéme élastique est donc completement
caractérisé. Par ailleurs, elles nous permettront de juger de la pertinence des modeles de

détermination expérimentale qui sont développés dans la section suivante.

Il est intéressant de comparer ces valeurs avec celles obtenues en ne prenant en compte
que les interactions entre premiers voisins (c¢’est-a-dire en ne sommant dans (5.9) que sur
les six [ proches de 0). Les valeurs des constantes exactes et des constantes approchées en
fonction du pas du réseau ag sont reportées sur la figure 5.1. L’écart entre les deux modeles
reste important jusqu'a ag ~ 16\ ~ 8 mm, ou il n’est plus que de 1%. Aussi, pour les

distances ag usuellement utilisées ’écart est important puisque de 'ordre de 30%, ce qui
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signifie qu’on ne pourra pas, pour discuter des propriétés élastiques du réseau au regard

des mouvements individuels des particules, se contenter de regarder le comportement des

premieres voisines d'une particule donnée '*.

2.0x10? T T T T — T T T T
P ] . \_ . o W OKK
o 150° - ost W 0 M 14
2 Fic. 5.1 : Modules de compression K et de
[0} "az
= .HH Ooooooo N ; o 5
g souo'l 00 * 4030000 1 cisaillement p en fonction du pas du réseau
3 | 2 4
2 A & g M ag : calcul exacts et approximation premiers
S soao \ o . o 7 157 En i t : écart relati tre les d
: E\; — o K (premiers voisins) voisins. En insert : écart relatif entre les deux
<} —O— p (premiers voisins) .
o -, kax! modeéles.

0.0 |- e t—1—0 — e
" ? " 1 " 1 " 1 " 1 "
0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 35
a, (mm)

Dépendance théorique avec la température

Les calculs précédents correspondent a une détermination des constantes élastiques a
température nulle, quand le mouvement des particules autour de leur position d’équilibre
n’est du qu’a leurs interactions. A température finie, les fluctuations thermiques influent
sur ce mouvement. En reconsidérant I’énergie potentielle (5.2) développée pour des petits
déplacements, qui permet de connaitre la distribution statistique de ces déplacements due
a la température, on montre que [101] :

————~ ~exp(—a; =), (5.22)

ou Cy(T) est une constante élastique a la température T, T la température de fusion,
et «; un coefficient dépendant de la constante considérée mais qui reste de I'ordre de 1. Les
constantes élastiques diminuent donc quand la température augmente. Il est également
prouvé, et cela a été mis en évidence dans un cristal colloidal [102], que cette décroissance
est beaucoup plus importante pour le module de cisaillement ; le module de compression
reste lui quasiment constant jusqu’a la fusion. La prise en compte de ce ramolissement

est nécessaire notamment lorsqu’on veut caractériser la fusion d'un solide a partir du

HCeci illustre également une assertion de la section 2.3.1 : la mesure des phonons dans un grand
cristal, si elle est possible, permet essentiellement de mesurer U'interaction effective entre particules, qui

tient compte de tout ’environnement, mais pas de l'interaction de paire.
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comportement de ses constantes élastiques 2.

5.3 Détermination expérimentale des constantes

élastiques

5.3.1 Introduction

Nous abordons maintenant la détermination expérimentale des constantes élastiques
par la méthode des fluctuations. Rappelons qu’il y a dans cette méthode deux étapes qui
requierent une attention égale. Il s’agit d’abord de déterminer, a partir des déplacements
locaux, le tenseur de déformation macroscopique ou plutot le plus macroscopique possible,
puisque nous sommes limités par la taille du systeme, et ensuite, en utilisant 1’énergie libre
adaptée a cette déformation, de déduire de la mesure de ses fluctuations les constantes

élastiques.

Apres avoir décrit cette méthode et discuté en détail les difficultés relatives a chacune
des deux étapes, nous présentons une ébauche de solution adaptée aux systemes de taille
fini au nombre de constituants restreint, tel le notre. Pour cela, nous nous appuyons no-
tamment sur les nombreuses études numériques réalisées depuis quelques dizaines d’années

sur des systémes cristallins ainsi que dans des cristaux liquides nématiques 3.

12Par ailleurs, étudier la fusion peut constituer une alternative pour la détermination d’une relation
donnant les constantes élastiques. En effet, selon la théorie KTNHY, la température de transition solide-

hexatique T, est caractérisée par la relation universelle [79] :

o AaBn(D)K(T)

o (@) T K(@D] 0T

Dans cette équation, il est nécessaire de prendre en compte la décroissance des constantes élastiques
due & augmentation de la température [103], mais aussi de la renormalisation des constantes rendue
nécessaire par I'apparition des dislocations [81]. De plus, avant cette transition, exposant caractérisant
la décroissance algébrique de la fonction de corrélation translationnelle s’exprime en fonction de ces mémes
constantes : la mesure de cette fonction permet, si le systeme est assez grand, de déterminer une deuxieme
relation faisant intervenir les constantes élastiques (voir par exemple, pour des systémes colloidaux, la

référence [104]).
13En effet, dans ce dernier cas, les corrélations entre les constituants donnent une forme complexe

a ’énergie libre, ce qui a suscité de nombreux travaux et la recherche de techniques alternatives. Ceci

permet de mieux mettre en valeur les différentes difficultés.
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La comparaison avec les études numériques se justifie sur deux points **. Tout d’abord,
la taille des systemes étudiés numériquement est actuellement de 1'ordre de grandeur de
celle de notre systeme, a savoir quelques milliers de particules. Par ailleurs, une question
importante dans ces problemes est celle de la rapidité de la convergence des algorithmes,
liée au nombre de configurations qu’il est nécessaire de simuler pour obtenir une statistique
satisfaisante. Ce point est également d’importance pour les systémes expérimentaux, car
si 'obtention d’une nouvelle configuration dans un systeme réel est plus rapide qu’avec un
ordinateur, les cristaux obtenus présentent souvent une légere instabilité dans le temps
liée a la présence de dislocations résiduelles mobiles. Il est donc nécessaire de pouvoir
disposer d'un protocole nécessitant un échantillon statistique le plus petit possible, afin
que le temps de mesure soit limité.

Nous présentons donc pour commencer le principe général de 1'utilisation des fluctua-
tions du tenseur de déformation dans le cadre d’une théorie continue de I’élasticité, puis
nous explorons les différentes utilisations de cette méthode réalisées dans des simulations

numériques, mais également dans des systemes colloidaux.

5.3.2 Fluctuation des déformations et constantes élastiques
Cadre général

Les relations fondamentales que nous allons utiliser peuvent étre obtenues de plusieurs
manieres différentes. Dans l'optique des dérivations plus complexes qui nous serviront a
la section 5.3.4, nous nous plagons ici dans le cadre tres général d’un systeme canonique
bidimensionnel de volume V = L2, o1 L — oo et considérons que le systeme est décrit

par une fonctionnelle d’énergie libre

F(9) = / [Fo(6(x)) — Bx)o(x)]dx, (5.23)

ol ¢ est un parametre d’ordre réel continu défini localement et B(x) est un champ
extérieur fictif non nécessairement uniforme couplé avec ¢. Méme s’il est nul en réalité,
ce champ est tres utile pour calculer les fonctions de corrélation, quitte a le faire tendre
vers 0 ensuite [108]. La généralisation a plusieurs parametres indépendants ¢, ¢o, . . . est

immédiate.

4 Notons toutefois que dans les simulations numériques, par nature, la force entre les composants est
connue, ce qui rend possible 'utilisation de méthodes de déterminations faisant intervenir le tenseur de
contrainte. Cependant, les méthodes basées sur la loi de Hooke ont été utilisées trés minoritairement. En
effet, il a été montré, tant dans les solides que dans les cristaux liquides, que ces méthodes convergent
moins bien que les méthodes basées sur les mesures des fluctuations (du tenseur de déformation ou du
tenseur de contrainte). On pourra se référer, pour les solides, aux travaux de Sprik et al. [105], et pour
les cristaux liquides aux références [106, 107]. Les méthodes de fluctuations, qui sont celles qui nous

intéressent, sont donc majoritairement présentes dans la littérature.
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La fonction de partition du systeme est définie par I'intégrale de chemin

= [ Dldless [ - 57, (521
et ’énergie libre par
F = —% In Z, (5.25)

avec § = 1/kgT.
Si on note (A) = 1/Z [ D[¢]Ae 7@ la moyenne d’ensemble de A, on définit la

fonction de corrélation connexe

G(x,y) = (0(x)(y)) — (0(x)){(¥))- (5.26)
On a 191 Z OF
(9(x)) = 50Bx) 0BX)’ (5.27)
et
Glx,y) = I olnz  10{o(y)) (5.28)

2 0B(x)0B(y) [ 0B(x)
Enfin, on définit la susceptibilité par :

y) = M 5 / %, y)d (5.29)

Si de plus le systeme est invariant par translation, ce qui suppose que B est constant,
on a

Glxy) = Gx—y) = (6(x — y)0(0)) — (6(0))2, (5.30)
ot x= 5 [ G(x) = lim 5G(a). (5.31)

ou G(q) est la transformée de Fourier de G(x). x est une fonction des constantes
intervenant dans I’énergie libre, qui peuvent donc étre déterminées a partir de la fonction

de corrélation du parametre ¢.

Cas de I’élasticité

Dans un systeme élastique, les parametres d’ordre utilisés sont les composantes
indépendantes du tenseur de déformation, obtenu par dérivation des déplacements '°. Dans
I’hypothese d'un comportement linéaire, les valeurs de ce tenseur sont petites et ’énergie
libre peut étre développée selon les plus petites puissances du tenseur et éventuellement de
ses gradients. Si l'on se restreint aux gradients du premier ordre, la fonctionnelle d’énergie
libre s’écrit donc :

5Pour les cristaux liquides nématiques, 'expression de la déformation fait intervenir des rotationnels

du vecteur directeur, mais fondamentalement cela ne modifie en rien notre discussion.
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F(o) = / [%¢(x)2 + %|V¢(X)|2 —+ .. .}dx — /B(x)gb(x)dx. (5.32)

Les constantes c¢; associées sont par définition les constantes élastiques'®. Le second
terme, associé a la constante cy, permet de rendre compte de variations sur des distances
inférieures a I’échelle de mesure, et donc non structurellement intégrées dans le terme en
C1.

A partir de cette énergie libre, nous pouvons dériver la fonction de corrélation G
correspondante.

Par intégration par parties, F s’écrit également

@]

F(0) = [ [Sobx - Zonotdx— [ Boxax (5.33)

L’intégrale définissant Z, qui est

Z|B] = / D[] exp [—% / o(x)B(c1 — c2A)p(x)dx + 3 / B(x)¢(x)dx], (5.34)

est gaussienne et il vient donc

Z|B] = Z[0] exp [g /B(x)(c1 — cA)7'B(x)dx], (5.35)

oll (¢; — cpA)~1 est I'inverse de opérateur ¢; — coA.

D’ou
1 1 »
F = 3 InZ = Fy— §/B(X)(Cl — )7 B(x)dx, (5.36)
puis
(600 =~ = (01— ) BG), (5.37)
et donc 5
56(x,y) = e — ) Ma(x ) (5:39

Compte-tenu de I'invariance par translation on obtient finalement

BG(x —y) = (c1 — cA) Ho(x —y). (5.39)

Notons que si le systeme n’est pas contraint par un champ extérieur, c’est a dire si

B = 0, les seules contributions au tenseur de déformation sont dues aux fluctuations
thermiques, on a (¢(x)) =0et G(x—y) = (¢(x —y)p(0)).

16Une telle énergie libre quadratique permet de relier linéairement le tenseur de déformation au tenseur

de contrainte ¢. Si co = 0, on a notamment la loi de Hooke ¢ = ¢;0.
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5.3.3 Elasticité standard (c; = 0) et systémes de taille finie

Dans la théorie standard de 1’élasticité continue, on se place a une échelle telle que
les variations du tenseur de déformation sont négligeables, ce qui revient a considérer que
Cy — 0.

On obtient donc!” :

C%d(x _y) = BG(x.y). (5.40)

Il apparait donc que dans ce cadre, il n’existe aucune distance caractéristique dans le
systeme ; les valeurs du tenseur de déformation en deux points différents de 1’espace sont
décorellées.

Si 'on considere cette derniere relation avec x =y, il vient la relation de fluctuation
recherchée :

Vx, — = AV{p(x)?). (5.41)

Les constantes élastiques sont donc données directement par les fluctuations des com-
posantes du tenseur de déformation. La transformation de Fourier de I’équation (5.40)
donne 1 = ¢;8G(q), d’ou nous déduisons la relation de fluctuation dans I’espace de Fou-

| 1 B6(Q)é(-q)
= ) (5.42)

Rappelons que, le modele ne prenant en compte que des grandeurs macroscopiques,
cette derniere relation n’est vraie que dans la limite ¢ — 0.

Muni d'une de ces deux relations de fluctuation, il suffit de pouvoir déterminer le
tenseur macroscopique ¢ pour en déduire les constantes élastiques associées. Les exemples
qui suivent montrent que I’exercice est parfois délicat, car il faut étre capable de considérer
le systeme au dela de la taille limite A a partir de laquelle la description utilisée ici est
valable.

Mesure du tenseur de déformation

Rappelons que la grandeur immédiatement mesurable est le déplacement individuel
de chacun des constituants du milieu. A partir de ce déplacement il est possible, a I'aide
d’un schéma de différences finies adapté, de déterminer une déformation microscopique
qui peut a priori varier fortement a toute échelle. Il s’agit alors de construire, a partir de
ces données, un tenseur de déformation correspondant a une description macroscopique,

qui, lui, doit présenter des variations peu marquées.

70n voit donc que la susceptibilité y définie dans 5.31 est I'inverse de la constante élastique.

94



5.3. DETERMINATION EXPERIMENTALE DES CONSTANTES ELASTIQUES

Différentes méthodes peuvent étre appliquées 8.

La premiere consiste a faire une hypothese de champ moyen, dite aussi "de Voigt” :
le champ macroscopique est tout simplement égal au champ microscopique au point

considéré . Nous reprenons les notations de la section 5.2 : u(l) est le (petit) déplacement

CM

de la particule associée au noeud R((). Le tenseur de déformation ug;" est défini par :

U(l, l/)l = UZC;MR(Z, l,)j, (543)

ou [ et " désignent deux particules voisines.

Cette méthode est notamment utilisée par Zheng et Grieve pour étudier la fusion d’un
systeme de billes chargées [38]. Cette approche naive n’est cependant correcte que pour
un systeme a I’équilibre mécanique soumis a une contrainte uniforme. Le déplacement est
alors affine a toute échelle. Pour un systeme présentant des fluctuations thermiques, ou
bien un systeme présentant un désordre gelé tel un verre, il n’y a pas d’équilibre mécanique
local et I’'approche de champ moyen n’est pas correcte.

Liao et al. [111] ont proposé une méthode dérivée consistant & ajuster dans un vo-
lume choisi le champ donné par la formule de champ moyen. Il s’agit donc de minimiser

en fonction des composantes du tenseur test uf‘f“cm I’

écart dans un volume V entre les
déplacements microscopiques u(l,"); et les déplacements ”macroscopiques” définis par
uf‘f“c’"oR(l, I");. Le champ de déformation uiAj réalisant ce minimum integre les variations
incluses dans V' et permet néanmoins de définir un tenseur local, en prenant un volume V'
adapté. Cependant, ’absence de controle sur la maniere dont ces contributions sont prises
en compte peut conduire a une mauvaise détermination des constantes élastiques [112].

L’inconvénient de ces deux premieres méthodes est de ne pas prendre en compte ou
de mal controler les variations a petites longueurs d’onde des grandeurs mesurées pour
établir le tenseur de déformation afin de pouvoir utiliser la théorie standard de 1’élasticité.

La méthode de ”coarse-graining” proposée par Goldenberg et Goldhirsch [113,114]
cherche a résoudre cette difficulté : le principe est de définir des grandeurs obtenues par
convolution des grandeurs microscopiques correspondantes avec une fonction de coarse-
graining, par exemple une gaussienne ?°. Si la largeur w de cette fonction est suffisamment
grande (c’est a dire de l'ordre de I’échelle A), les grandeurs obtenues peuvent alors étre
traitées dans le cadre d'une théorie continue.

Si dans son principe, cette méthode est simple, des précautions doivent étre prises

18Citons également une méthode proposée par Aubouy et al. afin d’étudier les déformations élastiques
mais aussi plastiques dans des mousses bidimensionnelles. Il s’agit d’utiliser un tenseur de texture construit
a partir des longueurs des parois des cellules [109, 110]. L’extension de cette méthode & un systeme de

particules a température finie n’a pas été abordée dans ce travail.
19Cela revient & considérer les particules comme des marqueurs placés sur un milieu élastique sous-

jacent.
20Plus généralement, cette fonction doit étre une fonction positive décroissant rapidement et présentant

un maximum en 0.
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721 afin que les variables macrosco-

dans les définitions des variables a ”coarse-grainer
piques définies (densité, énergie, contrainte, déformation,...) obéissent aux équations de
conservation habituelles de la mécanique continue. De plus, les variables ainsi calculées
peuvent présenter une contribution non-linéaire avec la déformation, qu’il faut identifier
et écarter.

Considérons ainsi la gaussienne W(r) centrée sur 0, paire, de largeur 2w et d’intégrale 1 :
U(r) = exp [ — r?/(2w?)]/(27w?). Le vecteur de déplacement coarse-grainé u®“(r) est

défini par :

uca(r) _ Y u)v [r - R(l)}
> Pr-R()]

Cette définition peut sembler élémentaire car elle correspond simplement au coarse-

(5.44)

graining du déplacement microscopique. Toutefois, I'expression exacte qui permet de
vérifier les équations de conservation de la mécanique est plus complexe, et I'expression
donnée ici correspond a sa partie linéaire en la déformation microscopique, qui nous suffit
ici.

On définit alors le tenseur de déformation correspondant par dérivation, ce qui peut

se faire de maniere analytique car c’est la fonction ¥ qui est dérivée :

_ l[auicc(r) N a“jCG(r)}.
2 a’f’j 87’,-

uSC(r) (5.45)

Pour que cette définition soit valable (rappelons que dans (5.44) des termes non
linéaires ont été omis), la déformation ainsi définie doit correspondre pour w suffisam-
ment grand a la déformation macroscopique usuelle. Cela est immédiat pour un systeme
homogene a 1’équilibre mécanique soumis a une contrainte uniforme, uiCjG étant dans ce
cas indépendant de w. De plus, cette définition a été testée avec succes sur un systeme
inhomogene constitué par un réseau unidimensionnel de ressorts non identiques (désordre
gelé), pour lesquels la déformation exacte, qui est non uniforme, peut étre calculée
numériquement [113] 22,

La méthode proposée permet donc d’intégrer les variations rapides dues a un
désordre gelé tout en rendant compte d'un état inhomogene a 1’échelle macroscopique.

La séparation des échelles est bien réalisée.

Cette séparation a été mise en évidence numériquement de maniere plus précise par
Goldenberg et al. dans un systéeme granulaire bidimensionnel polydisperse soumis a une
contrainte ponctuelle [115]. L’évolution de la valeur du tenseur de contrainte coarse-grainé

en fonction de la largeur w présente un plateau intercalé entre deux parties a peu pres

21 Ainsi, nous verrons que la déformation est obtenue par dérivation d’un déplacement coarse-grainé, et

non par intégration des déformations microscopiques.
22En revanche, la méthode d’ajustement proposée par Liao et al. donne un résultat tres éloigné de la

valeur exacte.
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L — x=0 1 .
1 _ if?’:od,é.) - Fia. 5.2 : FEwvolution en fonction de w
1 kA
. x=15{d) |
o8k == x=20{d) de
' x=30{d)

la waleur du tenseur de contrainte

coarse-grainé dans un milieu granulaire po-
lydisperse soumis a wune contrainte ponc-
tuelle(Goldenberg et al. [115]). Les différentes

courbes correspondent o différentes positions

: T 1 dans le milieu. Pour chacune, un plateau,

& w;’(l:l) marqué en gras, peut étre observé.

monotones (voir figure 5.2). Ce plateau correspond a une contrainte qui ne dépend pas
de 1’échelle a laquelle elle est mesurée : le systeme est "localement homogene”, pour
reprendre les termes de Goldenberg et al. [115]. Pour ces valeurs de w, la description
continue standard de 1’élasticité serait donc correcte. En effet, indépendance d’échelle et
description avec une énergie libre ayant uniquement un terme en ¢; sont étroitement liées,
puisqu’une telle énergie implique que la fonction de corrélation est un pic 9.

La position et la largeur du plateau dépendent de plusieurs facteurs, notamment de
la taille totale du systeme et 'importance du désordre, donc des gradients locaux des
champs 3. A une échelle plus basse, les variations du tenseur microscopique ne sont pas

"lissées”, et les champs deviennent alors dépendants de 1’échelle.

L’existence de ce plateau suggere donc 'existence de 1’échelle A, borne inférieure du
plateau a partir de laquelle la théorie standard de 1’élasticité linéaire peut étre appliquée
au tenseur ugG Ce point a été étudié en détail dans [113] pour un réseau de particules
reliées par des ressorts de longueur a vide et de raideur aléatoires uniformément répartis
respectivement dans les intervalles [d — dd; d+ 0d] et [k — 0k; K+ dk]. Ce réseau est soumis
a une contrainte uniforme, mais comme il est désordonné, le champ de déformation
est cependant inhomogene. En appliquant différentes contraintes et en supposant vraie
la loi de Hooke pour un w donné, on obtient a partir de la mesure des tenseurs de
déformation correspondants un systeme linéaire surdéterminé dont les inconnues sont
les constantes élastiques. En utilisant un ensemble d’équations non redondantes, les
constantes élastiques peuvent alors étre déterminées. A partir de ces constantes, la loi de
Hooke est ensuite appliquée au tenseur de contrainte calculé pour établir les équations
supplémentaires, afin de déterminer le tenseur de déformation théorique satisfaisant

a cette loi. L’écart relatif A entre ce tenseur et le tenseur réellement mesuré permet

23Par ailleurs, notons que la borne inférieure du plateau peut étre abaissée en effectuant une moyenne
sur différentes configurations du désordre gelé. Par ailleurs, le plateau peut présenter une borne supérieure

en cas de contrainte macroscopique non homogene agissant sur le systeme.
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d’estimer 1’écart a la théorie continue de D’élasticité linéaire. A décroit naturellement
lorsque w augmente, mais augmente lorsque le désordre (déterminé par ok et dd)
augmente. Si le désordre est trop grand, A reste important méme pour w de lordre de
la taille du systeme. Rappelons une nouvelle fois que cette procédure de coarse-graining
integre les variations rapides mais permet toujours de rendre compte de 1’élasticité d’un
systeme inhomogene a grande échelle : les constantes élastiques, qui sont bien définies
quand A est proche de 0, sont définies localement (mais & une échelle plus grande que
A). Les valeurs minimales de w nécessaires pour pouvoir appliquer la théorie standard
de D'élasticité en présence de désordre sont étonnamment faibles. Ainsi, pour dd = 0.1d

et 0k = 0.1k, la déviation a la théorie standard est inférieure a 1% des que w > 12d.

En conclusion, la théorie développée par Goldenberg et Goldhirsch permet de disposer
d’une méthode simple et efficace de calcul du tenseur de déformation — et du tenseur
de contrainte, si nécessaire — adaptée pour la description par la théorie standard de
’élasticité d’un milieu élastique soumis & un désordre gelé 24, Ce tenseur est défini & partir
du coarse-graining des déplacements définis a 1’échelle des particules, avec une largeur
de coarse-graining w > A suffisante pour intégrer les variations rapides des données
microscopiques. La borne inférieure A est controlée par I'importance des gradients des
champs (et donc de la longueur caractéristique de leur corrélation spatiale), qui dépendent
du désordre, mais aussi par exemple de I'existence d’une contrainte inhomogene (voir par

exemple, pour des granulaires, les références [116,117]).

Il est toutefois important de noter que la méthode proposée n’a été testée jusqu’a
présent que pour un désordre gelé et qu’a priori son extension a un désordre di aux fluc-
tuations thermiques n’est pas immédiate et nécessiterait une étude plus poussée, comme
suggéré dans [114]. A travers la présentation, dans ce qui suit, de différents travaux visant
a déterminer les constantes élastiques par une méthode de fluctuation, nous allons voir
que 'échelle A(T) a partir de laquelle on peut utiliser une description élastique standard
peut parfois s’avérer en pratique plus élevée que dans le cas d’un désordre gelé, et trop
élevée par rapport a la taille de systemes finis de quelques milliers de particules tels que
le notre. Au dela de ce point, la section suivante a donc un double emploi, puisqu’il s’agit
également de discuter, avec une visée opérationnelle, des différentes méthodes employées

dans la littérature.

24Bien entendu, le désordre ne doit pas étre trop important, auquel cas la pertinence méme d’une
description élastique est remise en cause : on retrouve la la différence entre un désordre faible et un
désordre fort. Un critere pour établir la frontiere entre ces deux désordres pourrait étre d’ailleurs de

mesurer 'existence du plateau mis en valeur par Goldenberg et al..
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Utilisation de la formule de fluctuation dans des systéemes de taille finie

Nous présentons dans ce qui suit quelques études essentiellement numériques pour
lesquelles aucune contrainte inhomogene n’est appliquée. Ces études ne sont cependant pas
basées sur la théorie de Goldenberg et Goldhirsch, a laquelle elles sont souvent antérieures,
mais sur une mesure locale de la déformation (par une formule telle que (5.43)) puis son
intégration sur ’espace le plus grand possible ce qui, dans 'espace de Fourier, revient
a ne considérer que ses variations a petit vecteur d’onde et utiliser pour déterminer les

constantes élastiques la formule (5.42) :

I ﬁ(cb(q)cb(—q)f

c1 ¢—0 \%

(5.46)

La difficulté relevée dans les études que nous allons présenter est de faire tendre ¢ vers
0, a cause de la taille finie du systeme qui lui impose une limite inférieure. A la lumiere
des travaux de Goldenberg et Goldhirsch, cette difficulté peut étre interprétée ainsi : les
tenseurs de déformation utilisés dans ces études sont les tenseurs microscopiques intégrés
sur I’ensemble du systeme, autrement dit, il s’agit de tenseurs obtenus par coarse-graining
avec w de l'ordre de la taille du systeme (ce qui est le mieux qu’on puisse faire pour
s’approcher de la limite continue!), et la question est de savoir si cette valeur maximale
de w est plus grande que A. Signalons cependant une différence par rapport au tenseur
proposé par Goldenberg et Goldhirsch. La variable coarse-grainée ici est la déformation
macroscopique, et non le déplacement, qui, dans la méthode de Goldenberg et Goldhirsch
est ensuite dérivé puis allégé de sa partie non linéaire en le déplacement microscopique.
On peut supposer que cette simplification permet d’optimiser la borne A par rapport a

la méthode ”brute” utilisée dans ce qui suit.

Dans la littérature, deux variantes de la formule (5.46) ont également été utilisées. En
effet, le champ de déformation ¢ étant schématiquement la dérivée d’'un champ T (pour
les solides cristallins, le déplacement), la formule (5.46) peut se réécrire sous la forme :

1 2(Y(q)Y(—

c1 9—0 V

Par ailleurs, en utilisant la loi de Hooke, une formule similaire a (5.46) peut étre

obtenue en utilisant les fluctuations du tenseur de contrainte.

Quelle que soit la méthode utilisée, il existe des difficultés assez génériques et d’autres
plus spécifiques.

La formule de fluctuation sur les déplacements a été initialement proposée par
Pratt [118]; elle permet de ne pas avoir a réaliser une dérivation discrete. Utilisée initia-
lement avec un succes mitigé dans les cristaux liquides [119,120], et ce pour des systeémes

de plus en plus grands [106], elle a permis d’obtenir les bonnes constantes élastiques avec
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un systeme de plusieurs milliers de particules et une moyenne sur plusieurs milliers de
configurations [121]. Il demeure que la limite ¢ — 0 est souvent délicate a prendre, car
outre la borne inférieure imposée par la taille finie, la divergence du terme (Y(q)Y(—q))
pose des problémes de convergence de I'expression complete ¢>(Y(q)T(—q)).

Appliquée a un réseau cristallin, cette méthode revient a déterminer la limite des
branches de phonons aux grandes longueur d’onde. En effet, si 'on considere, pour des
petits déplacements, I’énergie potentielle donnée par (5.2), le théoreme d’équipartition
appliqué a cette énergie écrite dans l'espace de Fourier donne directement la formule
de fluctuation (5.47) : les fluctuations du déplacement donnent directement la matrice
dynamique. Cette remarque a récemment été utilisée avec succes par Meyers et al. pour
des particules en interaction de type Lennard-Jones (étude numérique) [122]. Malgré la
relative petite taille de leur systéme (un peu plus d’un millier de particules), le régime dans
lequel (Y(q)Y(—q)) est proportionnel & 1/¢* est bien atteint. Au niveau expérimental,
cette formule a également été testée avec succes pour un systeme de plusieurs milliers de
particules colloidales [123]%5. Peu d’études sur des cristaux ayant utilisé cette méthode,
nous manquons de recul pour tirer des conclusions générales de ces quelques travaux.
Il ressort surtout de cet apercu que les limitations imposées par le caractere fini des
systemes sont plus ou moins marquées selon les systemes. Elles dépendent fortement des
interactions et éventuellement, pour ce qui est des simulations numériques, de l'efficacité
des algorithmes pour générer les ensembles statistiques. En effet, les moyennes d’ensemble
permettent généralement également d’abaisser la limite inférieure a partir de laquelle la
théorie continue standard peut étre employée [115].

L’utilisation de la formule de fluctuations du tenseur de déformation souleve des
problemes supplémentaires, outre le fait qu’elle nécessite ’emploi d’une dérivation
discrete, source d’incertitude. Initialement proposée par Squire et al. [124], cette formule
semble poser probleme du point de vue numérique, car elle nécessite de porter une grande
attention au type d’ensemble statistique que la simulation permet de générer [125-128].
Les problemes de convergence, relevés par exemple par Yoshimoto et al. [129] pour un
cristal, seraient plus accentués que pour la méthode précédente, a cause de fluctuations
plus fortes du tenseur de déformation. Ce manque de convergence qui rend délicate
I’extrapolation ¢ — 0 a été mis en évidence expérimentalement dans un systeme colloidal
par Weiss et al. [130]?°.

25Dans cette étude, ’ensemble du spectre de phonons a été déterminé avec précision, ce qui ne pose

pas de difficulté supplémentaire des lors que la limite ¢ — 0 peut étre atteinte.
26En conséquence de quoi, les simulations numériques les plus performantes sont souvent réalisées soit

en adoucissant les fluctuations en couplant le systéme avec un substrat élastique [131], soit en utilisant
une formule de fluctuation mixte faisant aussi intervenir le tenseur de contrainte [132], soit encore, comme
proposé par Schofield, en utilisant directement une relation de fluctuation sur le tenseur de contrainte
uniquement [133]. Cependant, comme relevé par Allen [134], cette méthode suppose de bien définir le

tenseur de contrainte & partir des forces, ce qui est encore plus délicat que la définition de la déformation.
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Du point de vue opérationnel, il apparait donc que les méthodes de fluctuations
basées sur la théorie standard de I’élasticité ne peuvent pas fonctionner systématiquement,
compte-tenu de la taille des systemes généralement utilisés.

Du point de vue de la théorie de Goldenberg et Goldhirsch, ceci suggere que la limite
relativement basse a partir de laquelle la théorie standard de 1’élasticité peut s’appliquer
dans un systeme présentant un désordre gelé est beaucoup plus élevée a température finie.

En tout état de cause, il est donc nécessaire de prendre en compte les variations plus
rapides du tenseur de déformation, et d’écrire une énergie libre permettant de se placer a

une échelle plus basse.

5.3.4 Théorie de premier gradient (c; # 0)

Afin de pouvoir rendre compte des variations du tenseur de déformation, la théorie
standard de I’élasticité peut étre généralisée en faisant intervenir dans ’énergie libre des
termes de gradient du tenseur de déformation, comme proposé dans 1'équation (5.32)%".
Alors qu'une telle énergie libre a été initialement introduite pour rendre compte de
fortes inhomogénéités dans les milieux (voir par exemple [135,136]), il a été proposé plus
récemment par Sengupta et al. de 'utiliser pour contourner I'impossibilité de s’approcher
de la limite continue dans le cas de systemes finis soumis & un thermostat [137].

Ce modele introduit une deuxieme constante, co, qu’il faut donc également déterminer
conjointement a c¢;. Du fait de ce terme en gradient, la fonction de corrélation du ten-
seur de déformation a une portée non nulle, controlée par la constante co. Déterminer
expérimentalement cette fonction et la comparer a la fonction théorique doit permettre
de déterminer les constantes du modele. La méthode de Sengupta et al. est une variante
de cette proposition : il s’agit d’'une méthode dite de "finite size scaling” consistant es-
sentiellement & considérer les variations des fluctuations du tenseur de déformation qui a
été intégré sur une surface de taille variable?®. Nous verrons qu’en pratique cela revient &
intégrer la fonction de corrélation sur une surface de taille variable (et donc d’améliorer
artificiellement la statistique par rapport a la simple mesure de cette fonction).

Dans ce qui suit, nous reprenons cette théorie et ’adaptons au cas du réseau de billes.
Rappelons que, malgré la modification de la théorie utilisée, la question de la méthode
de calcul du tenseur de déformation adapté se pose toujours. Les résultats obtenus dans
ce cadre sont discutés a la lumiere des travaux basés sur la méme méthode réalisées

par Sengupta et al. sur des simulations et par Wille et al. [139,140] dans un cristal colloidal.

2"Notons que cette théorie reste une théorie linéaire.
28Une telle méthode a surtout été utilisée pour calculer des compressibilités pour étudier des transitions

solide-liquide, le parametre d’ordre considéré étant alors la densité en particules. Voir par exemple [138].
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Si on ajoute a I’énergie libre un terme en gradient du tenseur de déformation, la
fonction de corrélation est donnée par (5.39). La transformation de Fourier donne
1 X 1

G(q) = Gt ol Blige (5.48)

relation connue sous le nom de relation d’Ornstein-Zernicke. La susceptibilité *, x = 1/c¢;
et la longueur de corrélation £ = \/cy/c; qui apparaissent dans le dernier terme dépendent,
a priori, de la température.

Dans l'espace réel, on obtient 3°

G(r) = Ko(r/€). (5.49)

ﬁ§22
Adaptation a un systeme de taille finie

Dans un systeme fini, on ne peut pas faire ’économie de la prise en compte des
contraintes imposées par les bords rigides : & tout instant, le systeme doit vérifier [ ¢ = 0.
Nous détaillons ici le calcul de la nouvelle fonction de corrélation G’ tenant compte de
cette contrainte et introduite sommairement par Sengupta et al., en nous inspirant d’un
calcul de White et Gonzalez permettant de modifier ’équation d’Ornstein-Zernicke en
fonction de 'ensemble statistique choisi [142].

Puisque le systeme cherche a tout instant a minimiser son énergie libre, nous pouvons
calculer la nouvelle fonction G en tenant compte de la contrainte que 1’on écrit, de maniere
plus générale, f ¢ = N, ou N est une constante, en introduisant une nouvelle fonctionnelle
d’énergie libre 7' = F+v [ ¢, ot v est le multiplicateur de Lagrange associé & la nouvelle
contrainte. Calculer G’ ne pose pas de probleme supplémentaire des lors que ’on remarque
que 'on peut traiter —r comme un nouveau champ extérieur associé a ¢. Si on pose

1= B — v, on aen particulier :

19(p(x))
3 ouly)

I1 est inutile de préciser avec quelle énergie libre la moyenne () est calculée, car on

G'(x,y) = (5.50)

prendra in fine N = 0.

On a donc :

290n a en effet, conformément & la définition (5.31), x = lim,_.o 3G(q).
30En placant 'axe Oz des q suivant r il vient :

— zqz dqy d

- T _Cosar Ko(r/€) (d’apres [141]) .

652277 0o V@E+E& 2 ﬁ§22
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pEx,y) = ou(y) B(z) y) ON  Ou(y)
( (x)) 0

9{o(x)) ON

(5.51)

A0 _ [, N0 OB | dlotx) OV
)+

) )
- [ T+ T gy 00+

Pour calculer le deuxieme terme, on remarque tout d’abord que

/da:G'(x, y) = /dx /gb Ydxo(y

En intégrant (5.53) par rapport a x il vient :

ON [ 0{¢(x))
Iuly) / ON

En intégrant (5.53) par rapport a y il vient :

0= ﬁ/G(X,y)dXJr

0(¢(x)) [ ON
ON uly)

0= ﬂ/G(X, y)dy + dy.

D’ou finalement :

ON e dx = Koy [ ON
ou(y) ”B/ Gl y)d ON 8M(X)d

D’ou :

ON ON

On utilise enfin I'invariance par translation :

_ »_ 000(x)) 1
Vx, N=(¢p(x))L" = —aN — I

Ce qui donne finalement :

G'(xy) = Gixy) - 1z [ [ Glxyyixdy.

ON  Ou(y)

N
dx:ﬂ/G(x,y)dij%(y).

(5.52)

(5.53)

(5.54)

(5.55)

G(x,y)dxdy.

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)

Pour les intégrales sur la fonction de corrélation, si la boite est infinie on a :

//G(X, y)dxdy = //G(X —y)d(x —y)dy = Lz/G(X)dX-

Mais si on tient compte de la taille finie de la boite, on a :

/L/LG(X —y)d(x —y)dy # L* /L G(x)dx

(5.60)

(5.61)

ou [, signifie que I'on integre sur la boite [0, L]*. En effet si on considere I'ensemble

des couples (x,y), o x et y sont chacun dans une boite [0, L]?, alors il y a plus de

combinaisons donnant une petite distance qu'une grande. Il faut donc écrire

| [ Gox=yidtx =ty = [ PG,
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ou P(x) est le "poids” du vecteur x = (z:)
On montre3! que

P(x) = L2wp(x) = L24(1 — %)( ). (5.63)

Finalement, en revenant a la fonction de corrélation, on obtient :

G'(x) = G(r) — % /L w1 (%) G(x)dx. (5.64)

Application a la détermination des constantes

Expérimentalement, cette fonction de corrélation est une grandeur completement me-
surable. Les constantes élastiques pourraient alors étre déterminées par ajustement de la
fonction mesurée avec la fonction théorique, donnée par les équations (5.49) et (5.64).
Cependant, afin de minimiser les incertitudes dues aux fluctuations et a la mesure du ten-
seur de déformation par dérivation discrete, il est préférable d’intégrer cette fonction pour
absorber les fluctuations rapides 2. Ceci est réalisé de maniere effective en considérant les
fluctuations du tenseur de déformation moyenné sur une surface de taille variable.

On considére ainsi une boite de taille finie L, x L, ou L, < L , et on mesure dans

cette boite la moyenne de ¢ : ¢ = # Il L, dx¢(x). Les fluctuations de ¢, sont :
b

2@ = L / / dxdy (B(x)b(y)) (5.65)
_ /L dxwr, (%) (x) (5.66)

= ﬁ_lx'Lb. (5.67)

En multipliant la relation (5.64) par wy,(r) et en intégrant sur la boite de taille Ly, il

vient :

L2
5, = @) 6 [ /- B [ wmiron] 6o
Ce qui s’écrit aussi :

571X, = (2m8) X (0ag) — @) (5.69)
31A 1 dimension, on écrit fOL fOL G(x — y)dxdy = fOL dy(fy dx + fyL dz)G(z —y).
Dans lintégrale [ dz on pose u =y — x et dans l'intégrale fyL dx on pose u = x —y. On obtient alors :
fo fo (x — y)dxdy = fo dy(fy du + fL Y du)G(u) = fOL 2(L — u)G(u)du, la derniere égalité étant
obtenue en inversant ’ordre d’intégration.
32(Cest ce que suggerent également Sengupta et al. : la formulation d’Ornstein-Zernicke adoptée ici ne

serait pas assez fine pour rendre bien compte de 1’évolution de la fonction de corrélation.
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Fic. 5.3 : Trait plein : courbe typique de
X, en fonction de Ly/L (équation (5.69)),
avec L/§ = 18. En pointillé : courbe pro-
posée, pour les mémes parametres x et &, par
Sengupta et al. dans [137]. Les différences
entre les deuxr courbes sont expliquées dans

la note 35, section 5.3.5.

x‘Lb (unités arbitraires)

L/L

b

th
avec @ = — €
L

Y(u) = u? /1 w1(z) Ko(uz)dz. (5.70)

Un cas particulier est le cas ou & est petit devant L, le cas extréme étant le cas £ = 0,
ol 'on retombe sur la théorie standard®®. Dans ce cas, on peut extraire y & partir du
comportement o — 0. On a en effet 3! lim ¢(u) = 27.
uU— 0o

Il vient donc ,
Xz, = x(1 —a?), (5.71)

soit
axy, = x(a—a). (5.72)

x est donc la pente de la région linéaire pour les petits L, (c’est-a-dire les petits o)
lorsqu’on trace & 2 X1, en fonction de 2. Cela permet de déterminer la susceptibilité y
sans se soucier de la valeur exacte de la longueur de corrélation. Il est clair que cette
approximation demanderait une justification plus rigoureuse, puisque dans (5.69), on fait
tendre L/¢ vers l'infini avant de prendre la limite o — 0. Cependant, cette méthode
a été utilisée expérimentalement avec succes dans des systemes colloidaux (voir section

suivante).

33En effet, le comportement aux petites distances de L2 (¢?) = Jp, dxwr, (x)G'(x) est controlé par le
premier terme, valant quand £ est nul be dxwr, (x)G(x) be dxwr, (x)d(x), qui est constant. Il est
toutefois plus précis d’évaluer cette constante en la considérant comme la pente de Lg(é%) en fonction de
L.

*En utilisant la représentation de Fourier, on a : ¢(u) = u? [} wi(z)Ko(uz)dz = 4(2m)~* [ ]
’Lkz

%) [ s (e —“ s dkdz.
Comme limy, oo [ —S5 T )2 e dk = [e*2dk = (27)26(z), on a :
limy,— 00 (1) —27T><4f1 (1—2)0(z)dz = 27 x 4 [, §(z)dz = 27 x 4(3)? = 2.
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Plus généralement, si L/¢ n’est pas grand ou bien si 'on veut déterminer également
la valeur de £, l'ajustement de x7, en fonction de % doit permettre de retrouver les
parametres x et §. L’allure générale de x7, en fonction de la taille L, peut étre vue sur
la figure 5.3. Notons que la croissance de la courbe est controlée par le premier terme
de (5.69), et donc par la longueur de corrélation &, alors que la décroissance en —L? est
une conséquence directe de la contrainte [ ¢ = 0 (en particulier, on a x; = 0) . Notons
qu’en théorie standard, la longueur de corrélation & est nulle, et x7,  est une fonction
décroissante. L’observation d’'une croissance de la susceptibilité expérimentale X/Lb pour
des faibles tailles L; est donc un indicateur de la validité de 1'utilisation d’un modele de

gradient pour l'interpréter.

5.3.5 Résultats numériques et expérimentaux de la théorie de

premier gradient

Pour un cristal hexagonal ou un milieu isotrope, la fonctionnelle d’énergie libre est

donnée de maniere standard par :

K
F = Gtz + [+ Slltn = ) 4 402, . (5.73)
Si on note
¢1 = Uge + Uy ¢2 = Ugg — Uyy, ¢3 = 2u:cya (574)

les constantes élastiques sont obtenues directement par la mesure des susceptibilités

X correspondantes :

1 1

? = X17 ; = X2 = X3. (575)

La possibilité de mesurer p de deux manieres différentes est un bon test de I'exactitude
de la méthode de détermination. Notons toutefois qu’il n’y aucune raison a prior: pour

que les longueurs de corrélation associées a ¢y et ¢3 soient identiques.

Validation numérique de la méthode de finite size scaling

La validité de 'utilisation d’'un modele de premier gradient pour la détermination des
constantes élastiques a été testée a ’aide de simulations numériques impliquant quelques
milliers de particules en interaction de contact ou en interaction variant en 1/r'? par
Sengupta et al. [137], avec des conditions au bord périodiques. Les moyennes d’ensemble
sont réalisées sur un nombre de configurations indépendantes relativement important :
entre 10* et 10°. Signalons que dans ces études le champ de déformation est obtenu par

une méthode de différences finies.
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Dans ces conditions, les fluctuations mesurées L ( f, b, D = 1,2,3, sont parfaitement
ajustées®® par l'expression (5.69). Les différences entre les constantes mesurées par leur

méthode et celles déterminées par d’autres méthodes sont de I'ordre de quelques pour-cent.
Les principales conclusions de leur travail sont les suivantes :

— Bien que le tenseur de déformation utilisé soit le tenseur défini au niveau particulaire,
il n’est pas nécessaire de développer une théorie faisant intervenir des gradients de la
déformation d’ordre supérieur. En revanche, il est manifeste que la théorie standard
ne peut s’appliquer a cette échelle.

— Les longueurs de corrélation de leurs systemes sont typiquement de l'ordre de
quelques pas de réseau®. En particulier, lorsque leurs systemes vérifient L/§ < 1
et on peut observer que pour les petits L, le comportement de Lyx7, est linéaire,
conformément a (5.72).

— Intégrer sur des boites de tailles différentes revient a réaliser un coarse-graining
avec une fonction de Heaviside. Sengupta et al. affirment que si le parametre coarse-
grainé est le déplacement et que la déformation est calculée a partir du déplacement
coarse-grainé, alors les résultats obtenus sont inexacts. Ceci est en contradiction
apparente avec la méthode de coarse-graining de Goldenberg et Goldhirsch, qui
calculent la déformation par dérivation d’un déplacement coarse-grainé, et non pas

par coarse-graining d’une déformation microscopique. Ce point serait a approfondir.

35Signalons cependant deux différences avec la théorie présentée ici :

— Selon les auteurs, les fluctuations du tenseur de déformation intégrées sur tout le systeme ne sont
pas nulles mais de I'ordre de (a/L)?, ott a est le pas du réseau. Ceci impose une correction a I’expres-
sion (5.69), & laquelle il faut ajouter un terme en C(a/L)%a?, ot C est une constante & déterminer.
Cependant, au regard de leurs données, il semble que x’; soit presque nul (cas prévu par la théorie
sans cette correction) et donc que C' soit négligeable.

— L’expression (5.61) est supposée vraie par les auteurs, méme pour une boite finie. Ils omettent par
conséquent le terme wq(z) = 4(1 — 2;)(1 — z,) dans la définition de 9 (équation (5.70)). Le facteur
4 est toutefois compensé par une erreur d’un facteur 1/4 dans la détermination de la fonction G.
Comme le montre la figure 5.3 (avec L/§ = 18), le terme (1 — z,)(1 — z,)) modifie le comportement de
X/Lb pour les courtes distances. Toutefois, sur I’exemple donné, il est possible d’ajuster correctement
I'une des courbes avec 'autre en modifiant la longueur ¢ d’un facteur de 'ordre de 2, sans modifier la
valeur de y, c’est a dire de la constante élastique. Cette remarque n’invalide donc pas les conclusions

des auteurs.

36Ceci est & comparer avec le fait que selon Goldenberg et al., la valeur de w suffisante pour obtenir
un tenseur valable pour une description élastique standard, dans le cas d’un milieu granulaire raison-
nablement polydisperse, est de 'ordre du pas de réseau [115]. £ caractérisant la distance caractéristique
des variations du tenseur, et donc la distance sur laquelle il faudrait intégrer pour lisser ces variations,
les ordres de grandeur sont donc sensiblement les mémes pour un désordre gelé ou pour un désordre

thermiquement activé, dans le cas des granulaires.
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Application de la méthode de finite size scaling a des mesures expérimentales

A notre connaissance, aucune mesure expérimentale reproduisant ’ensemble de la
courbe proposée n’a été réalisée a ce jour. Il est certain que la difficulté principale est
de reproduire la partie de la courbe pour les boites dont la taille est proche de celle
du systeme. En effet, la prise en compte de I'influence des bords est, dans la théorie
proposée, assez grossiere, et nécessite des précisions dont la nature peut dépendre du
systeme étudié et des forces en jeu. Une autre difficulté réside dans la définition de la
déformation microscopique et, corollairement, du nombre de réalisations statistiques qu’il
est nécessaire de réaliser. En effet, si les fluctuations microscopiques sont importantes,
un schéma de dérivation par différences finies véhicule des incertitudes qu’il convient de
réduire par une moyenne suffisante. Ainsi, dans ce qui a été présenté ci-dessus, un ensemble

de plus de 10" réalisations numériques a été nécessaire.

Pour avoir des données accompagnées d’un faible incertitude a partir d’'un schéma
de différences finies il faut bien sur que les fluctuations spatiales ne soient pas trop
importantes, de telle sorte que la dérivation par différences finies soit presque exacte.
Ainsi, Wille et al. ont étudié expérimentalement le comportement pour les petits L,
des fluctuations de la déformation pour un cristal colloidal [139,140], et seulement 1000
clichés du cristal suffisent a établir un comportement propre. La longueur de corrélation
dans leur systeéme est certainement faible puisque qu’ils obtiennent pour Lyxj, le
comportement linéaire attendu (équation (5.72)), et ils en déduisent les constantes
élastiques. Ce faible nombre de données nécessaires est sans doute associé a la nature du
dispositif, le bain liquide dans lequel sont suspendus les particules colloidales permettant
d’adoucir les variations spatiales. Notons enfin que dans leur dispositif, il n'y a pas de
probleme de conditions aux bords car il est constitué d’environ 10° particules, la zone

exploitée réellement n’en contenant que 1000.

Nous allons montrer que dans notre systeme, la méthode de finite size scaling permet
d’obtenir les bons ordres de grandeur pour les constantes élastiques, a condition d’utiliser
non pas le tenseur de déformation microscopique obtenu par dérivation discrete mais le

tenseur coarse-grainé selon la méthode de Goldenberg et Goldhirsch.

Afin de mesurer les variations du tenseur de déformation dans un réseau constitué
de nos billes, nous considérons un cristal parfait de 2269 particules (nombre magique
Nsg) dont nous avons enregistré 10000 images consécutives de ce cristal a différentes
températures éloignées de la température de fusion®’. Le pas de temps entre deux ac-
quisitions a été fixé a 150 ms afin de suivre sans erreur les particules. Pour réaliser les

moyennes d’ensemble, nous n’avons retenu qu’une position sur dix, afin de disposer de

37La température de fusion Ty est de I'ordre de 5.10'2 K.
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données statistiquement indépendantes®. Signalons que pour des raisons de simplicité,
nous avons considéré des boites carrées de coté L, centrées sur le centre du cristal alors
que le confinement est hexagonal . La longueur L a été définie par L = /S ~ 47a, ot1

S est la surface délimitée par le confinement. ay vaut ici 1,745 mm.

Tenseur de déformation calculé par différences finies Pour chaque cliché
considéré, le tenseur de déformation doit étre calculé en tout point. Il est défini a partir du
tenseur de déplacement, défini au niveau de chaque particule. Pour calculer ce dernier, on
considere le déplacement par rapport au réseau parfait R, calculé a partir de la moyenne
de toutes les positions acquises?”. Le déplacement de la bille k repérée par le vecteur

k= r* — R*. La méthode usuellement employée pour calculer

r* est donc défini par u
le tenseur de déformation au niveau de chaque particule est une méthode de différences
finies, comme dans la méthode de champ moyen présentée a la section 5.3.3. Cela revient

a considérer le développement limité discret du déplacement u* = u(r*) autour de R* :
wi(r7) = w (RF) + ug; (0F)[rF — R¥); (5.76)

Cette équation a six inconnues : les deux coordonnées de u(RF) et les quatre composantes
du tenseur recherché. On considere alors deux voisines de la bille k afin d’obtenir les
quatre équations supplémentaires nécessaires.

Nous avons suivi la procédure de finite size scaling a partir de ces valeurs du tenseur
de déformation, qui permettent de calculer les parametre ¢y, ¢ et ¢3 (équation (5.74)).
Les courbes de 67'x}, = L(¢7) a la température 7' = 7,5.10" K sont représentées sur
la figure 5.4 pour ¢; et ¢s.

Nous pouvons observer une phase de croissance de ﬁ_lx’Lb, suivie d'une phase de
décroissance, mais manifestement le comportement est tres éloigné de la courbe théorique
telle que présentées sur la figure 5.3. Nous verrons de plus dans les paragraphes suivants
que les amplitudes mesurées ne sont pas compatibles*! avec les déterminations théoriques
effectuées a la section 5.2.2. Manifestement la théorie de premier gradient ne peut s’ap-
pliquer directement & ces tenseurs de déformation calculés par différences finies. La phase
de croissance de x7, indique toutefois qu’a cause de I'agitation thermique les gradients

du tenseur ne sont pas négligeables : rappelons que si la théorie standard s’appliquait,

38Rappelons que le temps de relaxation du bain thermique 7x est de I'ordre de 100 ms (voir la sec-

tion 3.3.2).
39En conséquence de quoi nous ne pouvons aller jusqu’a Ly/L = 1, car on sortirait du confinement.
400n peut aussi considérer le déplacement dans le cristal au temps ¢ + 1 comme la différence des

positions entre le cristal au temps ¢ et le cristal au temps ¢t + 1. A priori, les deux méthodes donnent les
meémes résultats a I'ordre 1 en la déformation.

41Signalons toutefois que les positions respectives des deux courbes sont cohérentes avec les positions
respectives des deux constantes théoriques : K est environ 5 fois plus grande que u, et la courbe pour ¢

a bien une amplitude environ cing fois moins grande que celle pour ¢s.
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il n’y aurait quune phase de décroissance*?. Tout ceci suggere donc que le tenseur de
déformation calculé au niveau de chaque particule est, dans notre systeme et contraire-
ment aux systemes colloidaux, une grandeur trop ”microscopique” pour étre décrite par

une théorie continue de premier gradient.

Tenseur de déformation calculé par coarse-graining Afin d’absorber ces variations
microscopiques, nous proposons donc d’utiliser la méthode de Goldenberg et Goldhirsch
décrite a la section 5.3.3 pour calculer un tenseur de déformation intégrant les variations

a courtes longueurs d’onde.

Nous avons calculé les fluctuations L2(¢?2) = ﬁ_lx’Lb a T = 7,5.101 K pour les
parametres ¢, calculés a partir du tenseur de déformation coarse-grainé défini par les
équations (5.44) et (5.45) a partir des déplacements microscopiques. Les variations de
p1 X, en fonction de L,/ L sont représentées sur la figure 5.5 pour une largeur de coarse-
graining w = 3ay *3. La croissance initiale des courbes prouve qu'il faut bien utiliser une
théorie de gradient pour les décrire. Par rapport aux variations théoriques, nous pouvons
toutefois constater que la décroissance intervient plus loin du bord, et surtout avec une

pente plus forte et une concavité positive.

Malgré tout, ces résultats sont encourageants : si 'on se focalise sur la partie corres-
pondant aux petits L;, on obtient des constantes élastiques tout a fait comparables a celles
déterminées par le calcul direct. Rappelons que la décroissance est tres contingente des
effets de bord, grossierement pris en compte dans le modele développé ici. Pour nous en
convaincre, il n’est bien str pas question d’ajuster les courbes expérimentales, monotones
dans l'intervalle des petites valeurs de L, par une fonction ayant deux parametres (y et

€). Nous avons donc calculé les courbes théoriques en utilisant les valeurs théoriques des

42En particulier, ceci prouve que dans notre systeme, ’hypotheése de champ moyen émise par Zheng et
Grieve [38] est erronée.
43Cette largeur est de I'ordre de grandeur de celles proposées dans les systemes polydisperses gelés.
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Fi1a. 5.5 : (Symboles) : Variations de X/Lb en fonction de Ly, /L pour les paramétres ¢, p = 1,2,3
définis o partir du tenseur de déformation coarse-grainé, avec w = 3ag, T = 7,5.101" K. Les
lignes pleines correspondent aux courbes théoriques dans la longueur de corrélation a été ajustée

comme précisé dans le texte. Rappelons que L ~ 47ay.

constantes élastiques a T = 0% calculées & la section 5.2.2, puis en ajustant les longueurs
&, p = 1,2,3, afin de reproduire la pente pour les petits L;. Les courbes correspondantes
sont reportées sur la figure 5.5.

Deux observations indiquent que cette méthode pourrait nous donner acces aux gran-
deurs caractéristiques que sont y et £&. D’une part, 'amplitude générale des courbes est
comparable, en particulier pour le parametre ¢; permettant de mesurer le module de
compression K. Cela n’aurait pas été le cas pour les courbes calculées a partir du tenseur
microscopique, reportées sur la figure 5.4 : 'amplitude du pic est plus importante de deux
ordres de grandeur.

Par ailleurs, les longueurs de corrélations utilisées ici valent respectivement &; = 2, bay,
& = 4dag et &5 = 1, 5ag, des valeurs comparables a celles généralement déterminées par
Sengupta et al..

Signalons notamment que la méthode de coarse-graining de Goldenberg et Goldhirsch,
jamais employée jusqu’a présent dans des systemes a température finie, permet donc de
disposer d'un tenseur de déformation auquel on peut appliquer la théorie de premier

gradient et obtenir des constantes élastiques du bon ordre de grandeur.

Des améliorations au modele de premier gradient proposé sont envisageables. Le point

d’achoppement principal est la décroissance des courbes. Ceci pourrait étre du a une prise

4“4Pour ag = 1, 745 mm, les constantes ont pour valeur K = 1,17.1072 Jm 2 et = 1,67.107% J.m~2.
Comme nous avons travaillé & T ~ Ty /10, la valeur réelle du module de compression est certainement plus
faible d’environ 10% que la valeur & température nulle (voir la section 5.2.2, équation 5.22. Cependant,

pour le calcul d’ordre de grandeur, cette modification peut pour l'instant étre négligée.
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en compte trop simplifiée de l'effet des bords. Rappelons que la décroissance prévue est
due a I'hypothese que I'intégrale du tenseur sur I’ensemble du systeme est nulle, hypothese
qui ne prend en compte que le caractere fini du systeme, et non les forces exercées par les
parois. Une telle décroissance n’a été observée que dans des simulations avec des conditions
au bord périodiques [137].

Rappelons que du fait du coarse-graining, 'effet des parois dans notre systeme se
fait sentir avant de s’approcher de celles-ci a une distance a laquelle la force exercée sur
les billes est effective. La longueur caractéristique de cette force est de l'ordre de A :
dans les premieres couches du systeme, on observe généralement une mobilité légerement
moindre?. Ceci peut se traduire par des constantes élastiques effectives plus impor-
tantes. Afin de visualiser 'effet de cette propriété, nous avons introduit cette dépendance
de maniere perturbative®, en réintégrant dans I’équation 5.69 le parametre x dans les
intégrales et en écrivant x = xo — x1|x|?, oll v est petit. Le principal effet de cette modifi-
cation est d’inverser la concavité de la phase décroissante, phénomene que nous observons

expérimentalement.

5.4 Conclusion

Apres avoir calculé de maniere directe les constantes élastiques de notre systeme et
montré que l'interaction ne peut se résumer a une interaction entre premiers voisins,
nous avons présenté différentes méthodes de détermination des constantes élastiques d'un
systeme fini discret, qui dépendent de I’échelle de description du systeme. Selon les cas,
la théorie continue standard peut étre utilisée, dans d’autres il n’est pas possible de
s’approcher de 1’échelle A a partir de laquelle cette théorie est applicable.

Dans notre dispositif, il est manifeste que les gradients du tenseur ne peuvent étre
négligés, mais la théorie de premier gradient proposée par Sengupta et al. ne peut étre
appliquée directement avec un tenseur de déformation calculé par différences finies, a
cause des conditions au bord et certainement a cause de la présence de gradients d’ordres
supérieurs. L’utilisation de la méthode de coarse-graining de Goldenberg et Goldhirsch
permet toutefois d’intégrer ces gradients d’ordre supérieur dans la définition du tenseur
de déformation.

Toutefois, si en ’état, la mesure des fluctuations du tenseur de déformation dans notre
systeme ne permet pas de déterminer expérimentalement les constantes élastiques, la

cohérence obtenue au niveau des ordres de grandeur de ces constantes est encourageante.

45Une étude plus poussée a été menée en isolant le cadre de I’électrode inférieure et en le portant & un
potentiel non nul : la distance interbilles est alors sensiblement modifiée jusqu’a 6-7 pas de réseau pour

un pas initial de 1,5 mm. Ceci indique que 'effet des parois peut se faire sentir jusqu’a cette distance.
46En théorie, si les constantes dépendent de la position, il faut modifier I’équation d’Orstein-Zernicke

(5.39), qui ne peut alors étre résolue que numériquement.
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Cette cohérence est renforcée par une estimation empirique de la constante p par un
critere semblable a la relation présentée dans la note 12 de ce chapitre, qui peut étre
construite également a partir du critere de Lindemann : le systeme est considéré comme
fondu & la température T, lorsque I'excursion quadratique moyenne (Au?) est de I'ordre
de 0, 1a2. En écrivant que I’énergie potentielle est alors de I'ordre de grandeur de 1'énergie
thermique, il vient, en considérant le cisaillement qui est plus facile que la compression
kT, ~ 0,1pa3, ce qui donne, en prenant T, ~ 5.10'% p ~ 2,3.107* J.m™2, soit une

valeur comparable a celle calculée directement a la section 5.2.2.

Afin de développer un modele plus précis permettant de rendre compte de I’ensemble
des courbes, il est nécessaire d’estimer précisément les positions respectives des différentes
échelles a partir desquelles les différents gradients peuvent étre négligés. Dans les systemes
granulaires gelés, la possibilité de soumettre le systeme a une contrainte a permis de
repérer de maniere simple ’échelle A a partir de laquelle la description standard est
valide, en vérifiant 'obéissance a une équation telle le loi de Hooke [113]. Une telle
procédure pourrait étre utilisée également ici, avec la contrainte supplémentaire qu’il faut
prendre en compte les fluctuations thermiques. Etudier la dépendance de ces longueurs,
liées a la longueur de corrélation &, en fonction de la température, délivrerait également

des informations précieuses.

Notons que la dépendance de A envers le désordre gelé a été mise en valeur au travers
d’exemples, mais établir les relations exactes nécessiterait un traitement théorique plus
poussé, qui ne serait pas sans lien avec la théorie développée par Giamarchi et Le Doussal
sur la structure des réseaux faiblement piégés. Relevons a ce sujet que dans cette derniere
théorie, il est supposé explicitement que le tenseur de déformation peut étre calculé di-
rectement par différences finies au niveau des particules, ce qui suppose que le désordre
n’est pas trop fort. Les travaux de Goldenberg et al. explicitent un peu plus cette derniere
hypothese. Signalons toutefois que le désordre appliqué dans ces études est dii aux inho-
mogénéités du matériau, et que la question de la correspondance avec un désordre di a

un potentiel extérieur se pose.
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Introduction

Disposant d’un réseau élastique de particules dont nous connaissons les constantes
élastiques mais aussi les longueurs de corrélation associées liées a son caractere discret,

nous pouvons désormais aborder le piégeage de ce cristal.

Apres avoir choisi une méthode pour le piégeage des billes, nous caractérisons les pa-
rametres controlant ce piégeage. Afin de valider le dispositif, les configurations d’équilibre
de cristaux obtenues sont comparées a celles obtenues dans des cas similaires pour lesquels

les comportements théoriques sont clairement établis.

D’autre part, nous précisons les conditions de mise a I’équilibre du réseau : comment
le systeme atteint-il son état d’équilibre? S’agit-il de mouvements collectifs corrélés
ou bien d’une accumulation de mouvements individuels? Quels sont les parametres de
controle de ces mouvements ? Quelles sont les billes les plus mobiles 7 Quel est le temps

caractéristique nécessaire ?...

Afin de répondre a ces questions, et établir notamment les conditions permettant
d’obtenir un piégeage faible ou fort, notre stratégie a consisté a nous focaliser d’abord
sur des cas simples engendrant des comportements plus marqués, et donc plus facilement
identifiables et mesurables. Nous considérons donc le piégeage par un réseau régulier dont
nous pouvons controler la symétrie, la périodicité, et 'intensité de piégeage.

Soulignons que cette problématique du piégeage par un réseau périodique est par
ailleurs une question d’actualité, notamment dans les supraconducteurs. L’enjeu de
I'obtention de matériaux pouvant étre traversés par un fort courant sans perdre leur
nature supraconductrice a suscité de nombreux travaux visant a ce que ces qualités su-
praconductrices ne dépendent pas des défauts naturellement présents dans les matériaux
— situation conduisant souvent a du piégeage faible — mais puissent étre controlées
et améliorées. L’utilisation de dispositifs présentant un réseau périodique de pieges
artificiellement créé répond a cette attente. Nous nous appuierons donc sur les résultats

dans ce domaines pour commenter nos propres expériences.

Le chapitre 6 est naturellement consacré a la présentation de la méthode de piégeage
que nous avons choisie, avec I'objectif de disposer d’'un montage expérimental a la fois
simple et souple. L’efficacité du dispositif est illustrée par quelques cas simples ne faisant
pas débat.

Dans le chapitre 7, nous présentons les configurations d’équilibre obtenues avec un
réseau de pieges de symétrie carrée, dans le cas ou le nombre de billes est deux fois plus
grand, égal, ou deux fois plus petit que le nombre de pieges. Ceci permet notamment

d’estimer les conséquences sur le plan positionnel de la possibilité pour une bille d’avoir
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plusieurs pieges dans son voisinage proche, ou au contraire de I'impossibilité de s’approcher
d’un piege déja occupé. Egalement, nous pouvons préciser sans ambiguité les conséquences
d’une incompatibilité de symétrie locale entre le réseau élastique et le systeme de pieges.

Enfin, le chapitre 8 est consacré a ’étude de la dynamique de mise a 1’équilibre des
réseaux piégés, pour pouvoir discuter de 'existence de mouvements collectifs ou indivi-
duels. Les mouvements des billes dans des situations stables ou instables (liées notamment

aux dégénérescences des configurations d’équilibre) sont comparés.
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Chapitre 6

Méthode de piégeage
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6.1 Introduction

Afin de piéger les billes, nous souhaitons disposer d’un procédé dont la mise en ceuvre
reste simple, et dont les parametres sont bien controlés. Nous avons choisi de créer des
puits de potentiel électrostatique en modifiant localement le potentiel électrostatique sur la

surface conductrice de la plaque ITO constituant I’électrode supérieure du condensateur *.

!Pour des constituants macroscopiques tels que les billes, deux autres types de forces auraient pu
étre mises en jeu pour le piégeage, chacune présentant un fort inconvénient. L’utilisation d'un champ
magnétique agissant sur des billes magnétiques est exclu a cause des phénomenes d’aimantation de ’en-
semble des conducteurs lorsque les billes sont placées et déplacées dans le condensateur. L’emploi de puits
de potentiel gravitationnels est également délicat : I’énergie typique d’interaction entre deux billes est de
I'ordre de 3.1071° J, ce qui correspond 4 la différence d’énergie potentielle entre deux points situés & une
différence de hauteur de I'ordre de 10 microns. Piéger les billes tout en ne rendant pas négligeable I'in-
teraction entre ces dernieres supposerait donc de controler la profondeur des pieges a hauteur du micron,

et impliquerait donc un procédé de fabrication des pieges assez lourd.
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Si cette méthode est simple puisqu’elle n’apporte pas ”d’ingrédient” supplémentaire
dans le dispositif, elles pourrait présenter I'inconvénient de modifier un élément permet-
tant de créer l'interaction entre les particules. Toutefois, des lors que le piégeage est de
faible intensité, la légere modification de I'interaction entre les billes peut étre intégrée,
au premier ordre, a la définition de la force de piégeage. Pour un piégeage d’intensité
plus forte, tel qu’il sera étudié dans les prochains chapitres, il faudra garder a 'esprit
que le parametre pertinent est le rapport entre l'intensité de piégeage et l'intensité de
I'interaction plus que les valeurs absolues de chacun de ces parametres.

Dans ce chapitre, nous présentons le procédé de piégeage que nous avons développé et
le comparons aux procédés utilisés dans les réseaux de vortex et les cristaux colloidaux.
Nous montrons notamment qu’il répond a nos exigences, a savoir que l'intensité relative
du piégeage comme ses caractéristiques géométriques (largeur des pieges, distance entre

eux) sont parfaitement controlées.

6.2 Présentation du procédé de piégeage

6.2.1 Principe général

En enlevant aux endroits désirés la fine couche d’'ITO recouvrant ’électrode supérieure
du condensateur, nous pouvons isoler électriquement différentes zones conductrices sur la
plaque et les porter a des potentiels différents. Il en résulte une force s’exercant sur les

billes et qui les attire vers la zone portée au potentiel le plus élevé.

Comme le résume la figure ci-contre, le fait de Vi Vs
porter une partie de la plaque au potentiel Vo < V; AE
—
crée une composante AE du champ électrique hori- P (Vi > Vs >0)
. . 7 . \ -
zontale en moyenne et d’intensité proportionnelle a

AV = V] —V;. Les billes étant chargées négativement, 77
elle sont attirées vers la zone située sous la partie portée au potentiel V;.

Lefficacité de la méthode est illustrée sur la figure 6.1, montrant des clichés du cristal
obtenu lorsque deux zones sont portées a deux potentiels différents. Afin de porter les zones
dessinées au potentiel voulu 2, nous avons choisi d’utiliser uniquement des zones connectées
au bord de la plaque, ou elles peuvent alors étre mises en contact avec le générateur de
tension. Ceci nécessite d’utiliser des canaux permettant cette connexion. Contrairement
au canal présenté sur la figure 6.1, nous utilisons bien entendu des canaux plus fins

dont nous montrerons qu’ils ne perturbent pas la zone traversée?®. L’isolation entre les

2Signalons qu’on ne peut pas laisser une zone non connectée : son potentiel flottant semble alors

s’ajuster au potentiel voisin et tout se passe comme si elle était connectée a la zone voisine.
3Signalons toutefois qu’a terme, I'ambition de disposer d’une forte densité de petits pieges (mais

néanmoins plus grands que les canaux de mise en contact) pourrait nous inciter & évoluer vers une

approche mixte entre celle utilisée ici et la mise en contact par le dessus grace & un ensemble d’électrodes.
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Fi1c. 6.1 : Illustration a grande échelle du procédé utilisé pour créer des pieges électrostatiques.

La zone centrale et la zone extérieure de l’électrode supérieure sont isolées électriquement. (a) :
zone centrale a la masse, zone extérieure au potentiel V4 > 0. (b) : zone centrale au potentiel

Vi, zone extérieure au potentiel Vo < Vj.

différentes zones désirées a été réalisée & 1'extérieur du laboratoire* par microlithographie
permettant d’enlever la partie conductrice. Par cette technique ”propre”, la plaque reste
uniforme au niveau de la transmission optique et permet toujours une bonne acquisition

de la position des billes®.

6.2.2 Utilisation d’un réseau de pieges

La quasi totalité des expériences de piégeage du réseau par un réseau périodique ont été
réalisées a ’aide d’un réseau carré tel que présenté sur la figure 6.2. Les pieges, légerement
rectangulaires ®, sont disposés sur des lignes paralleles et reliés par un canal de 150 microns
de largeur, les frontiéres isolantes faisant également 150 microns de largeur ”. Le dispositif
permet de disposer d’un réseau carré de pieges dont la surface occupe la moitié de la
surface totale et de pas dy = 1,20v/2 = 1,70 mm. En enlevant une ligne de pieges sur

deux, nous avons également travaillé avec un réseau de pieges occupant 3/4 de la surface

4Par l'entreprise Optimask.
5Sur la figure 6.1, les zones ont été isolées par gravure manuelle, leur frontiere est donc visible.
6Si le réseau constitué par les pieges présente une symétrie carrée, le motif du réseau est en effet

légerement rectangulaire. Toutefois, nous verrons au chapitre 8 que la dynamique n’est pas affectée par

cette dissymétrie et qu’elle respecte la symétrie du réseau.
"La largeur minimale des frontieres est imposée par la nécessité de ne pas subir de claquage électrique

entre les différentes zones. Pour les canaux de connexion, nous avons essayé une largeur de 50 microns et
avons observé des dégradations du conducteur a leur niveau, sans doute du a un échauffement local trop

important lors de la mise sous tension.
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1,2 mm ¢_

-
1,2 mm

>

150 pm

F1G. 6.2 : Schéma et apercu au microscope d’un des deux réseauzr de pieges utilisé. Les zones
grisées, portées au potentiel Vi > Vi, sont attractives. Le réseau carré de pas dg qu’elles

définissent est a 45° par rapport aux lignes de piéges connectés.

et de pas d» = v2dy = 2,40 mm.

De maniere générale, les réseaux de pieges que nous utilisons sont caractérisés par trois
facteurs géométriques :

— La symétrie du réseau : nous avons essentiellement travaillé avec un réseau carré,
qui permet d’étudier la compétition entre deux symétries incompatibles, les résultats
déja présents dans la littérature permettant de plus des comparaisons utiles. D’autre
part, sa simplicité permet de qualifier facilement la nature du piégeage, avant d’uti-
liser un réseau de pieges aléatoires (voir la section 7.3).

— Le pas du réseau : il est limité d’un coté par la nécessité de disposer d’un nombre
suffisant de pieges pour pouvoir discuter des résultats obtenus en terme de réseau
piégé, et de 'autre coté par la taille minimale des pieges eux-mémes.

— La taille des pieges : la principale limitation dans la taille est qu’elle ne peut
etre plus petite que les canaux de connexion ou bien que les bandes isolantes. Elle
détermine notamment la largeur du bassin attracteur du piege (voir également la
section 7.3).

Une fois le réseau choisi, un dernier parametre géométrique intervient, a savoir le
nombre de billes rapporté au nombre de pieges présents. ce nombre est caractérisé par le
facteur f, défini comme le rapport entre ce nombre de billes et le nombre de pieges.

En particulier, au regard de la plage de travail (1 < ag < 2 mm) raisonnable qui a

été définie au chapitre 2 pour les distances entre billes, le choix d’un réseau carré de pas
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do = 1,70 mm ou dy = 2,40 mm permet d’étudier des systemes présentant un facteur de
remplissage f proche de 'unité (1/4 < f < 2).

6.2.3 Dispositifs de piégeage utilisés dans d’autres systemes
Réseaux de vortex

Dans les supraconducteurs, le piégeage bidimensionnel de vortex correspond en réalité
a deux types de dispositifs bien différents. Le plus proche de notre dispositif, consiste
en une fine plaque de matériau supraconducteur présentant des pieges dont la taille est
bien inférieure a leur distance de séparation. Ces pieges peuvent étre des trous dans le
matériau [23-25] ou bien des plots magnétiques [19,21,22] 8. Dans ces systémes, la distance
entre les pieges, de I'ordre du micron, est supérieure d'un ordre de grandeur a leur taille.

Des vortex intersticiels peuvent donc se situer entre les pieges®.
Dans ces dispositifs, les parametres controlés sont :

— Le nombre de vortex, via le champ magnétique appliqué, puisque le champ rentre
par quantum de flux.
— La symétrie du réseau de pieges : les réseaux carrés et hexagonaux sont les deux

réseaux étudiés dans les travaux précédemment cités 1°.

Le pas du réseau ou, de maniere équivalente, la longueur de London qui est la
longueur caractéristique de l'interaction entre les vortex. Ces deux parametres
dépendent du matériau et du processus de fabrications des pieges et sont rarement
discutés.

— La taille des pieges. Signalons également que ce point est rarement abordé au ni-

8Nous ne citons ici que les travaux ayant rendu compte d’observations de configurations de vortex. La
bibliographie sur les mesures des conséquences de ces phénomenes de piégeage sur les courbes d’aiman-

tation ou les températures de fusion, par exemple, est bien plus importante.
9Le second dispositif permettant le piégeage de vortex sur un réseau régulier consiste en une grille de

matériau supraconducteur, autrement dit en un dispositif tel que les supraconducteurs percés présentés ci-
dessus, mais ou la taille des trous est tres proche de la distance entre ces trous. La différence fondamentale
avec les systemes présentés précédemment est que les vortex ne peuvent pas prendre place entre les pieges.
Les configurations d’équilibre dans des telles grilles sont déterminées expérimentalement dans [20,143], et
sont en conformité avec les prédictions théoriques [144,145]. Une variante de ces dispositifs sont les réseaux
de jonctions Josephson, concus comme des réseaux de plots supraconducteurs. Du fait de la différence
fondamentale entre ces systémes et ceux qui nous concernent dans ce travail, nous n’y reviendrons pas

par la suite.
0Des ré de ka ¢, qui ¢ du pl des1 égal
es réseaux de kagomé, qui peuvent étre vus comme un pavage du plan par des losanges, ont également

été étudiés tant expérimentalement [17,146,147] que numériquement [148] . Ces réseaux présentent
Iintérét d’étre frustrés méme dans 1’état d’équilibre fondamental et exhibent de ce fait des compor-

tements nouveaux.
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veall expérimental quant aux conséquences sur la configuration d’équilibre '*. 11 faut
également noter que dans ces dispositifs, il est possible de piéger en un méme point
plusieurs quanta de flux '2. Cette particularité distingue les dispositifs de piégeages
de réseaux de vortex des autres dispositifs, méme si on peut estimer que dans une
certaine mesure, des pieges de grande profondeur pouvant attirer plusieurs particules
malgré leur répulsion permettraient de reproduire partiellement cette configuration.
Dans tous ces dispositifs, 'intensité de piégeage est intrinsequement tres forte, ce qui
implique que les pieges sont systématiquement occupés par au moins un vortex.

Signalons aussi que ces dispositifs ”artificiels” de piégeage de vortex sont basés sur
une modification locale du matériau, qui change notamment la valeur de la longueur de
cohérence des vortex piégés. Si on peut considérer de maniere isolée les interactions entre
deux vortex, l'interaction entre un vortex piégé et un vortex intersticiel est donc a prior:
différente de celle entre deux vortex intersticiels. Dans 'optique de 1'utilisation de notre
dispositif comme dispositif modele pour I’'étude de réseaux de vortex piégés, la précaution
prise précédemment quant aux couplage entre la force d’interaction interbilles et la force
de piégeage dans le cas ou cette derniere est forte est donc partiellement levée.

Comme nous le verrons dans la section 6.3.2, les dispositifs de piégeage dans les
supraconducteurs sont efficaces et produisent des résultats conformes aux prédictions
théoriques. La principale limite expérimentale est associée a la technique de visualisa-
tion !3. §’il est désormais possible de visualiser simultanément de larges zones du matériau,
il est encore impossible de suivre la dynamique des vortex dans le réseau de pieges, et donc
d’établir le lien entre le comportement des vortex et les grandeurs macroscopiques me-
surées (caractéristiques courant-tension, aimantation,...). Les techniques de visualisation
s’améliorant d’année en année, il n’est pas interdit de penser qu’a terme cette limitation
pourra éetre levée.

La détermination des configurations d’équilibre dans ces systemes a fait l'objet de
quelques travaux théoriques et numériques. En utilisant une description élastique conti-
nue pour le réseau de particules, Pogosov et al. ont établi les diagrammes d’existence a

température nulle de quelques configurations dans les cas f = 1 et f = 1/2 pour un

HToutefois, I'impact de ce parametre au niveau de la mesure du courant critique a été discuté par
Moshchalkov et al. [149] pour un réseau de pieges constitué de trous. La taille optimale du trou dépend
de la température et de la valeur du champ, mais on peut retenir qu’il est préférable d’avoir des trous de

diametre supérieur a la longueur de cohérence.
12Les configurations d’équilibre, comme la dynamique, peuvent donc étre plus complexes. Le nombre

de vortex pouvant étre piégés dans un trou isolé de rayon r est ng = r?/ [{(T)Q + 2§(T)r}, ou & est la
longueur de cohérence [150]. Au dela de cette limite, 'interaction du ”piege” avec un vortex est répulsive.
S’il y a plus d’'un vortex dans le trou mais moins que ng, l'interaction avec le ”piege” est répulsive aux
longues distances et attractives aux courtes distances. Si 'on ajoute les modifications & ce modele induites
par la présence des autres trous dans le cas d’un réseau de piege, on devine aisément la complexité que

peut receler la dynamique de tels systemes.
13Ces techniques sont présentées en introduction de notre travail.
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réseau carré de pieges ayant différents profils [151]. Les autres travaux sont des études
numériques basées sur une minimisation de I’énergie totale des systeémes, constituée d'une
interaction de paire entre vortex (donc de type Kj) et de l'interaction de chaque vortex
avec chaque piege. Le cas d'un réseau carré de pieges est traité dans [152] pour f entier et
dans [153] pour f fractionnaire de type 1/p. Pour un réseau hexagonal, les configurations
pour f entier ont été déterminées dans [148,152] et celles pour f fractionnaire dans [153].
Dans tous ces travaux, le profil des pieges est généralement choisi gaussien ou parabolique

tronqué.

Systémes colloidaux

Il existe encore peu d’études expérimentales de piégeage de cristaux de particules
colloidales par un réseau périodique de pieges. Jusqu’a récemment, le piégeage était obtenu
en modifiant la topologie du substrat sur lequel est déposé la fine couche de liquide
colloidal. Ce procédé a essentiellement été utilisé pour étudier les changements de phase
en présence d'un potentiel modulé, ou également dans l'idée de mettre au point des
méthodes d’auto-assemblage de particules colloidales médié par le substrat 4. L utilisation
de réseaux de pieges optiques créés par interférence de trois faisceaux laser est d’utilisation
plus souple car la géométrie du réseau peut étre modifiée continiiment et in situ en
modifiant I'angle d’incidence des faisceaux. A Daide de cette technique, Brunner et al.
ont étudié le diagramme de phase d’un réseau avec un facteur de remplissage égal a
3 [155]. Si cette technique permet de disposer d'un réseau étendu de pieges, il semblerait
que les forces de liaison entre les particules colloidales et les forces de piégeage soient
fortement couplées et que ce couplage soit délicat a expliciter. L’emploi d’'un réseau de
pinces optiques [156] peut, d’aprés Mangold et al., permettre de résoudre ce probléeme et
de disposer d’une interaction interparticulaire et d’une force de piégeage découplées [157].
A Paide de cette technique, les auteurs étudient la dynamique d’un cristal colloidal piégé
dans un réseau 9 x 9 pieges avec un facteur de remplissage entier.

Dans les systemes colloidaux, si la visualisation ne souleve aucune difficulté, le
probleme principal réside dans la création du réseau de piégeage. Dans [155], le réseau
est étendu mais les pieges sont larges et nous verrons qu’ils attirent systématiquement
plusieurs particules des que f est supérieur a 1. Par ailleurs le couplage entre 'interaction
interparticulaire et la force de piégeage reste mal connu. Dans [157], la limitation majeure
est la taille du réseau de pieges, qui compte moins de 100 sites. La qualité des figures
observées est toutefois tres encourageante.

Les systemes colloidaux ont également fait I'objet d’études numériques par Reich-

hardt et al. [158-160], essentiellement pour des facteurs de remplissage entiers.

1Voir notamment la référence [154] et les références citées.
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En conclusion de cette présentation des deux types de systemes piégés auquel nous nous
référerons, le dispositif que nous proposons, qui allie la possibilité de disposer de réseaux de
grande taille tout en visualisant dynamiquement le cristal, apparait comme un outil utile,
complémentaire de ces dispositifs. La possibilité de controler les différents parametres
du réseau de pieges nous permet d’envisager de mener des études quantitatives sur les
réseaux piégés. Avant cela, il nous faut qualifier plus précisément le réseau de pieges que
nous avons utilisé, et notamment relier les grandeurs caractéristiques des pieges (intensité

et portée) aux grandeurs controlées (potentiels Vi et V5, taille des motifs).

6.3 Caractérisation expérimentale du réseau de
pieges
6.3.1 Caractérisation d’un piege isolé

Indépendamment de 'extension spatiale de la force de piégeage, controlée par la
taille de la zone portée au potentiel V] mais aussi a prior: par les autres distances ca-
ractéristiques du systeme (le rayon R des billes et la hauteur h du condensateur), I'intensité
du piégeage est controlée par les deux potentiels V} et V5. Du point de vue expérimental,
lorsque V7 est a 1100 V, nous pouvons faire varier AV = V; —V; jusqu’a 500 V sans risque
de claquage électrique a travers le canal séparant les deux zones.

En I'absence de billes, et si 'on néglige la largeur de lisolant ', les équipotentielles
dans le réseau périodique de pieges sont facilement calculables en passant dans 1’espace
de Fourier des deux directions horizontales. On trouve notamment que I'extension o des
variations de potentiel reste finie autour d’un piege. Pour une évaluation plus précise de
I'énergie potentielle de piégeage &,(r) = &£,¢,(r/0), il faudrait bien entendu considérer
également la bille dans le piege, mais ce probleme semble difficile a résoudre analytique-
ment du fait de la perte de la symétrie cylindrique (par rapport au cas de 1’électrode
uniforme).

En ce qui concerne I'intensité du piégeage &,, on peut estimer en premiere approxima-
tion qu’elle est proportionnelle a VAV, V étant proche de la moyenne entre V; et V5 : le
champ électrique de rappel vers le piege est en effet proportionnel a AV, et la charge de

la bille, quant a elle, est proportionnelle a V.

15Si on ne néglige plus la largeur de l’isolant, le probleme devient autrement plus délicat.

Dans le plan 2Oz, et si 'on se restreint & un seul piege (figure ci-contre), Va Vi V

le probléme pourrait étre résolu par transformation conforme [161,162], le

probleme étant équivalent a celui d’un polygone inclus dans un autre, qui

. . . PP 0
peut étre transformé en deux cercles concentriques, la zone d’intérét étant

la zone intersticielle [163]. Toutefois, le calcul de ces transformations est complexe, pour un résultat qui

ne serait méme pas exact puisqu’il faudrait ajouter ensuite la bille.
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Cependant, si I’on considere des situations de piégeage de réseaux ou I’on ne s’intéresse
pas quantitativement au role de la température, la donnée importante est le rapport entre
I'intensité relative du piégeage et 'intensité & de l'interaction entre les billes. Celle-ci
étant proportionnelle & V2, le parametre pertinent a considérer est donc ny = AV/V :
plus ce parametre est grand, plus le piégeage est d’intensité importante par rapport aux
forces élastiques tendant & ordonner le réseau 9. Dans ce qui suit, les valeurs numériques
de ny seront donc calculées en les assimilant aux valeurs de AV/(s1V5 + s2V3), ou s; est

le taux de couverture de la zone portée au potentiel V; 1.

Du point de vue expérimental, on peut préciser les caractéristiques &, et o de I’énergie
potentielle de piégeage &,(r) en s’intéressant au comportement d'une seule bille explorant

le paysage énergétique constitué par les pieges.

9 T 7 — T T T T T T T T — T T T
. —m—AV=350 V

& L ome V=200V o

.L | —0—AV=100 V o /]
T el " "1 TFIG. 6.3 : Profil de I’énergie potentielle de
St T '\;/ -1 piégeage d'une bille le long du grand aze d’un
2 L B o 1
§ 4t \ LR 5 fe™ " 4 piege, pour trois différences de potentiel AV
53 \'\ i‘-; /'/ 1 différentes et Vi = 1100 V. Les lignes verti-
o .\“-D\ / -/ 1 cales reperent les limites matérielles du piege

[ NN ] y L

N .\;hi} /EA.”/ ] (positions des frontiéres isolantes).

A faible température, la bille reste piégée dans un des pieges, et la distribution de
probabilité de sa position permet de déterminer I’énergie potentielle de piégeage. Le profil
de cette énergie épouse les formes du piege, c’est-a-dire dans notre cas un rectangle. La
figure 6.3 représente le profil énergétique le long du grand axe des pieges : on voit que le
puits devient de plus en plus évasé lorsque AV diminue. L’ajustement du fond des puits
par une parabole montre de plus que la raideur est directement proportionnelle a VAV
Pour AV < 200 V, le puits devient plus évasé qu’'une parabole, et son étendue dépasse
la largeur de la zone portée au potentiel Vi. Notons toutefois qu’il est difficile d’estimer

plus précisément la portée réelle o du puits, car la distribution des positions de la bille a

16Gignalons toutefois que cette approche doit étre complétée par la prise en compte de l'effet de ”cage” :
lorsque les particules sont en site, et que la configuration correspond a un minimum local pour le réseau
non piégé, elles renforcent le piégeage de la particule qu’elles entourent : le poids relatif du piégeage
dépend donc de I’historique du processus de piégeage. Ces considérations peuvent notamment permettre

de comprendre des effets d’anisotropie de la valeur du courant critique dans certaines configurations [151].
"Donc s; = 1/2 pour le réseau carré de pas dg et s; = 1/4 ou 3/4 pour le réseau carré de pas ds.
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I'intérieur du piege dépend a la fois de l'intensité du piégeage &, et de o. Pour déterminer
entierement la fonction &,(r), il faudrait pouvoir explorer avec une bonne statistique
la zone périphérique du puits, ce qui est délicat a réaliser expérimentalement. A haute
température, les billes peuvent sortir des pieges et si elles ne restent pas suffisamment
longtemps dans ces zones périphériques, on peut toutefois réaliser une expérience de
diffusion entre pieges. Nous pouvons constater que le temps de résidence moyen croit
exponentiellement avec VAV AT =20.10" K et V; = 800 V, il passe de 1 a 4 secondes
lorsque AV passe de 150 a 300 V.

Ces caractérisations seront affinées a la section 7.3 du chapitre suivant, en nous
basant sur 'observation des positions d’équilibre obtenues pour un cristal piégé dans
le cas d’un facteur de remplissage f simple (f = 1/p ou f = p, p € IN). Dans ces cas,
les positions théoriques peuvent étre déterminées en fonction des caractéristiques des
pieges. La comparaison avec les positions observées nous permettra de mieux encadrer

les caractéristiques réelles de nos pieges.

Avant de discuter des différentes configurations d’équilibre possibles dans notre
systeme de pieges, et de comparer les observations réalisées avec celles présentées dans
la littérature, il convient de vérifier qu’au dela des capacités de piégeage d'un piege seul
que nous venons d’évoquer, notre dispositif permet bien de réaliser un piégeage collectif
du réseau. Afin de vérifier que nous disposons bien d’un socle commun avec les autres
dispositifs, il est intéressant de considérer les situations de piégeage de forte intensité, cas
simples pour lesquelles les configurations d’équilibre sont unanimement bien identifiées.

Cette étude comporte de plus un autre intérét. En effet, remarquons que l'intensité
relative du piégeage est bornée supérieurement : ny < 2 ou 4, selon le réseau choisi. Si ceci
n’est pas handicapant pour étudier des effets de piégeage faible, il n’est donc pas évident

a priori que nous puissions reproduire des situations de fort piégeage.

6.3.2 Efficacité du piégeage

Afin de situer notre dispositif par rapport aux dispositifs existants dans les supracon-
ducteurs et les systemes colloidaux, nous considérons donc ici les figures obtenues pour
le réseau de pieges de symétrie carrée et de pas dy, ainsi que pour un réseau de symétrie
hexagonale 1® (les sites étant distants de 2 mm), dans le cas d'un piégeage supposé de forte
intensité (ny > 0,25), le facteur de remplissage étant fractionnaire (f = 1/p, p € N). A
basse température, on s’attend a ce que tous les pieges soient remplis s’ils sont suffisam-
ment attracteurs puisqu’ils sont en nombre suffisant.

Les configurations obtenues pour f = 1,1/2,1/3,1/4 pour un réseau carré de pieges et

18Ce réseau a été fabriqué selon le méme principe que le réseau de symétrie carrée.
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f=1,1/2,1/3 pour un réseau hexagonal sont présentées sur la figure 6.4. Elles présentent

toute une forte symétrie liée a la symétrie du réseau de pieges sous-jacent.

f=1/2

[ [ [ [ [ f:1/2

f=1/3

f=1/3

f=1/4

Fia. 6.4 : Configurations d’équilibre expérimentales et schémas des configurations théoriques
(non dégénérées) pour un cristal fortement piégé dans un réseau carré ou un réseau heragonal,
pour différents facteurs de remplissage f. Dans les schémas, les cellules représentent les pieges
tandis que les particules sont représentées par un point noir. Les configurations dites théoriques
dans un réseau carré sont celles de [153](sans tenir compte de la dégénérescence), identiques

celles prévues dans [151] pour le réseau carré.

Les configurations f = 1 correspondent sans surprise a un remplissage de chaque
piege par une bille. Dans le réseau carré, la configuration pour f = 1/2 correspond
a une alternance de pieges vides et de pieges remplis : c’est intuitivement la seule
configuration possible, lorsque la répulsion entre les billes est suffisamment forte pour
interdire I'occupation de deux sites voisins. Notons que cette configuration d’équilibre

présente une dégénérescence d’ordre 2, puisqu’il existe deux sous-ensembles de pieges sur
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lesquels peut se fixer la surstructure de billes **.

Les cas f = 1 et f = 1/2, sur lesquels nous reviendrons plus longuement dans les
deux prochains chapitres, sont facilement observés car ils correspondent a des cas ou la
distance entre les billes est dans la plage ot l'interaction est assez forte pour imposer au
cristal d’étre homogene et si possible régulier.

Ces configurations, prévues théoriquement, sont également observées dans tous les

travaux portant sur les réseaux de vortex [20,21,24,25,143].

Les autres cas (f = 1/3 et f = 1/4 en réseau carré, f = 1/2 et f = 1/3 en
réseau hexagonal) présentent des difficultés supplémentaires, au premier rang desquels
la dégénérescence positionnelle et orientationnelle des configurations théoriques de plus
basse énergie. Ainsi, dans le cas d’'un réseau hexagonal, la configuration f = 1/2 présente
une dégénérescence d’ordre 3 et les configurations trouvées, tant expérimentalement ici
que numériquement dans [153], sont un mélange de ces trois configurations, les frontieres
étant peu cofiteuses en énergie du fait de 1'éloignement des particules?°. Le cas f = 1/2
en réseau hexagonal illustre la difficulté a traiter le cas de ce réseau de pieges. En effet, sa
symétrie est compatible avec la symétrie du réseau de billes non piégé, ce qui induit moins
de frustration, mais, du fait de 'augmentation de la coordinence de chaque site, les confi-
gurations ont un degré de dégénérescence plus élevé que dans le cas d'un réseau carré.
De fait, nous ne connaissons aucune autre observation expérimentale de configurations
d’équilibre en remplissage fractionnaire de réseaux hexagonaux. Dans le cas f = 1/3, la
dégénérescence est encore plus élevée et les zones homogenes que nous avons observées ne
contiennent pas plus d’une dizaine de particules.

Pour les réseaux carrés, le probleme de la dégénérescence se pose également. Compte-
tenu de la distance entre les billes piégées induite par la distance choisie entre les pieges,
le cotit d'une paroi, au niveau de laquelle deux billes peuvent se trouver dans deux pieges
voisins, est faible. Nous n’observons donc que des petits domaines. Ces configurations sont
conformes aux prévisions théoriques et aux observations dans les réseaux de vortex piégés
par des plots [21,23,24] %!,

Nous n’avons pas exploré d’autres valeurs de f inférieures a 1, et plus généralement,
dans les réseaux carrés, peu d’autres valeurs ont donné lieu a des observations claires :

f=1/5dans [20,24], f = 2/3 dans [23,143], f = 3/4 et f = 2/5 dans [24].

YComme il n’y a toutefois que deux choix, une structure réguliere peut généralement se développer

sur une grande surface (voir section 7.2).
20Des domaines homogenes pourraient bien entendu étre observés expérimentalement en rapprochant

les pieges, donc les particules.
21Dans les grilles supraconductrices, la configuration prévue et observée dans [20] pour f = 1/4 est
différente : il s’agit d’un réseau de dimeres de particules, chaque dimere étant constitué de particules

situées sur deux sites voisins dans une diagonale.
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Fia. 6.5 : Photographie d’un cristal de Wigner
macroscopique picgé avec un facteur de remplis-
sage f =1 et ny = 0,25 : chaque piége est oc-

cupé par une bille, et ce presque jusqu’au bord.

Pour les facteurs de remplissage non rationnels, les configurations observées sont
généralement désordonnées. Lorsque f n’est pas trop loin d'un rationnel, les particules
supplémentaires ou les lacunes peuvent toutefois étre absorbées dans les frontieres entre
les différents domaines correspondant aux différentes réalisations d’une configuration
dégénérée [25].

6.4 Conclusion

En conclusion, la méthode de piégeage proposée permet de reproduire, a partir des
valeurs de 7y accessibles, les situations reportées dans la littérature dans le cas d'un
piégeage de forte intensité pour f < 1 . Par ailleurs la symétrie et le pas du réseau,
la taille des pieges, et l'intensité relative du piégeage sont parfaitement controlés. De
surcroit, les expériences menées dans le cas f = 1 montrent que les effets de bord dus aux
cadre sont négligeables. En effet, si les symétries du réseau sont incompatibles avec celle
du cadre de confinement utilisé, la configuration peut en réalité se développer jusqu’a
une tres petite distance du bord*? (figure 6.5) ; dans la suite nous négligerons donc ces

effets pour ce qui est de la géométrie des configurations.

Ainsi, la méthode que nous proposons peut étre utilisée pour explorer des situations
statiques plus complexes, notamment lorsque l'intensité du piégeage baisse, ainsi que la

dynamique des particules piégées ou en passe de l'étre.

22Cette distance, de I'ordre de quelques pas du réseau, est extrémement dépendante de 1’horizontalité
du dispositif. En effet, du fait du piégeage, il est tres délicat de compenser une légere inhomogénéité
de densité initiale que I'on ne peut détecter en considérant un réseau non piégé. Cependant, du fait de
la relative ”souplesse” des bords, les inhomogénéités sont toujours absorbées sur les bords et un cristal
”parfait” peut toujours se développer au centre.
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Chapitre 7

Configurations d’équilibre dans un

réseau périodique de pieges
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7.1 Introduction

Le chapitre précédent nous a permis de montrer que notre dispositif de piégeage permet
de reproduire les situations de piégeage fort rencontrées dans les systéemes de vortex dans
le cas f < 1. Comme il a été mis en évidence théoriquement dans [151,164], lorsque
I'intensité relative du piégeage diminue et si les symétries du réseau de pieges et du
réseau non piégé de billes sont incompatibles, il est plus intéressant énergétiquement pour
certaines particules de sortir des pieges afin d’abaisser 'énergie élastique du systeme.
Entre la situation de piégeage de forte intensité, ou toutes les particules sont piégées, et
le cas de I'absence de piégeage, permettant ’apparition d'un réseau hexagonal, se pose la
question de la configuration adoptée par le systeme : préfere-t-il piéger certaines particules
aux centres des pieges quitte a payer un cout élastique ou bien préfere-t-il ne pas payer
ce colt et éloigner légerement les particules du centre des pieges?

La réponse a cette question dépend bien entendu des distances et intensités ca-

ractéristiques des interactions entre particules et des forces de piégeage, mais aussi du
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rapport de remplissage f. En particulier, lorsque ce nombre devient plus grand que 1, la
présence de particules intersticielles, a la fois attirées par les pieges et repoussées par les
particules en place dans ces pieges peut laisser supposer l'existence d’une grande richesse
de configurations d’équilibre.

Afin d’explorer plus précisément ces équilibres subtils entre forces élastiques et forces
de piégeage, nous étudions dans ce chapitre trois cas simples sur un réseau carré, a savoir
les rapports de remplissage f = 1/2 et f = 1 (dans un réseau carré de pas dy) et le rapport
f = 2 (dans un réseau carré de pas dy = v/2dy, donc avec la méme densité en billes que le
cas f = 1). Nous présentons dans ce qui suit leurs configurations d’équilibre en fonction
de l'intensité relative du piégeage 7. De maniere générale, nous observons un dépiégeage
partiel des billes lorsque cette intensité relative baisse. Le cas f = 2 nous a notamment
permis de mettre en évidence une configuration définie sur une large plage de valeurs de
Ny dans laquelle, malgré un excédent de billes, seul un piege sur deux est occupé.

Au dela de I'intérét intrinseque de ces systemes, il nous semblait important de disposer
d’informations sur le comportement des réseaux de billes dans le cas ou tous les pieges
ne sont pas occupés (cas f = 1/2) et le cas ou toutes les billes ne sont pas piégées (cas
f =2), avant d’aborder 1’étude de systémes en présence d’un réseau aléatoire de pieges.
Pour un réseau aléatoire, ces deux cas de figures se retrouvent en effet conjointement et en
tout point. Par ailleurs, nous verrons que dans certains cas les configurations présentent
une dégénérescence positionnelle et/ou orientationnelle, qui nous permet de mesurer le
type de domaines que le systeme tend a favoriser.

Enfin, a la section 7.3, nous tirons profit de nos observations pour qualifier un peu plus

précisément le profil des pieges, en comparant ces observations aux prédictions théoriques.

7.2 Positions d’équilibre

7.2.1 Des réseaux partiellement piégés

Nous avons vu au chapitre précédent que lorsque l'intensité relative du piégeage est
forte, tous les pieges sont occupés quand le rapport de remplissage f est plus petit que 1.
Dans ce qui suit, nous désignerons les configurations correspondantes comme ”totalement
piégées” (TP). En diminuant cette intensité relative, nous avons observé, dans les trois
cas étudiés, des situations de dépiégeage partiel ou total des réseaux.

Notons que 'existence de telle ou telle configuration, pour un systeme donné de billes,
dépend de trois facteurs : 'espacement des pieges, leur portée, et leur intensité. Pour un
remplissage donné, nous ne modifions ici qu’un seul de ces parametres, & savoir I'intensité !

Nous qualifions ici les configurations par leurs représentations de Voronoi puis si

1La modification des autres parametres, si elle est facilement réalisable, est plus longue et plus cofiteuse

car il faut produire une nouvelle plaque ITO gravée.
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nécessaire par la distribution des distances entre plus proches voisines, qui permet une
analyse un peu plus fine. L’utilisation des transformées de Fourier des réseaux permet de

confirmer les mesures obtenues.

Cas du sous-remplissage (f =1, f =1/2)

Les cas f =1 et f = 1/2 sont étudiés avec un réseau de pieges de pas dy = 1,70 mm.
Sous piégeage nul, les cristaux hexagonaux correspondants ont respectivement pour pas
ag = do(4/3)"/* = 1,82 mm et v/2ay = 2,58 mm. Le nombre de billes est respectivement
1950 et 975.

Pour un rapport de remplissage f = 1, nous observons, lorsque 'intensité du piégeage
diminue, une transition brutale entre la configuration de piégeage total (TP) et une confi-
guration de piégeage partiel (PP) dans laquelle seule une bille sur deux est piégée. Cette
configuration, reportée sur la figure 7.1, est obtenue par le dépiégeage d'une ligne de billes
sur deux, les billes dépiégées se placant alors entre les pieges qui ont été quittés. Le cotit
en énergie de piégeage est alors compensé par un gain de I’énergie d’interaction, la confi-
guration se rapprochant d’une configuration hexagonale avec une coordinence de 6 pour
chacune des particules. La transition entre les deux configurations a lieu entre les valeurs
ny = 0,13, pour laquelle la configuration PP est clairement établie, et 1, = 0,16, qui
permet d’obtenir la configuration TP.

La configuration PP correspond a priori a une infinité de configurations, les billes
intersticielles pouvant étre a une distance ady des pieges délaissés située entre 0 et dy/2.
Si a est différent de 1/2, les distances d; = /1 + a2dy et d| = \/mdo entre
la bille intersticielle et ses voisines piégées sont différentes (voir figure 7.1). Dans notre
dispositif, la distribution des distances entre plus proches voisines varie légerement dans
la plage de valeurs 0,05 < ny < 0,13 : un exemple en est donné sur la figure 7.2(a) pour
ny = 0,11. Nous pouvons ajuster cette distribution avec la somme de trois gaussiennes
de méme aire? et centrées sur les trois distances dy,d; et dj, les deux dernieres étant
inconnues®. Le meilleur ajustement est obtenu pour « = 0,41. Pour 7y proche de 0,13,
on a o ~ 0,32, ce qui est cohérent avec le fait qu'on se rapproche de la configuration TP
quand 7y, augmente.

Cette mesure est confirmée par le calcul de la transformée de Fourier de la configuration
pour iy = 0,11, qui est conforme a la transformée théorique calculée avec v = 0,41 en te-

nant compte de la dégénérescence d’ordre 2 de la configuration *. Ces deux représentations

2Car il y a un méme nombre de liens de chaque type.
3Notons que la queue & droite de la distribution indique que les gaussiennes associées aux distances

dy et dj sont plus larges, indiquant une plus forte mobilité des particules intersticielles par rapport aux
particules piégées.
4Voir section 7.2.2.
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Fic. 7.1 : Schémas de Voronoi, images réelles et schémas de principe des configuration TP et
PP pour f =1 et de la configuration TP pour f = 1/2. Dans les schémas de Voronoi, les cellules
blanches sont des cellules a 6 cotés, les cellules en gris clair ayant 4 cotés. Les cellules a 5 ou 7
cotés sont dans un gris plus soutenu. Dans les schémas de principe, les cercles correspondent a

des pieges, les disques noirs auz particules.

sont reportées sur la figure 7.3(a). La configuration o ~ 0,4 est en effet marquée par la
présence de la raie (20), toutefois moins intense que les autres raies (2p), alors que pour

a = 0,5, configuration a laquelle on aurait pu s’attendre, la raie (20) est éteinte.

Finalement, lorsque 7y est inférieur a 0,05, nous observons I'apparition d’un cristal

hexagonal (au sens ou chaque bille a 6 voisines) s’appuyant sur les bords du confinement.
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@ O

P(d) (unités arbitraires)
P(d) (unités arbitraires)

0.8 0.9 1.0 11 1.2 13 14 15
d/d

Fia. 7.2 : Distribution des distances entre plus proches voisines P(d) dans les configurations
PP. (a) : f =1, ny = 0,11 (voir figure 7.1). (b) : f = 2 (voir figure 7.5). (O) : distribution

expérimentale. Trait plein : ajustement décrit dans le texte.

Notons que ces bords ne sont pas paralleles aux axes principaux du réseau de pieges : ce
dernier ne semble donc plus jouer de role a ce niveau de description, pour lequel on ne
considere que l'orientation des axes et les coordinences des particules. Cependant, comme
le prouvent les nombreux travaux portant sur le piégeage faible, I'influence des pieges
méme de faible intensité n’est pas nulle, mais est plus subtile. Cette phase hexagonale est
ainsi généralement appelée ”cristal flottant” (CF) pour rappeler I'existence d'un réseau

de pieges sous-jacent.

Dans la littérature, les configurations PP n’ont jamais été observées expérimentalement
dans les réseaux de vortex, les systemes étudiés jusqu’a présent présentant un piégeage
fort. Le cas de pieges d’intensité moyenne ou faible a toutefois été étudié théoriquement
par Pogosov et al. [151] et numériquement par Reichhardt et al. [164]. Dans le premier cas,
les auteurs comparent les énergies de trois configurations postulées : la configuration TP, la
configuration PP avec a = 0, 5, et une configuration de ”cristal flottant”, cristal hexagonal
légerement distordu dont 'orientation des axes est influencée par le réseau de pieges, sans
que les axes soient paralleles aux axes du réseau. Pour une portée de piege donnée, que
ce soit pour un piégeage gaussien ou parabolique tronqué, les trois configurations sont
obtenues successivement lorsque l'intensité du piégeage décroit. Signalons deux différences
par rapport a nos observations. D’une part dans notre configuration PP, le parametre «

est proche de 0,4 lorsqu’on est autour du changement de phase et non de 0,5°. D’autre

5Signalons cependant que les auteurs n’affirment rien quant a I’existence de la phase PP avec a # 0, 5.
Nous verrons a la section 7.3 qu’en réalité, selon le profil de piege utilisé, la transition entre la configuration

TP et la configuration PP avec o = 0,5 est plus ou moins continue.
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F=1rp

F1G. 7.3 : Transformées de Fourier expérimentales (a gauche) et théoriques dans les configura-
tions PP pour f =1 et f = 2. Les rayons des taches circulaires représentant les raies théoriques

sont proportionnels a leur intensité.

part, U'orientation de la phase hexagonale flottante que nous observons est définie par les
bords plutot que par les axes du réseau de pieges. Ce résultat n’est pas surprenant puisque
dans la phase flottante, les possibilités de positionnement du cristal par rapport aux pieges
sont multiples et, I'intensité du piégeage étant faible, les effets de bords peuvent devenir
prédominants pour le choix de I'orientation, ce qui n’est plus le cas des que le piégeage est

un peu plus fort. La limite entre cristal flottant et cristal hexagonal tel qu’il est observé
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sous piégeage nul est donc pour nous tres faible.

Dans [164], la configuration PP est également calculée par les auteurs comme une
phase accessible lorsque lintensité du piégeage diminue®. La phase de cristal flottant
n’est pas évoquée, mais signalons que les bords de la boite carrée dans laquelle sont
placées les particules simulées sont paralleles aux axes du réseau de pieges : la limite

entre le cristal flottant et la configuration PP est donc ténue.

Dans le cas f = 1/2, nous observons la configuration TP jusqu’a ny = 0, 11. En dessous
de cette valeur, le piégeage devient moins efficace et des domaines de symétrie hexagonale
apparaissent au milieu de domaines de configuration TP de symétrie carrée. Aucun autre
type de configuration ne s’établit dans le systeme. En particulier, nous n’observons pas
la configuration PP proposée par Pogosov et al. similaire a celle obtenue pour f = 1.
Ceci permet d’illustrer le fait que lorsque les billes sont trop distantes (ici la distance
moyenne est 2,58 mm~ 5)), il n’est pas possible de développer des domaines homogenes
si la force de cohésion apportée par le piégeage n’est pas assez élevée. Signalons toutefois
que lorsque le piégeage est fort, les domaines sont de taille importante”, ce qui indique
que la répulsion entre billes ne peut malgré tout étre tenue pour négligeable (car sinon le
colit d'une paroi de domaines serait faible). Il semble donc qu’il soit plus délicat de faire
exister la phase PP, qui présente des billes hors pieges, lorsque la distance entre billes est
trop grande. Ce résultat peut étre interprété comme une conséquence de la disparition de
I'effet de cage : lorsque les billes sont piégées, elles favorisent le piégeage de leurs voisines,
mais des que certaines arrivent a se dépiéger, et sont donc plus mobiles, cet effet coopératif

est perdu. La phase PP est alors plus difficile a établir.

Cas du sur-remplissage (f = 2)

La configuration de piégeage total® pour f = 2 unanimement reportée dans la
littérature est une configuration en réseau carré constituée de particules piégées tan-
dis que la seconde moitié des particules sont situées au centre des carrés définis par les
pieges (voir figure 7.5). Cette configuration, prévue numériquement par Reichhardt et
al. [152], est observée dans des réseaux de vortex par Harada et al. [21] et Grigorenko et
al. [23]. Dans de tels systemes, le piégeage peut toutefois étre parfois suffisamment fort
pour que chaque piege attire chacun deux vortex [22,24]. En un sens, cette situation est
semblable au cas des particules colloidales étudié par Brunner et al. [155], qui observent,
pour un facteur de remplissage f = 3, des trimeres localisés autour des pieges, la taille
des trimeres étant inférieure a la distance entre les pieges. Des simulations basées sur

une interaction interparticules coulombienne écrantée et sur un potentiel de piégeage si-

6Signalons que dans ces travaux, la configuration PP est appelée ”cristal flottant”.
"Voir la section 7.2.2.
8(’est-a-dire telle que tous les pieges soient occupés.
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nusoidal permettent de rendre compte de cette situation ou finalement ne subsiste aucune
particule intersticielle, c’est-a-dire de particule non clairement associée a un piege. Il n’est
pas clair toutefois si ceci est dii a une forte intensité de piégeage ou bien au fait que dans
une modélisation sinusoidale, les pieges aient un bassin attracteur fortement étendu. Le
dispositif de piégeage de particules colloidales proposé par Mangold et al. [157] permet
cependant d’obtenir la configuration TP pour f = 2 ou 4°.

Dans nos conditions expérimentales, avec un pas de réseau de pieges dy = v/2do,
donc une densité en billes identique a celle du cas f = 1 étudié précédemment, nous
n’observons pas la configuration TP, quelle que soit la valeur de ny 9. Jusqu’a ny ~ 0, 11,

nous observons sur ’ensemble du systeme la configuration reportée sur la figure 7.4.
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Cette configuration, qui peut sembler a premiere vue désordonnée, présente en réalité
une symétrie d’ordre 4 et peut étre considérée comme une configuration PP, en ce sens
que malgré 'excédent de particules, seul un piege sur deux est réellement occupé. Comme
schématisé sur la figure 7.5, la configuration observée peut étre obtenue a partir de la
configuration TP en imaginant que deux billes intersticielles proches d’un piege sont at-
tirées par ce piege et en chassent la bille qui s’y situait. Elles forment alors un trimere
stabilisé par I'attraction du piege. La géométrie du réseau obtenu est particulierement
étonnante. En effet, la coordinence de toutes les particules est alors 5, comme le révele
le diagramme de Voronoi, et les cinq voisines d'une particule sont toutes situées a égale
distance, comme dans un réseau hexagonal : comme le montre la figure 7.2(b), la dis-

tribution des distances entre plus proches voisines est une unique gaussienne centrée sur

9De maniere générale, pour f entier inférieur & 10, les configurations TP consistent en un réseau

ordonné au moins dans une direction, d’apres [152].
10En réalité, pour des valeurs extrémes de 7y (proches de 4), nous avons pu apercevoir la configuration

TP, mais avec ces valeurs, les claquages entre les deux parties de la plaque ITO sont fréquents et celle-ci

se détériore.
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Fia. 7.5 : Configurations TP et PP pour f = 2. Pour la configuration TP : schéma de principe.
Pour la configuration PP : schéma de principe, diagramme de Voronoi et image réelle corres-
pondante, schéma de triangulation. Dans limage réelle, les cercles rouges repérent des pieges

occupés, alors que les cercles verts distinguent les piéges attirant un trimeére.

la distance d3 = da/[v/2 cos(/ 12)} = 1,76 mm. La transformée de Fourier du réseau,
conforme & la transformée théorique (notamment du point de vue de I'extinction des raies
(0,p) et (p,0), p impair) confirme cette mesure. Comme dans une configuration carrée ou
une configuration hexagonale, nous sommes en présence d’une configuration ou toutes les

cellules de Voronoi sont identiques. En 'occurrence ici le plan est idéalement pavé par des
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pentagones non réguliers.

Cette configuration illustre clairement la nécessité de trouver un équilibre entre
I’énergie de piégeage et 1'énergie élastique : en dépiégeant une bille sur deux, la coor-
dinence est augmentée et la distance dz entre billes voisines augmente et s’approche de
la distance ap = 1,82 mm qu’aurait le cristal hexagonal en I’absence de piégeage. Notons
des a présent, que l'existence de cette configuration n’est possible que lorsqu’un piege
est capable d’attirer effectivement plus d’une particule, donc qu’il a un bassin attracteur
suffisamment large et profond. Dans les systemes colloidaux étudiés dans [155], cette at-
traction est telle que toutes les particules sont attirées dans un piege formant, dans le cas

f =2, un réseau de dimeres de taille bien inférieure au pas du réseau.

7.2.2 Dégénérescence des configurations

A I’exception de la configuration TP pour f = 1, les configurations présentées ci-dessus
présentent une dégénérescence liée aux différentes possibilités de position ou d’orientation
de la surstructure de billes. Ainsi, la configuration PP pour f = 1 et la configuration TP
pour f = 1/2 présentent une dégénérescence d’ordre 2, respectivement orientationnelle et
positionnelle. Comme illustré sur la figure 7.6, ceci conduit a la création dans le systeme
de domaines homogenes.

Dans de tels cas, les questions principales sont d’une part, de définir si la structure en
domaines est stable dans le temps, et d’autre part, si la réponse est positive, de définir les
parametres influengant sur la taille et la forme des domaines. Comme nous le rappelons
dans le chapitre suivant, des lors que la température n’est pas trop élevée, la structure en
domaines, une fois établie, est beaucoup plus stable, par exemple, que la structure avec
le domaine désorienté obtenue au cours du processus de cristallisation (chapitre 4). Le
piégeage favorise donc la stabilité des domaines.

La taille de ces domaines ne résulte pas des contraintes imposées par les bords, car il
est a noter que dans les deux cas discutés aucune des deux réalisations de la configuration
n’est favorisée par l'orientation par rapport aux bords. De fait, nous observons autant
de domaines d’un type que de 'autre. En revanche, nous constatons clairement que la
taille des domaines augmente lorsque le potentiel V' augmente. L’augmentation de la
répulsion entre les billes favorise donc I’émergence de domaines de grande taille. Ceci est
cohérent avec les observations de Grigorenko et al., qui montrent que, dans un réseau
de vortex, I'apparition de domaines bien identifiés est conditionnée a l’existence d’une
interaction de longue portée. Ces auteurs notent également que la forme et le nombre
de domaines dépendent des excédents ou déficit locaux en particules, qui permettent de
produire des frontieres. De tels écarts au rapport de remplissage parfait pouvant étre
absorbés dans notre systeme au niveau des toutes premieres couches pres des bords, nous

n’abordons pas ici cette question plus précisément. Compte-tenu de ces dépendances, le
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Fi1G. 7.6 : Schéma de principe, image réelle et diagramme de Voronoi correspondant représentant
des domaines ordonnés induits par la dégénérescence des configurations PP en f =1 et TP en
f =1/2. Dans les réseaux de vortez, la structure en domaines de la configuration f =1/2 a été
observée par Field et al. [24].

systeme peut présenter plusieurs configurations de quasi-équilibre final, la forme comme la
taille des domaines dépendant également de I'historique de la cristallisation en un réseau
piégé. Du fait de cette multistabilité, les systemes peuvent présenter une dynamique plus
riche qu’en absence de dégénérescence, les frontieres entre domaines étant des lieux ou
les particules sont plus mobiles et peuvent permettre une meilleure adaptation a une
contrainte extérieure. Le chapitre suivant nous permettra de présenter quelques aspects

de la dynamique des particules au niveau de ces frontieres.

La configuration PP pour f = 2 présente également une forte dégénérescence, car en
plus du choix du sous-réseau de pieges qui va étre occupé, le trimere centré sur un piege
du sous-réseau complémentaire peut prendre quatre orientations différentes. Ceci peut
conduire a la création d’un grand nombre de domaines (de I'ordre d’une dizaine dans tout

le systeme), séparés par des frontieres dont la dynamique sera étudiée au chapitre suivant.
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7.2.3 Effets de la température

L’équilibre trouvé a basse température dans les réseaux piégés peut étre remis en cause
lorsque la température s’éleve, et ce bien avant la phase liquide. Globalement, 1’effet prin-
cipal est un effet de dépiégeage semblable a celui obtenu lorsque l'intensité du piégeage
diminue, l'ordre du a l'élasticité du systeme étant conservé. Ainsi, un diagramme de
phases TP/PP/Liquide avec pour parametres la température et l'intensité du piégeage a
été établi numériquement par Reichhardt et al. [164] pour des vortex dans le cas f = 1.
D’apres leurs résultats, en-deca d’'une certaine intensité de piégeage, I'augmentation de
la température du systeme en configuration TP se traduit d’abord par 'apparition de la
configuration PP avant la fusion. Ce résultat semble assez général quel que soit le rapport
de remplissage [165]. Lorsque l'intensité du piégeage est forte, le dépiégeage a lieu a une
température telle que 'ordre induit par ’élasticité est également brisé. Si 'intensité du
piégeage est plus faible, une ”phase flottante” toujours ordonnée peut exister avant que le
systéme n’entre dans la phase liquide. On voit donc que les deux types d’interaction (in-
teraction entre particules et forces de piégeage) tendant a instaurer I'ordre dans le systeme
ne sont pas égales devant ’agitation thermique. Cette derniere agit individuellement sur
les particules et contrebalance plus facilement l'interaction de piégeage, qui comme elle
peut étre vue essentiellement comme une force agissant indépendamment sur chaque par-
ticule, que les forces de cohésion élastique, qui relevent d’un effet collectif. Ceci illustre
une nouvelle fois le subtil équilibre qui se fait entre les forces élastiques et les forces de
piégeage : si ce sont ces dernieres qui imposent les positions des particules, c¢’est bien la
cohésion élastique qui permet d’obtenir une configuration ordonnée a partir des motifs
"proposés” par le réseau de pieges.

Expérimentalement, nous n’observons pas clairement de phase PP dépiégée par agi-
tation thermique pour f = 1 (et encore moins pour f = 1/2, ou les liaisons sont faibles
et 'ordre est principalement assuré par le piégeage) : si la coordinence est globalement
augmentée, la dégénérescence de la structure PP joue visiblement un role important a
cette température, car nous observons de nombreux petits domaines. Si 'on ajoute a cela
I’augmentation de I'excursion individuelle de chaque particule, nous pouvons expliquer
ainsi les difficultés a observer une phase PP nette.

A basse température et dans les mémes conditions que celles permettant d’obtenir une
phase TP pour f = 1, nous observons déja une phase PP pour f = 2. Nous pouvons donc
nous attendre a ce qu’il soit plus aisé d’obtenir un cristal flottant. C’est effectivement le
cas, pour une température de I'ordre de 13.10"K un cristal flottant tel que celui obtenu
pour 7y tres faible et calé sur les bords du cadre de confinement est obtenu pour 7y situé
entre 0,11 et 0,30, alors que pour ces valeurs et pour une température de 'ordre de 5.10%
K la structure PP est clairement établie.

Lorsque le systeme se présente sous la forme d’un cristal flottant, les outils descriptifs

utilisés jusqu’a présent ne suffisent plus pour le distinguer du cristal non perturbé. La
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mesure des écarts au cristal parfait nécessite 'utilisation des parametres d’ordre orienta-
tionnel et translationnel, qui sont les outils de base dans I’étude des réseaux faiblement
piégés. Nous donnons un apercu de l'utilisation de telles mesures en conclusion de notre

travail 11

7.3 Configurations d’équilibre et profils des pieges

Comme nous 'avons vu au chapitre précédent, la description complete des pieges ne
peut étre obtenue simplement en mesurant 1’excursion d’'une particule seule.

Parallelement, nous venons de voir que méme dans des cas simples de remplissage
1 ou 2, différentes configurations d’équilibre peuvent étre favorisées selon la valeur de
'intensité relative du piégeage &,/&y, proportionnelle a 1. Un autre parametre influant
sur les configurations, non discuté dans la section précédente, est la forme et la portée des
pieges : intuitivement, nous pouvons concevoir que 1’élargissement du bassin attracteur
d’un piege permet d’attirer plusieurs particules et d’obtenir des configurations telles que
le cristal de trimeres observé dans les systemes colloidaux [155] ou la configuration PP
de notre systeme pour f = 2. En effet, si le bassin n’est pas assez large, les particules
doivent énormément se rapprocher du centre du piege pour ”profiter” d’un abaissement
de leur énergie, mais alors la répulsion entre particules empéche la présence de plus d'une
d’entres elles aux abord du piege : une configuration TP est alors préférable.

Aussi, le fait que nous observons toujours la configuration PP pour f = 2, et
I’observation d’une transition entre les configurations TP et PP pour f = 1 selon
les valeurs de my suggere que le bassin attracteur des pieges est large, ainsi que le
laissait présager le profil de &,(r) esquissé au chapitre précédent. L’analyse de ces
configurations doit donc nous permettre d'une part d’évaluer les valeurs possibles de la
largeur de nos puits, et d’autre part d’estimer la relation de correspondance entre 7y, le

parametre de controle de I'intensité relative du piégeage, et le rapport des intensités &£,/&p.

Une telle évaluation suppose toutefois de faire une hypothese sur la fonction décrivant
le potentiel. Du fait de la présence des deux électrodes horizontales, nous avons vu lorsque

nous avons déterminé l'interaction entre les billes qu’il apparait nécessairement une gran-

Une autre maniere, plus indirecte, de mesurer les écarts & un cristal non perturbé, et ainsi de se
convaincre que 'effet des pieges n’est pas nul, est de s’intéresser au processus de cristallisation & partir
d’une phase désordonnée tel que présenté au chapitre 4. Nous avons constaté en effet que la vitesse d’ef-
fondrement du domaine interne désorienté diminue lorsque 7y augmente : le déplacement des dislocations
formant l'interface entre les deux domaines est rendu plus difficile par le piégeage. Si l’on considere ’objet
1D que constitue I'interface, une telle dynamique rentre dans la catégorie des problémes de piégeage de
lignes élastiques, connexe a la problématique du piégeage de réseaux. Les questions de I'avancée d'une in-
terface liquide-air sur un substrat désordonné [166], ou d’une paroi entre deux domaines ferromagnétiques

dans un cristal non parfait [167], appartiennent & cette problématique.
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deur caractéristique dans la résolution des problemes électrostatiques basés sur ce dispo-
sitif. Une hypothese raisonnable est donc de considérer que les énergies potentielles de
piégeage deviennent négligeables au dela d’une certaine longueur. Dans la référence [151],
Pogosov et al. utilisent deux tels profils de potentiel pour établir le diagramme de phase
pour f = 1 entre les configurations TP, PP, et le cristal flottant. Les profils gaussiens et

paraboliques tronqués utilisés sont définis respectivement par :

Er) = —&pexp[—1?/(20%)] (7.1)
€pt(7~) _ —gop [1 — 7‘2/0'2} :1117;); o ‘ (72)

Dans les deux cas, les deux parametres de controles sont l'intensité &£, et la portée o,

qui sont indépendants.

Connaissant 'interaction interbilles et la distance entre les pieges, nous pouvons établir
les domaines d’existence des configurations PP et TP pour f = 1 et f = 2 a partir de
ces deux modeles de profils'?, en fonction des deux parametres &, et 0. Ces domaines
sont déterminés en calculant I’énergie totale par unité de surface du systeme, prenant en
compte 'interaction de toutes les billes avec tous les pieges et de toutes les billes entre
elles. Les deux interactions étant négligeables au dela d’une certaine distance, cette énergie
se calcule aisément en tronquant la sommation sur les paires a un rang suffisant.

Pour le cas f = 1, nous avons calculé 1’énergie par unité de surface £s de toutes
les configurations intermédiaires entre la configuration TP (que l'on peut voir comme
la configuration PP avec a = 0) et la configuration PP avec o = 0,5. Pour chaque
couple (o, &,), le tracé de la fonction Eg(a) permet de déterminer les configurations stables
puis parmi elles celle d’énergie minimale. Nous obtenons ainsi, dans l'espace (o, ¢&,), le
diagramme d’existence de chaque configuration.

Plus précisément, pour les deux potentiels de piégeage &, et &, la fonction Eg(a)
présente un unique minimum dans Uintervalle [0;0,5], quelle que soit la valeur du couple
(0,€,) 3. Pour une valeur de o pas trop élevée (voir ultérieurement le diagramme de
phase complet), la position de ce minimum reste en 0 pour toute valeur suffisamment
¢élevée de &, puis se déplace contintiment de 0 a 0,5 lorsque &, diminue, et est de nouveau
constamment en 0,5 quand &, acheve sa décroissance vers 0. Toutefois, la transition entre
les deux valeurs extrémes de « est tres différente selon le modele de pieges : dans le modele

parabolique, &, varie d'un facteur 10 le long de cette transition, alors que dans le modele

12Nous avons donc supposé, en premiere approximation, que le profil de nos pieges est isotrope.
13Ceci est un résultat fort : il signifie en particulier que dans les conditions oll une configuration PP est

privilégiée, la configuration TP ne correspond méme pas a un minimum local d’énergie. On peut ici de
nouveau invoquer le fait que le cisaillement est relativement aisé dans un réseau carré : seul un piégeage

suffisamment fort peut I’éviter.
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gaussien la transition est quasiment discontinue ' : la variation de £, ne dépasse pas 1%
entre sa plus petite valeur pour laquelle a vaut 0 et sa plus grande valeur pour laquelle a
vaut 0,5. Comme nous observons clairement une phase PP avec o de l'ordre de 0,4, et ce
pour plusieurs valeurs de 7y, nous pouvons supposer a ce stade que la description par un
potentiel parabolique tronqué convient mieux pour notre dispositif de pieges.

Pour le cas f = 2, nous avons également calculé le profil de €5 pour toutes les
configurations intermédiaires entre la configuration TP et la configuration PP lorsque les
billes ayant changé de position se déplacent rectilignement entre leurs positions initiales
et finales, comme indiqué par les fleches sur la figure 7.5. Pour les deux profils proposés
et pour toute valeur de (0, &,), la fonction Eg présente deux minima de position fixe, qui
correspondent bien a la configuration TP théorique et a la configuration PP observée.
En revanche, les hauteurs de ces deux minima varient avec les valeurs de (o,&,) et
déterminent la configuration qui est favorisée. La transition entre les deux configurations

est donc discontinue '°.

A partir des déterminations des minima de &g, nous pouvons donc déterminer les
lignes de transition et le diagramme des configurations favorisées dans 'espace (o, &,).
Les diagrammes de phase entre les configuration TP et PP (o = 0,5) ainsi obtenus sont
présentés sur la figure 7.7. Signalons que ne présenter que les configurations TP et PP(a =
0, 5) est correct pour le modele gaussien, vu que les autres configurations ne sont quasiment
jamais favorisées. En revanche, dans le cas du modele parabolique, la transition entre ces
deux configurations est continue et la ligne de transition est en fait une ligne épaisse a
I'intérieur de laquelle les configurations privilégiées sont les configurations PP(a # 0, 5).
Pour des raisons de lisibilité, nous ne présentons ici que la ligne ”centrale” de la zone
de transition, correspondant a la ligne d’existence de la configuration PP(a = 0, 33), qui
est observée dans notre systeme lorsqu’on est proche de la transition, et sur laquelle les
énergies des configurations TP et PP(a = 0,5) sont égales.

Les lignes de changement de phase ont le méme comportement général pour les deux
rapports de remplissage et pour les deux profils de pieges, identique a celui déterminé

par Pogosov et al.'%. Pour de faibles valeurs de o, la ligne de transition est quasiment

4 Cette remarque avait déja été faite par Pogosov et al., qui ne relevent pas, en revanche, la continuité

de la transition dans le cas d’un piégeage parabolique.
5] est manifeste que ’étude proposée ici n’est que partielle puisque nous ne nous focalisons que sur

une infime partie des configurations possibles, a l'inverse du cas f = 1 pour lequel les configurations
”raisonnables” sont moins nombreuses. La discussion menée ici n’a de sens que parce qu’elle se base sur
les observations réalisées et n’a donc pas vocation a établir le diagramme de phase théorique complet,

comme cela pourrait étre fait numériquement.
6Nous ne pouvons pas, toutefois, comparer les valeurs numériques car leur calcul a été mené avec un

pas entre pieges dg = A alors que nous avons ici dg ~ 3,5\. Signalons par ailleurs que nous n’avons
pas fait figurer le domaine d’existence du cristal flottant, situé a l'intérieur du domaine d’existence de la

configuration PP, pour les petites valeurs de l'intensité de piégeage.

147



CHAPITRE 7. CONFIGURATIONS D’EQUILIBRE DANS UN RESEAU PERIODIQUE DE PIEGES

(a) 1.5x10? ———T—— 1 (b) 5
TP|PP TP:PP |
4 4
—f=1
1L0x10% e f=2 4
3k -
uf” W
Luu LIJ& 2 -
5.0x10° - E
1 -
00 | 4 of 4
1 n n n n 1 n n n n 1 n n n n 1
0.5 1.0 15 2.0

o/

Fia. 7.7 : Diagrammes de phase des configurations TP et PP pour les systemes f =1 et f =2,
en fonction de Uintensité relative de piégeage £,/& et de la porté o d’un piége mesurée en unité
de \. (a) : profil de piége parabolique tronqué ; (b) profil de piége gaussien : la zone grisée désigne
la zone effectivement accessible en modifiant ny. Elle est limitée supérieurement par la courbe
grise en pointillés, obtenue en multipliant par 4 l'intensité le long de la courbe de changement

de phase pour f = 1.

horizontale (mais située & une hauteur non nulle) : 'existence de la phase PP ou de la
phase TP est surtout controlée par l'intensité du piégeage. Puis, lorsque o augmente
le comportement de la ligne se modifie radicalement pour finalement croitre fortement
et quasiment admettre une asymptote verticale dans le cas f = 2. Ce diagramme se
comprend aisément : lorsque la largeur du piege augmente, il est plus facile pour une bille
de s’éloigner du centre du piege (pour minimiser ’énergie élastique de déformation) tout
en restant dans son bassin et donc ne pas payer un cotuit trop élevé en énergie de piégeage.
Si on veut néanmoins favoriser la configuration TP, il faut donc augmenter l'intensité
du piégeage pour élever ce cout. Pour f = 2 le raisonnement est plus subtil puisque I'on
doit raisonner en faisant intervenir plusieurs billes : le cout payé par la bille quittant
le piege pour permettre le passage en configuration PP est compensé par les billes s’en
approchant. Des lors que le piege est suffisamment étendu pour contenir ces trois billes,
la composante de 1’énergie associée au piégeage reste donc quasiment identique entre les
deux configurations, et ce pour toute intensité. La configuration choisie est alors celle
permettant de minimiser 1’énergie élastique, a savoir la configuration PP, quelle que soit

I'intensité du piégeage.

Ces diagrammes théoriques établis, nous pouvons les exploiter pour déterminer le
modele de piege qui convient le mieux pour décrire notre systeme puis évaluer ses pa-

rametres caractéristiques. Rappelons tout d’abord que les parametres &, et o ont ici
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deux roles dissymétriques. En effet, o est une constante inconnue liée aux caractéristiques
géométriques du systeme, tandis que &, varie dans les expériences présentées dans la sec-
tion 7.2. £, peut donc aller de 0 a une valeur maximale imposée par le fait que 7y est
borné.

Il faut alors noter une différence fondamentale entre les deux diagrammes présentés
sur la figure 7.7 : les positions relatives des lignes de changement de phase pour f = 1
et f = 2 sont inversées. Or, pour toutes les valeurs de 7y accessibles et notamment
celle permettant la transition entre les configurations PP et TP pour f = 1, nous
n’observons pas de configuration TP avec f = 2, mais bien la configuration PP. Cette
observation permet donc d’exclure le modele parabolique et de privilégier le modele
gaussien. Si celui-ci ne permet pas de rendre parfaitement compte de notre observation
d’une configuration PP avec o ~ 0, 4, il prévoit tout de méme une transition discontinue,
qui est ce que nous observons & partir de la configuration PP (o ~ 0,3), qui transite

directement vers la configuration TP.

Nous nous focalisons désormais sur le diagramme de phase correspondant a un piégeage
gaussien. Nous pouvons alors affirmer que dans ce modele et puisque nous n’observons
jamais la configuration TP pour f = 2, la ligne de transition PP-TP pour f = 1 ne
peut se trouver dans le domaine d’existence de cette configuration, et donc la portée o
de nos pieges est supérieure a 1,7\, abscisse du point ou les deux lignes de changement
de phase se croisent. Nous pouvons méme étre plus précis puisque non seulement nous
n’observons pas de configuration TP a f = 2 au niveau de la transition PP-TP pour
f =1, any ~ 0,15, mais cette observation demeure également pour une valeur de ny
4 fois plus grande (ny ~ 0,6, soit AV = 400 V, Vo = 600 V). Si on considere la ligne
définie par la fonction 4€,(0), £,(o) définissant la ligne de changement de phase pour
f =1, les valeurs de ¢ possibles pour notre systeme sont donc celles pour lesquelles cette
ligne est dans le domaine d’existence de la configuration PP pour f = 2. Par conséquent,
nous avons o > 1,9\. Par ailleurs, le fait que nous puissions observer, pour f = 1, la
configuration TP, implique que o est inférieur a la valeur marquant 1’asymptote verticale
de la ligne f = 1, soit donc o < 2,7\ 17,

Ainsi, a partir de 'observation des configurations observées pour f =1 et f = 2, nous
pouvons estimer que le profil des pieges est mieux décrit par un profil gaussien que par un
profil parabolique tronqué. Dans ce modele, la portée o des pieges tels que nous les avons
construits est comprise entre 1,9\ et 2,7\, soit entre 0,9 mm et 1,3 mm. Elle est donc
plus grande que la taille des motifs définis sur 1’électrode et comparable a la distance entre

pieges que nous avons utilisée jusqu’a présent. La zone grisée délimitée sur la figure 7.7(b)

170n aurait pu espérer que le calcul de la ligne de changement de phase pour f = 1/2 fournisse une borne
supérieure plus précise pour o, du fait que nous n’observons jamais la configuration PP. Malheureusement,

cette ligne est parallele a la ligne pour f =1, et est située a sa droite.

149



CHAPITRE 7. CONFIGURATIONS D’EQUILIBRE DANS UN RESEAU PERIODIQUE DE PIEGES

définit pour résumer les valeurs de l'intensité relative accessibles, 'intervalle dépendant
de la valeur réelle de o. Par ailleurs, la ligne de changement de phase pour f = 1, décrite

pour ny = 0,15, permet de connaitre la relation de proportionnalité entre ny et £,/&.

7.4 Conclusion

Outre les informations précises obtenues dans les lignes précédentes sur la nature de
I'interaction entre les billes et les pieges, les conclusions des résultats présentés dans ce
chapitre se situent a deux niveaux.

D’une part, nous avons montré que notre dispositif permet de reproduire les différentes
configurations d’équilibre totalement ou partiellement piégées prévues dans la littérature.
Nous avons également mis en évidence a cette occasion une configuration partiellement
piégée pour le rapport de remplissage f = 2 permettant de mettre en valeur un équilibre
subtil entre trois particules en interaction répulsive attirées par un méme piege. La pos-
sibilité de varier facilement l'intensité de piégeage permet de décrire ces différentes confi-
gurations. En modifiant la taille des pieges ou le pas du réseau, il serait possible de les
obtenir dans d’autres conditions, ou d’obtenir celles que nous n’avons pu observer ici, telle

la configuration TP pour f = 2 et la configuration PP pour f =1/2.

Le fait de ne pas pouvoir observer fo2 CF PP o TP
cette derniere illustre le fait que quand les 0,11 ~4
particules sont trop distantes, la cohésion f=1 S, PP 1
¢lastique n’est pas assez forte pour permettre Py CFO’?éiphasél OT’E)

I’émergence d’une autre configuration qu’une 0,05 011
configuration totalement piégée, et un état bi- nv

phasé contenant des domaines en phase hexa-
gonale flottante (CF) et d’autres en phase TP est préféré. Le schéma ci-contre récapitule
les différentes configurations observées en fonction de 7y .

Nous avons également observé, dans le cas des configurations dégénérées, des domaines

dont la taille dépend de l'interaction entre les particules.

Par ailleurs, I'observation des configurations d’équilibre dans les cas simples f = 1/2,
1 et 2 nous a permis d’acquérir indirectement une connaissance plus précise du profil de
nos pieges, qui ne peut pas étre déterminée analytiquement. La donnée de leur portée, la
mesure de leur capacité a attirer plusieurs particules, sont autant de données importantes
dans l'optique d’utiliser notre dispositif pour une étude de piégeage faible. Par exemple,
dans le cas f = 1/2, le réseau de pieges choisi nous a permis de constater que lorsque les
constantes élastiques du réseau sont faibles (a cause de 1’éloignement des particules), un

piégeage d’intensité méme faible permet de distordre compléetement le réseau et de créer
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un grand nombre de défauts . Il est donc certain que pour pouvoir nous placer dans une
situation de piégeage faible la densité en billes doit étre plutot proche de celle utilisée
pour les cas f =1et f =2.

Les cas f = 1/2 et f = 2 nous procurent également une grille de lecture utile pour
I’étude des réseaux de pieges aléatoires d’intensité plus ou moins forte. Dans tous les cas,
et particulierement si cette intensité n’est pas trop forte, de nombreuses particules se
retrouveront nécessairement hors-pieges comme dans le cas f = 2. Mais il peut aussi se
produire le cas, rencontré avec le rapport f = 1/2, ot une particule peut avoir le choix de
plusieurs pieges dans son voisinage. En ce sens, les systemes f = 1/2 et f = 2 peuvent donc
étre considérés comme deux systemes modeles relativement simples permettant d’isoler

certains comportements génériques.

8Notons que dans les configurations TP pour f = 1/2 ou 1, la coordinence est 4 alors que dans les
configurations PP, elle est 6 : la modification du réseau s’apparente donc plus a une légere déformation

du cristal non perturbé.
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Chapitre 8

Dynamiques des particules dans un

réseau périodique de pieges
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8.1

L’étude des questions qui se posent au niveau de la dynamique des réseaux piégés

Introduction

présente pour nous un double intérét.

En premier lieu, rappelons que si les configurations d’équilibre des vortex dans les
réseaux de pieges rencontrent un vif intérét, c’est surtout parce qu’elles sont le point
de départ & une compréhension de la dynamique de ces vortex dans les réseaux!, et
des variations du courant critique associé au piégeage?. L’augmentation du courant

dans le matériau se traduit par 'augmentation de la force agissant sur I’ensemble du

'Ou bien de la rentrée de nouveaux vortex dans le systeme lorsque le champ magnétique aug-

mente [168].

2Notamment, il est établi que le courant critique est plus important pour des rapports de remplissage

rationnels, pour lesquels les configurations sont donc mieux ancrées.
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réseau de vortex. On distingue alors généralement trois phases successives, que 1’on peut
retrouver, bien entendu, dans d’autres systemes connexes, mais aussi dans le cas d'un
piégeage aléatoire : une phase statique, une phase de courant plastique caractérisée par
le dépiégeage et le mouvement de portions du cristal alors que d’autres restent fixes, puis
une phase de déplacement collectif uniforme?. La maniere dont se déplacent les particules
dans ces différentes phases conditionne le comportement des grandeurs macroscopiques,

mais reste encore mal connue en dehors de la phénoménologie des mouvements collectifs.

Si nous pensons qu’a terme I’étude du déplacement des billes dans un paysage de
piéges pourra étre menée et apporter des informations directes sur ces déplacements, nous
pouvons des a présent établir quelques principes directeurs en exploitant les possibilités
actuelles du dispositif.

Il est donc temps ici de préciser ce que nous entendons par le terme ”dynamique”

dans le titre de ce chapitre. Nous abordons en réalité ici trois types de dynamique.

Le déplacement d’un réseau tel que celui d'un réseau de vortex soumis a une force
de dépiégegage, méme sous température nulle, font intervenir des situations d’instabilité,
que nous pouvons aborder sous deux angles.

D’une part, méme en ’absence de force de dépiégeage, nous pouvons aborder la ques-
tion du déplacement de la totalité du réseau en étudiant la maniere dont le réseau atteint
sa position d’équilibre & partir d’une position instable donnée et controlée (section 8.2).
La propension du systeme a favoriser des déplacements collectifs corrélés plutot que des
mouvements individuels indépendants peut ainsi étre estimée.

D’autre part, en dehors du cas idéal du cristal parfaitement piégé et donc parfaite-
ment ordonné, nous rencontrons bien évidemment de nombreuses situations dans lesquelles
quelques billes se retrouvent en dehors des centres de piégeage, soit parce qu’elles sont
excédentaires, soit du fait de 'absence d’une voisine leur donnant la possibilité de ” choisir”
entre deux positions. Cette deuxieme question associée a la dynamique d’une particule due
a son instabilité positionnelle est d’importance lorsqu’on s’intéresse au déplacement d’un
réseau entier. A moins que ce déplacement se fasse de maniere parfaitement coordonnée
et d’'un seul bloc, 'arrivée d’une particule ayant quitté son site (que ce soit un piege ou
non) pour un site déja occupé peut étre vu comme un événement ”élémentaire”, dont la
connaissance doit permettre de mieux comprendre la mécanique globale de déplacement,
en particulier de valider ou invalider une hypothese de déplacements individuels par rap-
port a une hypothese de déplacement collectif coordonné. Du point de vue expérimental,
les frontieres délimitant les domaines dus a la dégénérescence d’une configuration de billes
fournissent des situations intéressantes pour une telle étude. A la section 8.3, nous nous

focalisons ainsi sur les mouvements dans les frontieres des domaines de la configuration

3Voir par exemple [169] (pour f > 1) et [153,170] (pour f < 1) et références citées.
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PP pour f = 2, qui offre 'intérét de présenter a la fois des particules piégées et des
particules intersticielles méme si tous les pieges sont occupés.

Une troisieme question est bien entendu la dynamique engendrée par ’augmentation
de la température autour d’une position d’équilibre, ou encore d’une position instable
telle que celles présentées ci-dessus. Notamment, la question de la fusion a été abordée
numériquement dans des réseaux de vortex [164,165] ou de particules colloidales [171].
Pour notre part, la question de la fusion n’étant pas centrale dans notre travail, aussi dans
ce qui suit nous n’évoquons les résultats afférents aux mouvements thermiquement activés
que pour des températures basses, quand les effets thermique permettent essentiellement

d’explorer le paysage énergétique environnant les particules.

Par ailleurs, les comportements collectifs et individuels que nous pouvons mettre
en valeur sont autant d’informations permettant d’analyser nos résultats lorsque les
manifestations du piégeage seront plus subtiles. De méme, il est important d’estimer
les temps de mise a ’équilibre des réseaux afin de distinguer ensuite ce qui releve du

désordre du systeme a 1’équilibre ou de 'absence d’équilibre.

Pour quantifier ces différentes dynamiques, nous pouvons visualiser les trajectoires
des particules, mais aussi considérer les champs de déplacement entre un état initial et la

configuration d’équilibre, ainsi que I’évolution des coordinences entre ces deux états.

8.2 Evolution vers la configuration piégée

Afin de recueillir des informations sur les mécanismes de déplacement des réseaux sans
avoir a appliquer une force dépiégeante, nous considérons le processus de mise a 1’équilibre
d’un tel réseau a partir d'une configuration ordonnée mais non stable bien connue, plutot
qu’a partir d’une phase liquide.

La méthode adoptée est la suivante : nous préparons le réseau dans une phase ordonnée,
en l'occurrence le cristal hexagonal ou le cristal carré fourni par la configuration TP de f =
1. La température est ensuite portée a 0, puis les potentiels V; et V5 sont réglés de fagon a
obtenir le piégeage souhaité, les billes demeurant néanmoins dans la configuration initiale
grace aux frottements statiques. At = 0, le systeme est porté a la température voulue
et I'acquisition est lancée. En suivant ce processus, nous obtenons des situations initiales
reproductibles et nous controlons la mesure du temps de mise a I’équilibre. Bien entendu,
cette méthode ne prétend pas remplacer une expérience de mise en mouvement d’un réseau
dans le paysage de pieges : a supposer qu'un tel mouvement puisse se décomposer en une
phase de dépiégeage puis d'une phase de repiégeage dans les pieges suivants, nous ne
pouvons ici qu’aborder la deuxieme phase. Toutefois, le fait de passer d’une configuration

ordonnée a une autre permet de comparer efficacement les situations initiales et finales
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Fic. 8.1 : Champs de déplacement entre deux configurations ordonnées, a faible température.

Les fleches de couleurs permettent de distinguer les particules s’étant déplacées dans la méme
direction (I’espace ayant été divisé en quatre quadrants). Les images insérées rappellent ’aspect
et notamment 'orientation du cristal final. Pour la configuration PP (figure (b)), un extrait des

deuz types de domaines est présenté.

avec les meémes outils, et de décrire de la méme maniere le chemin parcouru entre ces deux
états.

La premiere des transitions que nous présentons est la transition entre le cristal de
Wigner non perturbé de symétrie hexagonale et le réseau carré constituant la configuration
TP pour f = 1, & des températures faibles (inférieures a 3.101 K). A partir de ce cas
de base, nous pouvons modifier I'un apres l'autre certains parametres. Ainsi nous avons

modifié I’état final en considérant la transition entre le cristal de Wigner et la configuration
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PP de f = 1. L’étude de la transition entre deux réseaux carrés décalés* permet d’évaluer
I'impact sur les déplacements d'une compatibilité de symétrie entre le réseau initial et le
réseau final. Enfin, nous avons modifié les orientations respectives du cristal de Wigner
initial et du réseau carré initial en considérant la transition vers la configuration TP de
f = 1/2. Changer le nombre de billes est en effet le moyen le plus simple de disposer de
deux orientations différentes du réseau final. En effet, dans le cas f = 1/2, un des axes
principaux du réseau TP final coincide avec I'un des axes du réseau hexagonal, alors que

dans le cas f = 1, les axes du réseau TP ont une désorientation de 15° au minimum °.

8.2.1 Champs de déplacement

Les champs de déplacement entre la configuration initiale et la configuration finale
sont présentés sur la figure 8.1. Remarquons tout d’abord qu’a quelques ajustement pres,
les mouvements de chaque particule restent limités au voisinage proche : elle va aller

occuper un des pieges immédiatement disponibles.

L’analyse de la transition carré — carré (figure 8.1(c)) et Wigner — carré (f = 1/2) (fi-
gure 8.1(d)) est de loin la plus simple : dans les deux cas, nous observons des mouvements
quasiment identiques le long de lignes paralleles, ’alternance entre les différents types de
mouvements se faisant toutes les une a trois lignes. Or, ces lignes paralleles correspondent
a la fois a des axes cristallographiques des configurations initiales comme des configura-
tions finales. Ainsi, nous pouvons conclure que lorsqu’une ligne de billes ayant la bonne
direction existe déja, le systeme choisit de conserver cette ligne et de la déplacer d’un bloc
vers sa position finale. Dans le cas de la transition entre réseaux carrés, la symétrie est
la méme et le mouvement consiste simplement en un déplacement d’une demi-diagonale
de carré. Le cas Wigner — carré (f = 1/2) est encore plus instructif, car le systéme
doit changer de symétrie : nous voyons qu’il choisit de cisailler le long des lignes déja
bien orientées. Ce résultat est semblable au comportement observé lors de la relaxation
d’un réseau carré vers une réseau hexagonal, présenté a la section 4.3.2 : le cisaille-

ment coordonné le long de lignes déja formées est un mouvement facile a mettre en ceuvre.

Lorsque les orientations du cristal initial ne correspondent pas aux orientations fi-
nales, la structure du champ de déplacement est plus complexe, comme nous pouvons le
voir dans le cas Wigner — carré (f = 1) (figure 8.1(a)). Elle consiste en une répétition
réguliere de domaines statiques de 4 a 9 particules environ en forme de parallélogrammes

autour desquels une circulation plus importante peut étre observée. Le long d'un coté

4Ceci est obtenu en inversant les potentiels Vi et V5 : les sites d’un des réseaux correspondent au

centre des carrés élémentaires définis par les sites de 'autre.
SVoir la figure 6.5. Le réseau f = 1/2 est obtenu en considérant le réseau f = 1 ol 'on a 6té une bille

sur deux : il est donc tournée de 45° par rapport a ce dernier.
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d’un domaine, la circulation se fait dans une méme direction. Une analyse précise des
bords des domaines montre qu’en moyenne, chacun a une orientation intermédiaire entre
celle d'un axe du réseau carré final et I'axe du réseau hexagonal initial le plus proche®.
Une analyse géométrique des deux réseaux montre que cette structure correspond a un
choix de déplacement des billes vers le piege le plus proche. Nous avons superposé sur la

figure 8.2 le réseau hexagonal initial avec le réseau de pieges imposant 1’état final.

F1a. 8.2 : Superposition d’un réseau hexagonal de billes (dont
un aze principal est horizontal) et d’un réseau carré (dont
un axe principal fait un angle de 15° par rapport a l’hori-
zontale). Les billes sont représentées par une cellule deuz
fois plus petite que leur cellule de Voronoi, correspondant
a une zone d’exploration moyenne a température finie en
dessous de la température de fusion. Les zones blanches cor-
respondent a l'intersection entre ces cellules et un piege du
réseau carré. BElles définissent un réseau de zones compre-

nant une petite dizaine de billes, séparées par des lignes

ayant une orientation intermédiaire entre les lignes prin-

cipales du réseau carré et celles du réseau hexagonal.

Ce schéma permet de constater que les domaines peu mobiles correspondent en effet
a des billes situées non loin des pieges, et que les zones de circulation entre les domaines,
qui ont bien l'orientation constatée expérimentalement, sont dues a des billes éloignées
de ces pieges. La structure du champ observée est donc d’origine purement géométrique,
avec une nouvelle fois une préservation des lignes a ’orientation proche des orientations
finales, au niveau desquelles I'ajustement a la nouvelle symétrie se fait.

Enfin, dans le cas de la transition Wigner — configuration PP (f = 1) (figure 8.1(b)),
la dynamique est tout autre. Signalons toutefois que, les déplacements étant souvent peu
marqués, le code couleur les catégorisant peut induire des idées fausses, notamment celle
d’un déplacement par petits blocs. Il semble plutot que le champ de déplacements soit
constitué de plusieurs vortex autour d’une position fixe”. Notons que les symétries des
réseaux initial et final sont tres proches, et qu’en revanche les axes cristallographiques
sont différents, a la différence de la transition carré— carré : ainsi le mouvement de
rotation permet de corriger l'orientation tout en gardant la structure hexagonale tout le

long du processus.

6Les angles des parallélogrammes font alors en moyenne 75° et 105°.
"Rappelons que Iétat final est dégénéré, ce qui complexifie la dynamique vers la position de quasi

équilibre.
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En conclusion, le point commun se dégageant de toutes ces observations est que les
structures compatibles entre les deux configurations sont conservées, et I'ajustement se

fait par translation ou rotation locale selon ce qui est nécessaire. Le systeme ne passe pas,

8

par exemple, par une phase désordonnée a partir de laquelle la réorganisation s’opere ®,

ce qui correspondrait a un comportement décorrélé des particules.

8.2.2 Evolution temporelle des coordinences

Afin de préciser les temps caractéristiques des mécanismes d’ajustement, et mesurer
en particulier les temps de mise a I’équilibre, nous nous intéressons dans cette section a
I’évolution des coordinences des sites au cours du temps.

L’étude des transitions Wigner — PP ou TP (f = 1) permet de considérer deux cas

se distinguant par la modification ou non de la symétrie finale par rapport a la symétrie

initiale.
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FIG. 8.3 : Evolution dans le temps de la proportion de sites de coordinence donnée N; au cours de
la transition Wigner— (f = 1) pour différentes valeurs de ny. T = 3.10' K. (a) : coordinences
4 et 6; (b) : coordinence 5 (dislocations).

Ordre général du systeme

Les évolutions de la proportion de sites de coordinence 4, 5 ou 6 au cours de la
transition sont présentées sur la figure 8.3 en fonction du temps et pour différentes valeurs
de ny. Rappelons que le changement de phase entre les configurations PP et TP a lieu
pour 7y =~ 0, 15. Lorsque 1’état final est la configuration TP, soit celle ayant la symétrie

la plus éloignée de la symétrie initiale, le nombre de site 4 augmente fortement dans un

8En ce cas, le champs de déplacement serait moins régulier.
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premier temps (jusqu’'a 7" = 50 s), puis se stabilise a une valeur constante. Pour des
valeurs de iy plus importantes que celle présentée, choisie car elle correspond a la limite
du changement de phase, le nombre de site 4 final est plus important : le réseau carré est
mieux établi. Les sites 6 résiduels correspondent ici essentiellement a ’ajustement sur les
bords. En revanche, lorsque I’état final est la configuration PP, de symétrie plus compatible
avec la symétrie initiale, le nombre de sites 6 baisse plus lentement vers sa valeur finale*
et reste plus important que le nombre de sites 4, présents a cause de la subsistance de
petites fractions de piégeage fort, ainsi qu’a cause des frontieres entre domaines (voir la
figure 7.6).

Lorsqu’on regarde le nombre de sites 5, identique au nombre de dislocations car il
existe peu de disclinaisons, la différence de comportement entre les deux configurations
est également marquée de part et d’autre de la transition. Dans le cas de la configuration
TP, le nombre de dislocations augmente brusquement jusqu’au temps t = 25 s, puis
diminue lentement jusqu’a sa valeur finale. En revanche, pour la configuration PP, cette
valeur finale, qui est identique et ne dépend pas de 7y, est atteinte directement apres une
croissance lente. Le fait que I’état final ne dépende pas de la tension montre par ailleurs
que les dislocations résiduelles sont en majorité dues a ’ajustement des symétries sur les

bords et aux fluctuations thermiques.

L’analyse de I’évolution dans le cas de I’état final PP est la plus simple : le comporte-
ment observé est cohérent avec I’analyse faite a partir du champ de déplacement ; le cristal
se désoriente progressivement et de maniere cohérente pour obtenir la bonne orientation
finale. Ces rotations peuvent engendrer ponctuellement ’apparition de dislocations, qui
demeurent néanmoins négligeables en nombre par rapport aux dislocations résiduelles

finales.

L’analyse des évolutions pour la configuration TP a fait apparaitre deux temps ca-
ractéristiques : la croissance du nombre de dislocations se poursuit jusqu’a t = 25 s, alors
que I’état final pour les sites 4 n’est atteint qu’apres 50 s. At=25 s, le nombre de sites
4 n’est qu’aux 2/3 de sa valeur finale, et ce quel que soit 1y, ce qui laisse supposer que
la raison est d’ordre géométrique. L’analyse des champs de déplacements entre ¢ = 0 s
et t = 25 s puis apres t = 25 s permet de mettre en valeur les deux mécanismes que ces
deux temps suggerent, ce que la simple considération des champs de déplacement de la
figure 8.1(a) ne permet pas de faire. Ces champs sont présentés sur la figure 8.4.

Le champs de déplacement de la premieére phase ressemble fortement au champs
de déplacement d’ensemble, en plus homogene. On y reconnailt la structure en pa-
rallélogrammes suggérée par la superposition des réseaux hexagonal et carré. Le dia-

gramme de Voronol de I’état final fait apparaitre des domaines ayant la symétrie d’ordre

9Rappelons que dans la configuration PP parfaite, la coordinence des sites est 6.
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Mouvements individuels

Si les réorganisations de billes hors sites a la fin de la premiere phase (t = 25s)
contribuent pour 1/3 au nombre de sites présentant une coordinence 4 dans ’état final,
ils ne mettent pas en jeu un grand nombre de particules. En effet, si 'on considere la
distribution des temps mis par chaque bille pour arriver dans son site final (figure 8.5),
on constate que le temps moyen est de 'ordre de 10 s : la plupart des billes sont donc en

site lorsque le nombre de sites 4 n’est qu’au tiers de sa valeur finale.
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Ainsi, les temps caractéristiques individuels sont inférieurs aux temps caractéristiques
de l'ensemble du cristal : un faible nombre de particules hors sites suffit a altérer

considérablement 1’ordre dans le systeme.

On peut voir également une différence dans les deux distributions, a savoir que
dans le cas de la configuration TP, le maximum n’est pas en 0. On peut interpréter
la distribution pour la configuration PP par le fait que le mouvement a réaliser étant
essentiellement une rotation du cristal, la distribution des distances entre les positions
initiales et les positions finales est uniforme, et donc la distribution est une loi de Poisson
similaire a la distribution de probabilité d’arrivée d'une bille seule dans un piege. Dans le
cas de la configuration TP, le scénario en deux temps nous a suggéré un mécanisme plus
complexe, et I'on peut interpréter la distribution au maximum décalé comme une marque
de I'importance des mouvements collectifs coordonnés, plus lents mais impliquant d'un

seul coup plus de particules.

Enfin, signalons que les temps de mise a 1’équilibre sont bien entendus réduits par
une (raisonnable) augmentation de la température, qui a également pour effet de faire
augmenter le nombre de sites 4 dans la configuration TP, et le nombre de sites 6 dans la

configuration PP, les dislocations étant plus facilement évacuées.
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8.2.3 Résorption des domaines

Lorsque les configurations sont dégénérées, une troisieme phase beaucoup plus lente
est nécessaire pour résorber les différents domaines créés. Que ce soit pour la configuration
TP pour f = 1/2 ou les configurations PP de f = 1 et 2, aucune des réalisations possibles
de la configuration n’est favorisée par les conditions au bord.

Une brisure dans cette symétrie peut néanmoins se produire et permettre a un des
domaines de croitre au détriment de ses voisins. Généralement, les domaines les plus im-
portants vont imposer leur ordre aux domaines voisins. Du fait de la nécessité de dépiéger
des particules, cette dynamique est extrémement lente. Ainsi, pour la configuration PP
(f = 1) placée dans les conditions de température utilisées dans la figure 8.3 (7' = 3.10"
K), le temps nécessaire pour passer de quelques domaines tels que sur la figure 7.6 a un seul
domaine, est de 'ordre de la demi-heure. Ce temps est encore augmenté, a température
constante, pour la configuration TP de f = 1/2 pour laquelle il n’existe que des billes
piégées. La présence de billes intersticielles, plus mobiles, et qui dans une autre réalisation
de la configuration doivent se retrouver piégées, favorise le processus.

Dans le cas f = 2, la stabilité des domaines est encore plus faible que dans le cas f =1
car les billes intersticielles sont plus nombreuses. La dynamique autour des frontieres de
ces domaines présente des traits caractéristiques que nous présentons dans la section

suivante.

8.3 Dynamique autour d’une position instable

Les frontieres entre des domaines correspondant a différentes réalisations d’une méme
configuration sont des zones ou 1’équilibre des particules qui y sont présentes est instable.
Dans le cas f = 2, cet équilibre est d’autant plus fragile que les trimeres centrés sur un
piege sont le résultat d'un subtil équilibre entre 'attraction du piege et la répulsion des
trois billes.

Du fait de cette instabilité, les mouvements des particules au niveau des frontieres
et a faible température different fortement du mouvement observé dans un domaine ho-
mogene, donc dans un équilibre stable, quand la température augmente. Nous étudions

ici successivement ces deux cas de figure.

8.3.1 Dynamique en frontiere de domaines

Comme nous 'avons déja évoqué, la dégénérescence de la configuration PP pour f = 2
est d’ordre 8, puisqu’a chaque position possible du sous-réseau de pieges contenant les
billes correspond quatre orientations possibles du trimere. Au niveau d’une frontiere entre
deux domaines, il existe nécessairement des billes en position instable. Les possibilités

dynamiques de ces billes sont nécessairement modifiées par rapport a un domaine
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Fia. 8.6 : Trajectoires sur 750 s dans trois domaines connexes de la configuration PP pour
f=2, avec ny = 0,33, T = 4,0.10'"" K. Les intersections des lignes rouges repérent le réseau de
pieges. Les cercles verts correspondent a l'un des deux sous-réseaux de pieges pouvant accueillir

les particules piégées.

homogene car la densité y a subi localement des modifications.

La figure 8.6 présente les trajectoires des billes a basse température dans une zone
présentant trois domaines.

Les domaines II et III utilisent le méme sous-réseau de pieges, repéré par les cercles
verts, pour leurs billes totalement piégées, mais les trimeres ont subi une rotation de
180° d’un domaine a 'autre. Au contraire, les trimeres ont la méme orientation entre les

domaines I et II, mais les billes piégées n’occupent pas le méme sous-réseau.

Les trajectoires le long des frontieres des domaines font apparaitre des "yeux” ca-
ractérisés par une bille située dans un piege, a la mobilité identique a celle d'une bille a
I'intérieur d’un domaine, entourée de plusieurs billes fortement mobiles dont les trajec-

toires dessinent un continuum autour de la bille piégée. Les "yeux ” sont légerement étirés
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le long de la direction de la frontiere, mais les trajectoires relient essentiellement un piege
inoccupé & l'autre . Deux mécanismes, liés a la symétrie locale, sont responsables de la
formation de ces structures.

A la frontitre entre les domaines II et III, les pieges occupés étant les mémes, 1'in-
stabilité observée est clairement liée au mouvement des particules intersticielles, dont les
positions de part et d’autre de cette frontiere ne sont pas compatibles : les répulsions entre
ces particules engendrent des mouvements plus importants, dont la direction est controlée
par I'attraction des pieges vacants. Notons que ces mouvements n’ont lieu que sur deux
ou trois couches de pieges, et qu’au dela les domaines ne sont pas affectés; on peut aussi
supposer que la présence de particules piégées empeéche la perturbation de se propager.

Entre les domaines I et II, la frontiere est marquée par une sur-occupation des pieges
afin d’assurer la transition entre les deux modes d’occupation. Ceci engendre I’augmenta-
tion du nombre de particules totalement intersticielles (au sens ou elles ne peuvent méme
pas se rapprocher d’un piege) ne pouvant trouver une position d’équilibre stable puisque
par ailleurs elles sont trop proches des billes piégées pour pouvoir se satisfaire de se placer
entre les deux.

Aussi dans les situations instables caractéristiques des frontieres entre domaines, le
mouvement est marqué par une forte mobilité des billes intersticielles '2, au niveau des-
quelles se fait 'ajustement entre les différentes réalisations de la configuration. Les pieges
vacants servent de ”guides” pour le mouvement de ces particules. Ce controle de la direc-
tion du mouvement par les pieges se retrouve dans le cas des frontieres de domaines de la
configuration PP pour f = 1. Ainsi que le montre la figure 8.7, les mouvements se font
selon 'axe principal d’un des deux domaines.
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Fi1G. 8.7 : Trajectoires sur 200 s des particules
dans deuxr domaines connexes de la configu-
ration PP pour f = 1, avec ny = 0,11,
T =4,0.10" K.
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"' Notons que cette dissymétrie ne peut étre due & la forme rectangulaire des pieges : nous voyons en

effet que le mouvement de la bille piégée est 1égerement étiré dans la direction orthogonale & la frontiere.
12Gignalons toutefois un phénomene inverse, plus rare, en haut de la figure 8.6, qui est une manifestation

claire de l'effet de cage déja évoqué : nous pouvons en effet observer un ”ceil” semblable a ceux décrits
précédemment, a ’exception du fait que la bille centrale n’est pas dans un piege. La forte mobilité des
billes autour de cette bille centrale indique que plusieurs d’entre elles sont attirées par les quatre pieges
alentour, et par effet de répulsion la bille centrale se retrouve piégée dans l’espace intersticiel a quatre

pieges.
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CHAPITRE 8. DYNAMIQUES DES PARTICULES DANS UN RESEAU PERIODIQUE DE PIEGES

8.3.2 Dynamique thermiquement activée

Si maintenant nous considérons un domaine homogene et que nous augmentons la

température, les trajectoires des particules présentent une symétrie différente.
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F1G. 8.8 : Trajectoires sur 750 s des billes dans un domaine homogéne (f =2, ny =0,33).(a) :
T =4,0.10" K; (b) : T =9,1.10"" K.

Ainsi que le résume la figure 8.8, deux différences notables par rapport aux mouve-
ments dans les frontieres de domaines sont a remarquer. D’une part, le mouvement de
toutes les particules, qu’elles soient piégées ou membres d'un trimere, a sensiblement la
méme amplitude, méme si les deux billes du trimere les plus éloignées du piege semblent
légerement plus mobiles. Par ailleurs, le mouvement de chaque particule est anisotrope
et présente une direction préférentielle parallele aux axes du réseau de pieges, alors que

dans le cas des’

'yveux” dus aux instabilités mécaniques, ce mouvement se faisait selon
les diagonales de ce réseau. Le réseau carré sous-jacent se dessine encore plus nettement
lorsque la température augmente : conformément au schéma proposé sur la figure 8.8 des
zones entieres formant un réseau carré restent inexplorées.

Il est a noter que le mouvement privilégié ne correspond pas au chemin vers la confi-
guration TP évoqué sur la figure 7.5. Par rapport au réseau de pieges, on peut remarquer
deux comportements distincts : les particules formant des alignements avec les lignes de
pieges, qui sont celles étant a 1’équilibre les plus proches des pieges, se déplacent le long
de cet axe commun. En revanche, les autres particules intersticielles ont un mouvement
surprenant, non dirigé vers les pieges, mais parallele au vecteur les joignant quand elles
sont voisines.

Le fait que le mouvement de certaines particules ne soit pas directement dirigé vers
les pieges, et que celui de la particule piégée soit d’amplitude comparable aux autres
peut étre interprété comme une conséquence des conditions présidant a ’apparition de
la configuration PP. En effet, cette configuration n’apparait qu’avec des pieges de portée
suffisante (aussi I'espace que peut explorer la particule piégée est-il large) et une force de
répulsion entre particules suffisamment importante pour que le systéme cherche a augmen-
ter les coordinences (et donc U'interaction entre particules peut gouverner le mouvement

de particules suffisamment éloignées des pieges).
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8.4. CONCLUSION

Dans les configurations TP soumises a une activation thermique, telles que celles
étudiées numériquement par Reichhardt et al. [164] et expérimentalement dans des cris-
taux colloidaux par Mangold et al. [157], dans les deux cas pour f = 4, le comportement
est en revanche tout autre : les particules piégées sont en effet peu mobiles, alors que les

particules intersticielles peuvent circuler entre les pieges.

8.4 Conclusion

Les différentes études présentées ont permis de mettre en évidence plusieurs compor-

tements dynamiques généraux des réseaux périodiquement piégés.

D’une part, nous avons déterminé les temps caractéristiques de 1’évolution vers une
configuration d’équilibre, dont le mécanisme dépend fortement de I'ordre préexistant :
les lignes de particules ”bien placées” sont des entités robustes pouvant se déplacer ra-
pidement d’un seul bloc. Plus généralement, le déplacement vers la nouvelle position se
fait par des déplacements collectifs controlés par des facteurs géométriques. Toutefois,
dans un deuxieme temps, les ajustements individuels, méme peu nombreux, sont toujours
nécessaires pour atteindre une configuration finale bien ordonnée. A faible température,
le temps nécessaire pour atteindre cette configuration est de l'ordre de la minute. Il est
diminué lorsque la température augmente. Cette estimation ne tient toutefois pas compte
de 'existence des domaines de configurations dégénérées dont la disparition est tres lente
mais favorisée par la présence de particules intersticielles, plus mobiles et plus a méme de

favoriser le déplacement des particules piégées.

Cette mobilité des particules intersticielles se révele particulierement forte dans les
situations d’instabilité accompagnant les changements locaux de densité en frontiere de
domaines, ce qui révele le role joué par l'ordre local. La direction du mouvement des
intersticielles est alors controlée par les pieges vacants. En revanche, dans une situation
d’équilibre stable, le mouvement thermiquement activé est également fortement controlé
par la répulsion entre particules. De plus, il n’existe dans ce cas quasiment aucune
différence entre particules piégées et particules intersticielles, qui possedent également
toutes une direction de déplacement privilégiée. Ces considérations peuvent servir de

grille de lecture a une étude ultérieure sur le déplacement d’un réseau soumis a une force.

Cette anisotropie dans les configurations PP a été relevée par Pogosov et al. dans
le cas f = 1 [151]. Une anisotropie dans le courant critique y est analysée comme une
conséquence de la difficulté a dépiéger une particule dans une direction plutot que dans
une autre, en raison d’un environnement différent. Les réseaux PP avec f supérieur

a 1 pourraient présenter un intérét similaire. De tels effets peuvent bien entendu étre
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amplifiés par ’emploi de pieges asymétriques ou de tailles variables®®.

IBRécemment, un réseau de symétrie carrée de motif formé de deux types de pieges constitués de trous
de tailles différentes a également été étudié par Silhanek et al. [172]. Le déplacement d’un réseau de vortex
dans un réseau de symétrie rectangulaire a également fait I’objet d’une étude numérique par Reichhardt et

al. [173]. Nous pourrions aisément explorer ces situations a ’aide de notre dispositif.
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Quatriéeme partie

Dynamique des particules et
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Introduction

Les observations menées dans le chapitre précédent ont fait apparaitre I'importance
des contraintes de symétrie dans les réseaux piégés.

Nous avons observé une grande richesse de mécanismes d’adaptation, a la fois dans la
phase transitoire, mais aussi dans la phase stationnaire dans laquelle les billes intersticielles
présentent des mouvements marqués mais locaux, amplifiés parfois par les modifications
locales de densité, donc de symétrie. Les études de Laguna et al. sur un réseau de ka-
gomé [148] ou de Reichhardt et al. [164] sur un réseau carré avec f > 4 ont également
mis en évidence des dynamiques de circulation des particules intersticielles entre les pieges
pouvant étre considérées comme une répétition périodique de motifs localisés. Comprendre
ces mécanismes locaux, qui nous sont facilement accessibles avec notre dispositif macro-
scopique, est un enjeu de taille pour la compréhension globale de ces systemes. Aussi,
isoler le probleme en nous intéressant a des systemes ayant un faible nombre de particules
nous a semblé, de fait, une procédure naturelle.

Dans cette partie, nous présentons deux études menées sur ces systemes a faible nombre
de billes, toutes deux permettant un éclairage sur les dynamiques locales observées dans les
cristaux piégés. Elles permettent notamment de mettre en valeur les effets de la géométrie
locale sur les dynamiques des particules.

Par ailleurs, ces systemes confinés présentent des problématiques propres, que nous
avons notamment déja effleurées dans le premier chapitre, lorsque nous nous sommes

intéressés aux petits systemes confinés circulairement.

Dans le chapitre 9, nous présentons la dynamique d’ilots confinés circulairement pour
différentes températures. Ce probleme, déja largement couvert par de nombreuses études
numériques, a été abordé dans la perspective de mettre en évidence le role des symétries
locales sur le désordre dynamique. Nous montrons que la commensurabilité des périodes
des couronnes de billes influe fortement sur leur dynamique dans une certaine gamme
de températures. Ce role est établi en nous focalisant sur des systemes tres semblables
mais ayant des symétries différentes. Nous présentons en fin de chapitre quelques résultats
obtenus dans un confinement elliptique, quand l'invariance par rotation est brisée.

Dans le chapitre 10, nous abordons les mémes problemes dynamiques du point de vue
de I’évolution temporelle des couches des ilots confinés. Nous abordons un phénomene
d’accélération de la diffusion dans ces couches mises en présence d'un potentiel périodique
fluctuant di aux couches voisines, cette accélération étant plus ou moins forte selon que
les périodicités des couches sont commensurables ou non. Ces résultats sont également
commentés a la lumiere de la question de la diffusion dans des canaux de particules
en interaction ne pouvant pas se croiser, et soulevent la question du role d’un potentiel

périodique fluctuant dans cette accélération de la diffusion.
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Chapitre 9

Géométrie locale et désordre

dynamique
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9.1

A basse température, les systemes bidimensionnels de particules identiques en interac-
tion présentent des configurations ordonnées : un cristal souvent hexagonal pour les grands
systemes, des ilots structurés en couches pour les petits systemes confinés circulairement.

A I'inverse, a haute température, ces systemes présentent un désordre dynamique in-
duit par les fluctuations thermiques. Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 1’étude
de la route suivie par les ilots de Wigner vers ce désordre, en nous attachant plus par-

ticulierement au role joué par la géométrie de I'environnement de chaque particule dans

Introduction

I’établissement de ce désordre.
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Cette étude de la "route vers le désordre dynamique” correspond dans les grands
systemes a celle de la fusion. Les températures de transition de ces systemes, au dela de
leur détermination par des singularités dans les grandeurs macroscopiques, sont liées a
I’échelle microscopique aux fluctuations des positions des particules et sont déterminées
selon le critere de Lindemann [174]. Selon ce critere, le cristal est dit "fondu” lorsque le
déplacement quadratique moyen des particules!, mesuré en unités du pas du réseau de
la phase solide, atteint la valeur v;; = 0, 1. Cette valeur seuil semble indépendante de la
nature de U'interaction [174,175]. Cette augmentation des déplacements est a ’origine de
créations de défauts, et a la perte des ordres translationnel et orientationnel, donc de la
symétrie, dans le cristal. Selon les théories, ces transitions peuvent étre simultanées ou
séparées, mais il a été montré que, pour les grands systemes, la température de fusion qui
est déduite a partir du comportement de la fonction de corrélation orientationnelle est
identique a celle donnée par le critere de Lindemann [176]. Ce résultat semble également

valable pour des systemes n’ayant que quelques centaines de particules [177].

Par extension, de nombreux groupes ont étudié¢ de la méme maniere I’évolution de pe-
tits systemes lorsque la température augmente au travers de simulations numériques. En
effet, s’il est toujours possible de définir des parametres similaires a des grandeurs habituel-
lement utilisées pour des systemes thermodynamiques telle la capacité calorifique [178],
le faible nombre de particules autorise d’explorer quantitativement et précisément la dy-
namique de tels ensembles, a travers leurs modes de vibrations [72,179-181], ou bien le
déplacement moyen de leurs particules [48,182,183]. En appliquant le critere de Linde-
mann a l’ensemble des particules appartenant a une méme couche, la ”fusion” de systemes
classiques de particules confinées circulairement, en interaction coulombienne, logarith-

mique ou coulombienne écrantée a pu ainsi étre étudiée 2.

Dans les petits systemes confinés circulairement, les études basées sur ce critere de
Lindemann permettent d’établir que la structure en couches des ilots devient de moins
en moins marquée lorsque la température augmente. Ce désordre survient en deux temps
toujours bien distincts. A faible température, chaque particule est excitée thermiquement
dans son potentiel local ; une premiere transition, repérée par la température Ty, apparait
quand l'ordre orientationnel entre les couches disparait et que celles-ci deviennent plus
mobiles les unes par rapport aux autres. Cette premiere transition, est suivie d’une se-
conde transition a la température Tr qui correspond a une forte diffusion radiale des

particules entre les couches, ainsi qu’une diffusion angulaire a l'intérieur de ces couches,

!Signalons que l'utilisation du critere de Lindemann & deux dimensions nécessite de considérer les
déplacements relatifs des particules, car le déplacement absolu quadratique diverge logarithmiquement

avec la taille du systeme [174].
2Plus récemment, la dynamique de systemes binaires a également fait I’objet d’explorations sur le

méme principe [184-187].
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9.1. INTRODUCTION
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qui deviennent ainsi de moins en moins bien définies®. Les températures de transition
To et Txr sont identifiées par 'augmentation brutale respectivement des déplacements
quadratiques angulaires intercouches et des déplacements quadratiques radiaux [48].
Cependant, nous montrons ici que cette procédure est insuffisante pour décrire la route
vers le désordre empruntée par un tel systeme : le critere de Lindemann, basé sur le com-
portement collectif moyen des particules ne rend pas totalement compte de la dynamique
des ilots. Au dela de notre étude concernant les liens entre géométrie locale et désordre
dynamique, ceci constitue un résultat intéressant spécifique a I’étude de la dynamique des
petits systemes de particules en interaction. En effet, comme nous I'avons déja signalé,
les transitions entre configurations d’équilibre, dues essentiellement au saut d’une seule
particule, sont nombreuses, et ce bien avant la température Tx. Ainsi que 'illustre la fi-
gure 9.1, ces événements singuliers et brefs que sont les sauts d’une particule d’une couche
a l'autre sont a distinguer de ’autre comportement observé pour une particule, a savoir
des oscillations radiales a I'intérieur de sa couche. Ces deux mouvements sont facilement
séparables car ils ont des amplitudes caractéristiques bien différentes. Ceci illustre le fait
que l'utilisation d'un critere de Lindemann général a partir des déplacements globaux
des particules masque l'existence de mécanismes différents, 'un basé sur des excitations

individuelles, 'autre sur des excitations collectives®.

Or, nous verrons que ce sont les transitions entre configurations qui initient, a basse
température, le processus de mise en désordre des systemes, en modifiant I'organisation
et la symétrie des couches. Il convient donc de les prendre en compte pour décrire
correctement la route vers le désordre dynamique, notamment a basse température,
quand les couches sont bien identifiées et les particules relativement stables dans leurs

couches (en dehors des mouvements permettant une transition, qui sont brefs et espacés).

3Nous pouvons déja constater que la brisure de symétrie (par rapport a un cristal infini) imposée par

le confinement modifie complétement l’isotropie habituellement observée.
4Dans les grands systemes, cette distinction n’est pas pertinente car il y a un continuum de niveaux

d’énergies.
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Lorsque la température augmente, ces contributions perdent de leur importance, ne
serait-ce que parce que la notion de couches devient toute relative, et la dynamique
devient plus complexe. La description en termes d’excitations collectives devient alors

légitime.

Par ailleurs, les excitations individuelles ou collectives de ces systemes dépendent de
la symétrie locale de l’environnement de chaque particule comme de la géométrie de

I’ensemble.

En effet, nous avons pu constater lors de la mesure et du calcul des niveaux d’énergie
dans les ilots de Wigner que les positions respectives des niveaux varient fortement
entre deux systemes présentant des symétries locales différentes, dues a la modification
du nombre de billes. Ainsi, la configuration (1-6-12) de ’état fondamental du systéeme
N = 19 présente une symétrie ternaire et est corollairement beaucoup plus stable que
ses équivalentes a 18 ou 20 billes, qui ne présentent pas une telle symétrie (figure 2.2) :
la barriere énergétique a franchir pour en sortir est pour elles plus importante. Ainsi,
du point de vue de la dynamique de ces ilots, les regles de transition entre différentes

configurations sont fortement affectées par la symétrie locale.

De meéme, les excitations collectives sont elles aussi sensibles a 1’ordre local, certains
mouvements pouvant étre contraints ou amplifiés du fait de la symétrie du systeme, no-
tamment la commensurabilité du nombre de particules de deux couches voisines, ou encore

la forme du confinement.

Il existe donc un lien important entre la dynamique de ces systéemes a une température
donnée, leur évolution vers le désordre lorsque la température augmente, et les symétries

locales qu’ils présentent.

Notre objectif est donc le suivant : d’'une part, nous voulons distinguer dans le processus
de route vers le désordre des ilots les différents mécanismes entrant en jeu, ainsi que leur
importance respective. Ceci nécessite bien str auparavant de mesurer ce désordre qui a
plusieurs causes. D’autre part, nous voulons, au niveau de chacun de ces mécanismes,

discuter de 'effet éventuel de la géométrie du systeme.

Rappelons ici que notre but n’est pas de mesurer de maniere exhaustive toutes les
températures de transition possibles, en particulier, comme cela est souvent fait, en fonc-
tion du nombre de particules, mais de mettre en évidence, au moyen des ilots de Wigner,
les mécanismes en jeu dans le processus amenant les systémes vers un état désordonné?®,

notamment ceux liés a la symétrie locale du systeme.

5Comme nous le verrons, les différentes températures de transition mesurées ici sont suffisamment

séparées pour permettre cette analyse.
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9.2 Systemes étudiés

Pour comprendre ces effets de géométrie, les systemes d’études doivent obéir a une

double exigence :

— présenter une symétrie locale tres différente ;
— avoir néanmoins une densité en billes presque identique, ce qui nous autorise a
comparer de maniere pertinente les éventuelles différences dans les comportements

collectifs.

Nous avons retenu les systemes a 18, 19 et 20 billes confinés dans un puits de diametre

10 mm, avec une tension® V,=700 V, présentés au chapitre 3.

Lorsque la température augmente, et ce malgré I'augmentation des déplacements ra-
diaux, la structure en couche de ces systémes demeure identifiable 7 et, pour chacun d’entre
eux, deux états excités sont accessibles. Rappelons que ces états sont, par ordre croissant

d’énergie :

— pour 18 billes : (1-6-11), (1-5-12), (0-6-12) ;
— pour 19 billes : (1-6-12), (1-7-11), (1-5-13) ;
~ pour 20 billes : (1-6-13), (1-7-12), (2-6-12).

Remarquons que parmi ces configurations, certaines possedent la particularité d’avoir
sur la couche 2 un nombre de billes double de celui de la couche 1 ; nous verrons que cette
propriété a un effet sur les déplacements des billes de ces couches. Dans la suite, nous

désignons ces configurations par 'attribut ”commensurable”.

Expérimentalement, pour chaque température étudiée dans la plage 10.101 K < T <
31.10'"* K, la position des billes dans chacun de ces trois systémes, placé initialement dans
son état fondamental, a été suivie pendant 400 s. Ce temps permet d’une part de bien
rendre compte de I'activité de transition entre les configurations et d’autre part d’avoir un
échantillonnage satisfaisant afin de mesurer correctement les déplacements quadratiques
moyens. Le pas de temps entre deux acquisitions a été fixé a 100 ms, ce qui réalise le
compromis entre la nécessité de suivre les particules pour calculer des grandeurs qui leur
sont attachées tel leur déplacement quadratique moyen?®, tout en observant les ilots sur

un temps long sans augmenter démesurément la quantité de données a traiter.

6Travailler avec une faible valeur de Vy, donc d’énergie de liaison, permet d’atteindre les températures

de ”fusion” sans dépasser les bornes acceptables pour I'agitation du systeme A.
7Jusqu’a une température assez élevée, les déplacements radiaux demeurent en moyenne inférieurs &

un sixieme de la distance intercouches.
8Ce pas de temps permet de déterminer les trajectoires jusqu’a la température limite étudiée, a laquelle

les ilot sont quasiment completement désordonnés.
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9.3 Mesure du désordre du systeme

9.3.1 Fonction de corrélation temporelle

Avant d’essayer de mesurer 'importance relative de chacun des mécanismes décrits,
nous souhaitons disposer d’un parametre global permettant de mesurer 'apparition du
désordre lorsque la température augmente .

Dans les systemes bidimensionnels a grand nombre de particules les modifications de
I'ordre dans le cristal sont généralement décrites au travers des changements de compor-
tement asymptotique des fonctions de corrélation spatiales?. Ainsi, les deux transitions
prévues par la théorie KTNHY correspondent a la décroissance exponentielle des fonctions
de corrélation translationnelle et orientationnelle. Considérer les fonction de corrélation
spatiales revient a mesurer ce qu’intuitivement on désignerait par ordre ou désordre a la
vue du cliché d'un réseau pris a un instant donné. Lorsque le désordre est gelé, comme
dans un verre, il s’agit la de la seule maniere de le quantifier.

Cependant les fluctuations thermiques font également évoluer le systeme dans le temps
et la mesure, en un point donné, de la corrélation temporelle, rend également compte de
l'ordre ou du désordre général du systeme : les fonctions de corrélation temporelles ont
le méme comportement que les fonctions de corrélation spatiales correspondantes. Aussi
avons-nous choisi d’utiliser ces fonctions de corrélation temporelles pour mesurer ’ordre
dans les petits systemes.

La fonction de corrélation orientationnelle temporelle gg(t) est définie par

g(t) = |( OO0 | (9.1)

ou 6§ est I'angle du lien entre deux particules.() désigne une moyenne sur tous les liens
du systeme.

Dans les grands systemes ayant une symétrie hexagonale, gg tend vers une constante
proche de 1 aux basses températures : I’ensemble est alors ordonné. Au dela d’une certaine
température Ty, la fonction décroit exponentiellement avec le temps, indiquant que le
systeme est dans une phase liquide.

Notons que le facteur 6 est adapté pour les réseaux hexagonaux, par conséquent nous

devons nous attendre a ce que dans nos ilots, ou la symétrie hexagonale est altérée,

9Le déplacement quadratique moyen de I’ensemble des billes du systeme ne saurait répondre & cette
demande. D’une part, il mesure le mouvement moyen des particules dans le systeme, et non son ordre.
Or, nous voulons justement estimer I'impact de chaque type de mouvement des particules sur I'ordre du
systeme. D’autre part, méme pour estimer la température de fusion du systeme, le critere de Lindemann
est rarement appliqué aux déplacements complets des particules. En effet, du fait de la présence d’une
paroi "lisse”, les mouvements de rotations relatifs des couches sont beaucoup plus favorisés que dans un
cristal, ce qui comme nous le verrons conduirait a une augmentation forte des déplacements relatifs méme

a basse température, sans pour autant que le systéme puisse étre considéré comme fondu.
Ovoir la section 4.4.

178



9.3. MESURE DU DESORDRE DU SYSTEME

(a) T ML | LR | LR | T T ML | LR | LR | T (b)

| e TR B
§\ 5 - i

AbaLmn
° 18 billes \\ | ° | 19 billes ‘\ v
v\
* V
0.1} \\ a 1 01} v
*esend
0.1 1 10 “100 0.1 1 10 100
t(s) t(s)
T L AL | LA | LA | T T 25 T T T T T T T T T (d)
© L o 18 billes |
1F T 4 20} e 19biles o
% S I L e 20nbilles o]

T (19)

] ~15} . S

\A\ ] I T,(20) ‘ Lo

_ 20 billes \ o] TLOp T,18) cet Tt
\ ' | ‘ . . _

01} \ | o5t R

v E ° 0% e .
WV ] L 0% e
V 1 V%0 %%eed’ | e, 00t

0_0— uuuiuooigiﬁiai.. 'c'c" \' 4

¢

g0

0.1 1 10 100 10 15 20 25 30
ts) T (10" K)

F1G. 9.2 : (a-c) : Variation des fonctions de corrélation orientationnelle g en fonction du
temps (échelle log-log) pour 5 températures : (M) T = 9.6 x 101K, (®) T = 13.0 x 10'! K,
(A) T=178 x 101'K, (v) T =23.0 x 10" K, () T =302 x 10K ; (a) N =18, (b) N =19
et (¢) N =20. (d) : Taux de sauts Rg dans les trois systémes en fonction de la température. Les
fléches indiquent la température a laquelle le deuziéme état excité a été observé pour la premiere

fois. Les températures seuil Tg(N) sont définies dans le texte.

la valeur limite a basse température soit inférieure a 1. Inversement, la moyenne étant
seulement faite sur un nombre de liens de 'ordre de N, ou N est le nombre de billes,
on ne doit pas s’attendre a ce que gg tende vers 0 méme pour les hautes températures.
Ces points mis a part, ce parametre mesure bien les corrélations entre particules et doit

pouvoir rendre compte de 1’évolution du processus d’évolution vers le désordre.

9.3.2 Décorrélation orientationnelle dans les ilots

Nous reportons sur les figures 9.2(a)-9.2(c) les variations typiques des fonctions de
corrélation orientationnelle gg pour cing températures différentes et pour les trois systemes
étudiés. Nous y observons les mémes comportements : a faible température, les fonctions
convergent vers une constante proche de 1, ce qui indique un état ordonné. Pour les tres

grandes températures, les corrélations décroissent fortement. Nous pouvons définir une
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température de ”"désordre” T, équivalente a la température de fusion des grands systemes,
définie comme la température a partir de laquelle les corrélations décroissent exponen-
tiellement lorsque le temps augmente. Nous pouvons constater que cette température est
bien plus élevée pour le systéme a 19 billes : T;(19) est supérieure a 18.10'! K tandis que
T,(18) est inférieure & 13.10'" K et que T(20) se situe entre ces deux températures.
Dans la suite, les températures T, sont considérées comme un repere permettant de
distinguer 1’état ”ordonné” de I’état ”désordonné”, et c’est en fonction de celles-ci que

nous discutons du role des excitations individuelles et des excitations collectives.

9.4 Désordre et excitations individuelles

Comme nous 'avons suggéré, une partie du désordre, mesuré par la fonction gg, est
du aux changements de configuration associés a des sauts de particules d’une couche a
I'autre.

Nous avons retenu deux parametres facilement mesurables pour quantifier cette acti-
vité.

Le premier est naturellement le taux de transition, ou taux de sauts Rg défini, comme
dans [188], par

RS = lim NS—(t)

t—00 t

(9.2)

ou Ng(t) est le nombre de changements de configuration observés pendant le temps
t. Qualitativement, il doit augmenter avec la température au fur et a mesure que celle-ci
permet de franchir les barrieres énergétiques entre les niveaux.

Ce taux est bien entendu directement lié a la distribution des temps de résidence
7; dans les différents niveaux déja évoquée''. Mais alors que le taux de saut mesure
Iactivité générale du systeme, la mesure des temps de résidence moyens permet de juger
de la stabilité de chacune des configurations.

Aussi, pour chaque température, le systeme sera caractérisé par le taux de transition
mais également par le temps de résidence moyen dans chacun des deux premiers états,
les occurrences des transitions vers le second état excité étant trop peu nombreuses pour

établir une statistique propre sur le temps de résidence moyen.

Dans la gamme de températures étudiées, 1’évolution du taux de sauts Rg en fonction
de la température est reportée sur la figure 9.2(d). Quel que soit le nombre de billes, Rg

présente qualitativement le méme comportement : il est proche de 0 a basse température

HDans un systéme & deux niveaux 0 et 1, Rg vaut simplement ((rp + 71)) ™!, mais pour un systeme a

trois niveaux, la relation dépend des regles de transition entre les niveaux.
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puis augmente fortement avec la température 2.

Afin de quantifier I'importance de ces transitions, nous définissons une température
seuil au dela de laquelle celles-ci seront considérées comme significatives. Comme nous
le verrons dans la section suivante, la température d’étude maximale correspond a la
température a laquelle les couches sont considérées comme ”fondues”, et par conséquent,
la notion de couche n’a alors plus de sens. A cette température, le taux de transition est
de l'ordre de 1 par seconde. Nous considérons arbitrairement que l'activité de transition
devient appréciable lorsque le taux est de 'ordre de 1/10 de cette valeur maximale. Ces
températures seuil Tg(N) ainsi définies valent respectivement 16.101 K, 22.101 K et
18.10' K pour les systeémes a 18, 19 et 20 billes.

Notons que la température T5(19) est la plus élevée des trois, puis que Ts(18) est
la plus basse et que Ts(20) est entre les deux. Cet ordre est tout a fait similaire a celui
observé sur les températures de désordre T;. Cette concordance couplée a l'ordre de
grandeur similaire de ces températures indique que les transitions entre configurations,
correspondant a des excitations individuelles de particules, sont, bien que peu nom-
breuses, responsables de la perte de I'ordre dans le systéeme, du moins dans un premier

temps.

Or, a travers la hauteur des barrieres a franchir pour sortir des états d’équilibre, ces
taux de transition sont directement liés a la symétrie locale des systemes. En effet, nous
avons montré a la section 3.2.2 que les barrieres a franchir pour sortir de I’état fondamental
étaient respectivement, mesurées en Kelvin (par division par la constante de Boltzmann
kg) : 99.10 K, 192.10" K et 107.10" K, pour N = 18,19 et 20 billes.

Ceci indique que l'état fondamental pour 19 billes est beaucoup plus stable que
dans les deux autres cas; pour ceux-la, les barrieres sont comparables. On peut noter
néanmoins que la température seuil Ts pour N = 18 est plus faible que pour N = 20.
Pour le comprendre, il faut prendre en compte le deuxieme état excité qui, comme
indiqué sur la figure 9.2(d), est atteint pour une température plus basse pour le systéeme a
18 billes. Ceci est confirmé par la mesure des temps de résidence moyens dans le premier
état excité, qui indique que la barriere a franchir pour le systeme a 18 billes est plus
faible que dans le cas N = 20 (64.10'"! K contre 96.10'" K).

De ces mesures, nous pouvons conclure que le désordre apparait a basse température
d’autant plus facilement que la symétrie locale est peu prononcée, cette faible symétrie
favorisant les excitations individuelles des billes a travers l’abaissement des barrieres

énergétiques entre configurations.

12Notons que sa valeur maximale, de 'ordre du Hertz, donc proche des fréquences propres du systeme,

indique que le systeme transite alors quasiment & chacune de ses oscillations.
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9.5 Désordre et excitations collectives

Au fur et & mesure que la température augmente, les excitations collectives des par-
ticules se joignent progressivement aux excitations individuelles pour désordonner le
systeme.

Nous étudions dans cette section la dynamique générale des couches dans chacune des
configurations (afin de déceler 'influence éventuelle de la géométrie sur les comportements
collectifs). Si, au fur et a mesure que la température augmente cette notion de couche
devient de plus en plus relative, elle reste pertinente jusqu’a la température maximale
d’étude.

9.5.1 Définition des parametres

Afin de mesurer les excitations collectives dans chacun des ilots, nous mesurons,
conformément a la méthode de Lindemann, les déplacements quadratiques moyens des
particules par rapport a leur position moyenne.

Nous mesurons ainsi, pour chaque couche!® 1 et 2 et dans chaque configuration :

— le déplacement radial

up == [ = ()] /7 (9.3)
— le déplacement angulaire intracouche

Ny
1 S
ug, = N Z [((6:; — 6:,)%) — (6; — 6:,)%] /07 ; (9.4)
¢ =1
et, dans chaque configuration et pour la couche 1 :

— le déplacement angulaire relatif intercouches

Ns
uj, = Ni Z [((0; — 6:,)%) — (6: — 0:,)%] /65 (9.5)

¢ =1
Dans ces expressions, r; et ; désignent les coordonnées polaires d'une bille mesurées
par rapport au centre du confinement. L’indice i; désigne le voisin (disons, de gauche)
de la bille 7, 75 indique sa plus proche voisine sur la couche 2, déterminée a chaque ins-
tant. 1o = R./ V/N, ol R, est le rayon du cadre de confinement, est 1’espace radial moyen
disponible pour une bille et 6y, = 27w/N, est la distance angulaire moyenne entre deux

billes d'une couche en contenant N,. La moyenne () est obtenue en réalisant une moyenne

13La couche 0 contenant entre 0 et 2 billes, la mesure de son activité n’est pas pertinente pour discuter

de l'effet des contraintes de symétrie.
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temporelle (équivalente & une moyenne d’ensemble ') dans chaque réalisation d’une confi-
guration au cours de 'expérience, puis en moyennant sur l’ensemble de ces réalisations.
Pour discuter du comportement général de ces déplacements avant de rentrer dans une
analyse fine prenant en compte les différentes configurations, nous avons également calculé
les déplacements moyennés sur toutes les configurations (en pondérant par leur temps de
résidence moyen).

Faisons ici deux remarques sur la méthodologie choisie, qui differe 1égerement de celle

usuellement employée (voir par exemple Bedanov et al. [48]) :

— Habituellement, la distinction entre les couches et I'affectation des particules a telle
ou telle couche est uniquement faite au début de I’expérience ou de la simulation. Par
conséquent, I’éventuel saut d'une particule d’'une couche a ’autre est intégré dans le
calcul des déplacements, ce qui n’est pas le cas avec notre procédure. Les grandeurs
mesurées ici ne sont pas comparables aux grandeurs habituellement calculées .
Rappelons que ce choix nous permet de distinguer dans les processus de route vers
le désordre les contributions des excitations individuelles de celles des excitations
collectives, ainsi que l'impact de la géométrie locale sur chacune.

— Ayant défini le désordre comme une décorrélation des orientations des liens entre
particules, et afin de tenir compte de la symétrie du systeme par la rotation d’une
couche de N, billes d'un angle 27 /N,, nous avons préféré mesurer le déplacement
orthoradial intercouches en recalculant a chaque instant les paires de plus proches
voisines entre les deux couches. Par construction, la valeur de ces déplacements
est donc bornée et ne peut étre discutée au regard du critere de Lindemann. En
revanche, leur valeur est indicative de la stabilité par rotation d’une couche par
rapport a l'autre. Il est également délicat d’en discuter la valeur selon les configu-
rations car il est certain qu’elle dépend des écarts angulaires moyens dans les deux
couches et une éventuelle technique de renormalisation pour rendre les données com-
parables ne s’impose pas d’elle-méme. Par conséquent, nous considérons uniquement
les déplacements wuy, moyennés sur toutes les configurations.

Remarquons enfin que les déplacements quadratiques orthoradiaux intracouches sont

des déplacements relatifs, il est donc possible comme pour les grands cristaux bidimension-
nels, d’utiliser le critere de Lindemann employé pour les grands systemes bidimensionnels.

Lorsque les déplacements angulaires intracouches atteignent la valeur de 0,05, on peut

4 Nous avons vu que le temps d’amortissement 7, qui mesure le temps nécessaire a ’établissement
d’un régime stationnaire, est de 'ordre de 100 ms. Afin que la mesure des déplacements quadratiques
moyens dans une configuration soit pertinente, nous n’avons pris en compte que les contributions des
configurations restant stables pendant au moins 1 s. Le taux de transition maximal qui est de 'ordre du
Hertz indique que le temps de résidence moyen dans les configurations est de l'ordre de la seconde, ce
qui, au regard de ce critere, autorise a calculer les excursions quadratiques moyennes par couche jusqu’a

cette température.
5Notre procédure doit délivrer des valeurs plus basse que les valeurs habituelles.
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Fic. 9.3 : Déplacements quadratiques moyens moyennés sur les 8 configurations en fonction de
la température. (a) : déplacements radiauz u? pour les deuz couches; o : couche 1; o : couche 2.
(b) : déplacements angulaires intercouches ugz. (c) : déplacements angulaires intracouches ugl
dans la couche 1. (d) : déplacements angulaires intracouches ugl dans la couche 2. La ligne en

pointillés horizontal marque la valeur seuil du critére de Lindemann 0,05.

donc parler de fusion intracouche.

Dans un premier temps, nous présentons successivement les valeurs moyennées sur
toutes les configurations des déplacements quadratiques angulaires intercouches et an-
gulaires intracouches, qui sont les premiers mouvements collectifs activés, puis les
déplacements radiaux, qui induisent la destruction de la structure en couche.

Toutefois, afin de juger de I'importance de la géométrie locale dans ces comportements,
nous considérons également les déplacements angulaires intracouches et les déplacements

radiaux calculés dans chaque configuration.

9.5.2 Déplacements angulaires

Dans les systemes en couches circulaires, les premiers modes d’excitation collectives

sont les modes de rotation intercouches (voir par exemple [179,186]).
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Sur la figure 9.3(b), nous pouvons constater que ugz augmente régulierement avec
la température jusqu’a une valeur limite, qui est sa limite théorique compte-tenu du
mode de calcul. L’agitation thermique est alors suffisante pour vaincre les barrieres
énergétiques empéchant le mouvement d’une couche par rapport a I'autre et permet leur
libre rotation. Cette valeur maximale est atteinte dans les cas N = 18 et N = 20 pour
des températures tres faibles, alors que dans le cas N = 19, le déplacement d’une couche
par rapport a l'autre est beaucoup moins important. La configuration prédominante du
point de vue des temps de résidence pour N = 19 étant la configuration commensurable
(1-6-12), nous pouvons attribuer cet effet a la commensurabilité intercouches. Si une
couche a 6 billes et une couches a 12 billes peuvent se disposer I'une par rapport a ’autre
de telle sorte a étre dans un minimum d’énergie, ce n’est pas le cas lorsqu’une couche a 6
billes est confrontée a une couche non commensurable a 11 ou 13 billes. Le systeme est

alors sans cesse en train de chercher a s’adapter, d’out des déplacements plus importants.

Lorsque la température augmente, les mouvements intracouches augmentent progres-
sivement. Les déplacements ugl moyennés sur les configurations sont présentés sur les
figures 9.3(c) et 9.3(d). Ils augmentent lentement avec la température, puis brusquement
a partir d’'une température comprise entre 28.10* K et 30.10' K¢, Ce changement
de régime intervient lorsque les déplacements quadratiques atteignent la valeur 0,05, en
parfait accord avec le critere de Lindemann. Par conséquent, nous pouvons définir une
température de transition Tp, 28.10"" K < Ty < 30.10! K, au dela de laquelle les couches
peuvent étre considérées comme ”fondues” angulairement.

Jusqu’a une température de l'ordre de 18.10'" K, ces déplacements angulaires sont
moins importants que les déplacements angulaires intercouches!”. Dans cette gamme de
températures, nous pourrons alors raisonner en terme de couches rigides se déplagant
éventuellement les unes par rapport aux autres (méme si entre temps des changements de
configuration ont eu lieu) '® : 'agitation thermique a pour effet principal de faire tourner
des couches quasiment rigides les unes par rapport aux autres.

Comme présenté sur la figure 9.4, les valeurs des déplacements normalisés sont sem-
blables quelles que soient les configurations. D’un point de vue géométrique, ils sont
donc essentiellement gouvernés par ’espace libre disponible pour chaque bille **. Un point
important a souligner est que la notion de commensurabilité n’intervient pas ici contrai-
rement a ce qui se passe pour les déplacements intercouches. L’adaptation des couches

I'une par rapport a l'autre, ou les tentatives d’adaptation, se font donc collectivement.

16 A J’exception notable de la couche 2 pour N = 19.

1"Mais aussi que les déplacements radiaux, ce qui justifie le fait de discuter la dynamique en terme de
couches.

18Cette possibilité sera mise & profit au prochain chapitre quand nous regarderons les mouvements des

couches en termes de diffusion.
9En particulier, la température critique Tp ne dépend pas de la géométrie du systeme.
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Fi1G. 9.4 : Déplacements angulaires intracouches ugl pour chaque systéeme, dans chaque

et dans chaque configuration en fonction de la température.

couche

L’image de deux engrenages élastiques mis au contact est donc particulierement adaptée

pour visualiser ce probleme de type Frenkel-Kontorowa [189].
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FIG. 9.5 : Déplacements radiauz u? pour chaque systéme, dans chaque couche et dans chaque

configuration en fonction de la température.

Déplacements radiaux

2

La dépendance avec la température des déplacements radiaux quadratiques moyens u;

moyennés sur toutes les configurations est présentée sur la figure 9.3(a). Les déplacements

correspondant a la couche 1 se comportent sensiblement de la méme maniere pour les trois
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systemes : ils augmentent régulierement de 0,005 pour les petites températures a environ
0,05 pour la couche 1 et 0,03 pour la couche 2, pour laquelle les déplacements restent
systématiquement plus faibles ?°. Dans la plage de températures explorée, les déplacements
quadratiques restent plus faibles que 0, 05, la valeur critique du critere de Lindemann. Ceci
justifie donc a posteriori, que jusqu’a la température maximale explorée la structure en
couche est bien définie.

Selon le critere de Lindemann, nous devons nous attendre a ce que la valeur des
déplacements augmente fortement juste apres cette température maximale, a laquelle la
valeur 0,05 est atteinte. Nous considérons donc que la température de ”fusion” radiale

Ty est de I'ordre, pour les trois systémes, de notre température limite, & savoir 30.10'! K.

La géométrie locale des systemes intervient également au niveau des mouvements
radiaux, mais de maniere plus subtile que dans les mouvements orthoradiaux : si I'on
regarde de plus pres les valeurs des déplacements, nous pouvons constater qu’elles sont
légerement différentes selon le nombre de billes. Ceci est surtout marqué pour la couche 1,
pour laquelle les plus petits et les plus grands déplacements sont atteints respectivement
pour N = 19 et N = 20, quelle que soit la température?!. Le phénomene est encore plus
marquant si I'on considere les déplacements non renormalisés rgu?, dont les évolutions
avec la température sont présentées sur la figure 9.6. Les déplacements dans la couche
1 sont identiques pour les systeémes a 18 et 20 billes, et supérieurs de pres de 15% aux
déplacements pour N = 19.

Ainsi, contrairement aux déplacements orthoradiaux, plus que l’espace disponible,
il semble donc que c’est la symétrie locale qui influe sur les déplacements radiaux
a l'intérieur d’une couche donnée. Cette hypothese est confirmée par le fait que les
déplacements des particules de la couche 2, qui subissent a 'extérieur le méme potentiel

régulier, soient identiques pour les trois systemes.

Pour comprendre en détail le role joué par la géométrie du systeme, il convient de
s’intéresser aux déplacements calculés spécifiquement dans chaque configuration ( fi-
gure 9.5) %2,

Ces déplacements associés a chaque configuration augmentent régulierement avec

20En reprenant Pargument de Bedanov et al. [48], ceci peut étre expliqué par le fait que cette couche est
soumise, vers son extérieur, a une force constante due au confinement, alors que la couche 1 est soumise

a un potentiel fluctuant de chaque coté.
21Rappelons que cette différence ne peut étre due & un effet d’espace libre disponible 1ié & la densité,

puisque d’'une part les déplacements sont normalisés (équation (9.3)) et d’autre part méme normalisés,

les déplacements pour N = 18 sont plus importants que pour N = 19.
22Notons des a présent que les données correspondant aux configurations ayant un faible temps de

résidence — les deux états excités pour N = 19 et les seconds états excités pour N = 18 et 20 — sont
entachées d’une forte incertitude statistique a cause de la faiblesse des données disponibles. Cependant,

une tendance générale se dessine méme dans ces quatre cas.
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la température. Néanmoins, leurs valeurs different fortement selon la configuration, la
différence entre les valeurs pour deux configurations données étant a peu pres constante.
Elle peut aller jusqu’a 20%. Si I'on se focalise sur les configurations des états fondamen-
taux, on constate que pour la couche 1, les courbes pour N = 19 (1-6-12) et N = 20
(1-6-13) sont superposables et en dessous de la courbe pour N = 18 (1-6-11). Pour la
couche 2, la plus grande valeur est cette fois-ci atteinte dans le cas N = 20 (1-6-13) alors
que les courbes pour N =19 (1-6-12) et N = 18 (1-6-11) sont superposables.

Il semble délicat d’énoncer des regles définitives permettant de justifier ces différences
et similitudes; cependant, 'observation des positions respectives des courbes des trois
configurations pour un nombre de billes donné permet de dégager une tendance :

— Le nombre de billes sur la couche est un facteur déterminant : plus une couche
compte de billes, plus ’excursion radiale de celles-ci y est important, comme l'illustre
parfaitement le cas N = 20 ou les positions respectives des courbes pour les deux
premiers états sont inversées entre la couche 1 et la couche 2. Ceci est cohérent avec
la décroissance de la fréquence de vibration radiale lorsque le nombre de billes dans
la couche est plus grand?3. Le puits de potentiel radial dans lequel se déplace la
bille est donc plus évasé, et le déplacement plus grand.

— En cas d’égalité du nombre de billes?* les configurations commensurables, & savoir
(0-6-12), (1-6-12) et (2-6-12), présentent des excursions radiales plus faibles. Ceci
peut étre interprété ainsi : dans le cas d’une configuration commensurable, toutes

les billes (pour la couche 1) ou la moitié des billes (pour la couche 2), se retrouvent

Z3Une des conséquences de ce phénomene est qu’a partir d’un certain nombre de billes (qui dépend de
linteraction), le carré de la fréquence devient négatif, indiquant que la configuration avec une couronne
trop dense est instable : un nouvel état d’équilibre est alors atteint en plagant une des particules au
centre. C’est une des manieres de concevoir I’évolution la construction en couches dans les ilots confinés

circulairement [179].
2 est a dire, pour la couche 1, les couples (1-6-11), (0-6-12) et (1-6-13), (2,6,12) et pour la couche 2
les couples (1-5-12), (0-6-12) et (1-7-12), (2-6-12).
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chacune exactement en face d’une bille de I'autre couche, qui la repousse. En re-
vanche, dans le cas incommensurable, une bille peut se déplacer radialement plus
facilement, en se "glissant” entre deux billes de 'autre couche 5.

Cette analyse permet de comprendre les positions relatives des configurations des états
fondamentaux évoquées précédemment. Pour la couche 2, la couche la plus peuplée (13
billes, pour N = 20) présente les déplacements les plus importants. Nous devrions trouver
ensuite la couche a 12 billes, puis a 11 billes. Cependant la couche a 12 billes appartient a
une configuration commensurable, ce qui réduit les valeurs de ses déplacements jusqu’aux
valeurs de la couche a 11 billes. Pour la couche 1, le nombre de billes est identique.
Toutefois, la couche qui est entourée par le plus petit nombre de billes (cas N = 18)
présente les excursions les plus fortes, car la pression exercée par la couche extérieure
est plus faible dans ce cas. Suivant cette logique, on devrait alors trouver la couche
de N = 19 puis la couche de N = 20, mais pour les raisons de commensurabilité déja

évoquées, les valeurs des déplacements dans ces deux cas sont finalement semblables.

En conclusion, nous avons donc pu constater que les excitations collectives radiales
dépendent fortement de la configuration. Ces variations ne sont pas liées au niveau
d’énergie de la configuration, car parfois les excursions sont plus fortes dans les états ex-
cités, parfois plus faibles, mais par la géométrie du systeme. L’amplitude du déplacement
radial, et donc la fusion des couches, sont essentiellement controlés par deux facteurs : le

nombre de particules dans chaque couche, et la commensurabilité des couches.

9.6 Scénario d’une route vers le désordre

Les différents mécanismes en jeu dans la route vers le désordre ayant été identifiés,
nous pouvons désormais discuter de ’ensemble du processus. Les différentes températures
de "transition” mesurées précédemment sont rappelées dans le tableau 9.1.

Autour des températures Ty, bien inférieures aux températures Ty et Tg, les systemes
peuvent étre vus comme des ensembles de couches rigides. Les raisons du désordre autour
de ces températures sont donc essentiellement, d’une part, les transitions entre configu-
rations, dont les températures seuil Ts sont proches des T, et d’autre part les rotations
relatives des couches, dont nous avons vu qu’elles étaient importantes méme autour de
ces températures. Ces deux processus induisent une baisse de la corrélation temporelle
entre les particules. Ils ne sont d’ailleurs pas nécessairement indépendants : une rotation
relative de deux couches pouvant aider a la transition d’une bille de 'une a ’autre, avec

une trajectoire non uniquement radiale. Le fait que I'incommensurabilité favorise a la fois

25Ce résultat, assez intuitif, est cependant en contradiction avec ce qui a été observé par Filinov et al.
dans leur simulation de fusion d’ilots d’électrons [190] : les plus forts déplacements radiaux sont trouvés

pour le "nombre magique” N = 19. Nous n’avons pas trouvé d’interprétation a cette différence.
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N T Ts To Tr
18 Ty <13 16 29 Tg>30 TaB. 9.1 : Résumé des différentes
19 17, > 18 22 30 Tgr>30 températures de transition (en 101K ).

20 13<T; <18 18 29 1Tg>30

la rotation et les transitions confirme cette hypothese.

Si la température augmente, alors que les transitions entre configurations deviennent
plus nombreuses et les excitations collectives commencent a compter. Dans un premier
temps, a une température T" ~ T < Tg, les couches fondent tout en restant distinctes,
jusqu’a ce que, les excursions radiales devenant importantes, la structure en couches dis-
paraisse. Dans cette phase, le role de la géométrie du systeme est moins marqué, bien que

la commensurabilité des couches tende & diminuer les excursions radiales.

La figure 9.7 illustre les différentes états du systeme pour trois températures typiques.
Il s’agit des trajectoires des billes au cours du temps pour ces trois températures. En des-
sous de la température de désordre Ty, les billes oscillent, essentiellement angulairement,
autour de leur position d’équilibre. Pour une température voisine de Ty, les différentes
positions forment un continuum a l'intérieur des couches, qui restent bien distinctes.
Notons que si 'on se tenait au critere de Lindemann 3 . ~ 0,05, les taches correspondant
aux billes devraient étre séparées, ce qui n’est manifestement pas le cas. On voit ici
I'effet des rotations relatives entre les couches et des transitions entre configurations, qui
induisent des réorganisations locales des couches apres le départ ou l'arrivée d’une bille.
Enfin, lorsqu’on s’approche de Tg, les couches "fondent” radialement et deviennent de

plus en plus indistinctes.

(b) (c)

F1G. 9.7 : Trajectoires dans le systémes a 18 billes obtenues pour 3 températures.(a) : T < Ty ;
(b) : T ~Ty; (c) : T ~Trg.
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9.7 Route vers la désordre en ’absence d’invariance

par rotation

Afin de mieux comprendre les différents mécanismes en jeu, nous avons commencé
a explorer la dynamique d’ilots confinés par un cadre elliptique. Cette modification de
la géométrie du confinement présente plusieurs intéréts, avec 'idée de voir comment, a
partir des mécanismes mis en valeur pour un confinement circulaire, on peut extraire des
informations pertinentes dans le cas ot le systéme ne peut plus tourner?¢. En jouant
sur Dellipticité du confinement, nous pouvons en effet empécher la rotation globale du
systeme et donc donner plus d’importance aux autres degrés de liberté. De plus, ces
degrés de liberté mis en valeur le sont de maniere différente selon la particule considérée,
car en brisant I'invariance par rotation toutes les particules d'une méme couche ne sont pas
équivalentes. Enfin, modifier I'ellipticité permet également de modifier les niveaux relatifs
d’énergie des configurations et mesurer par conséquent I'importance des changements de
configurations dans le désordre dynamique. Notons de plus qu’en empéchant la rotation
des couches, on se rapproche de situations pouvant étre rencontrées dans un cristal, tout
en gardant un systeme simple a étudier.

Ces travaux n’en étant qu’a leur début, nous nous contentons ici de ne donner que
les grandes lignes des premiers résultats concernant les excitations individuelles dans un

systeme de 9 billes.

En comparaison de I’abondante littérature existant sur les ilots circulaires, il existe
encore peu de travaux numériques consacrés aux ilots confinés dans des ellipses. Ils sont, de
plus, essentiellement axés sur ’étude des positions d’équilibre et les spectres de vibration
de ces configurations en fonction du rapport b/a entre la longueur du petit axe et la
longueur du grand axe. Citons ici le travail de Candido et al. pour des particules en
interaction de Yukawa [46], et celui, déja évoqué, de Meyers et Daumens sur des vortex
dans des supraconducteurs [58].

Nous avons également étudié les configurations d’équilibre des ilots de Wigner confinés
elliptiquement pour des rapports d’axes b/a entre 0,5 et 1 et un nombre de billes com-
pris entre 4 et 30 [191]. Cette étude a motivé les travaux de Apolinario et al. qui ont
récemment exploré les configurations d’équilibre dans de tels ilots dans le cas d’une in-
teraction logarithmique [192]. Leur étude a confirmé les positions d’équilibre observées
expérimentalement, aux incertitudes liées a de faibles différences d’énergie pres.

Ces observations permettent d’établir quelques traits caractéristiques des ilots confinés

elliptiquement (par rapport aux ilots dans un cadre circulaire) :

26 Ainsi, nous avons vu que les transitions entre configurations semblaient favorisées par une rotation
relative des couches. Ici cette rotation est rendue plus difficile, il est intéressant de voir de quelle maniere

ces transitions peuvent se dérouler.
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b/a=0,7 b/a=0,8 b/a=09 bla=1

F1G. 9.8 : (a) : Etats fondamentauz des ilots de 9 billes dans des confinements elliptiques, pour

4 rapports d’azes différents. (b) : Trajectoires dans ces mémes ilots.

— Les configurations d’équilibre ainsi que leurs positions relatives en énergie dépendent
de maniere marquée du rapport d’axes b/a (voir par exemple la figure 9.8(a)).

— A cause de la brisure de l'invariance par rotation, plusieurs configurations bien
marquées sont possibles au sein d'une méme couche, pour un méme nombre de
billes 2. Par ailleurs lorsque le rapport b/a varie, les changements de configuration
d’énergie minimale peuvent étre brutaux (changement du nombre de billes dans une
couche) ou continus (modification de la structure de la couche).

— Les "nombres magiques” permettant d’obtenir une structure proche d’un réseau

hexagonal changent selon le rapport d’axes.

Un exemple de systeme permettant cette étude est donné par les ilots de 9 billes,
qui présentent deux configurations d’équilibre tres proches en énergie, les configurations
(1-8) et (2-7). Comme présenté sur la figure 9.8(a), les positions relatives en énergie de
ces deux configurations varient avec b/a. Mais les positions restent proches, avec une
barriere peu élevée, et il est possible de trouver une température T; permettant d’obtenir
un fort taux de transition sans que les excitations collectives soient importantes. Ce

fort taux de transition offre ainsi la possibilité de suivre les transitions en fonction du

2"En particulier, nous pouvons remarquer que dans la configuration de 'état fondamental des systemes
circulaires a 3 couches, la configuration des deux couches internes est la méme que dans I’état fondamental
du systeme bicouches correspondant. Cela n’est plus le cas dans les systemes elliptiques, si ’on tient

compte des différentes positions que peuvent prendre les couches par rapport aux axes du systeme.
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rapport d’axes b/a et de préciser le lien entre ces transitions et I'invariance par rotation,
puisque la rotation des couches devient de plus en plus difficile au fur et & mesure que
b/a décroit. Pour preuve, lorsque le systéme passe d'une configuration (1-8) a (2-7) en
faisant glisser une bille au centre, la réorganisation de la couche extérieure est tres lente

et celle-ci reste longtemps non périodique, dans les cas des rapports d’axes inférieurs a 0,8.

La figure 9.8(b) présente les trajectoires des particules obtenues a la température
T;, pour des confinements dont le rapport d’axes b/a va de 0,7 & 1. Jusqu'au rapport
b/a = 0,8, il apparait clairement que les transitions se font exclusivement au niveau des
billes qui ne sont pas placées sur les axes de l'ellipse, mais dans ses ”coins”, que ce soit
pour ajouter une bille au centre ou pour en enlever. Par ailleurs, en-dessous de ce méme

rapport b/a = 0,8 nous n’avons observé aucune rotation globale de la couche extérieure.

La 7"spécialisation” de certaines billes peut se /“\

\

couche extérieure des systémes en position (1-8) est ;

comprendre a l’aide de criteres géométriques. La

en réalité constituée de deux sous couches elliptiques

de 4 billes de méme rapport d’axe, mais de tailles ;’

différentes, comme nous pouvons le constater sur \

le schéma ci-contre, réalisé a partir des positions o

d’équilibre des billes dans une ellipse de rapport b/a = 0,7. La sous couche la plus

proche du centre correspond aux quatre billes dans les ”coins”. Pour qu’une bille située
aux extrémités du grand axe puisse aller vers le centre, elle doit "pousser” les deux
billes du coin, ce qui a un cout énergétique trop fort. Une bille située sur le petit
axe semble mieux placer pour aller vers le centre. Cependant, dans la configuration
(2-7), les deux billes centrales se retrouvent alignées le long du grand axe : la bille
qui veut rentrer doit donc avancer tout en poussant la bille centrale orthogonalement
a la force qu’elle exerce sur elle, ce qui semble difficile a réaliser. Si, grace aux fluc-
tuations thermiques, la bille centrale découvre un peu de place sur un de ses coOtés,

les billes des " coins” sont donc les mieux placées pour se glisser et occuper la place vacante.

La maniere dont le désordre est introduit par les excitations individuelles semble donc
varier selon la géométrie du systeme. Ces excitations sont en effet soit uniformément
réparties sur la couche et assistées par les rotations, soit associées a certaines particules
d’une couche. Il serait intéressant de poursuivre dans cette voie en comparant les activités
de systemes plus ou moins elliptiques, en maintenant constants les autres parametres tels
la différence d’énergie entre les configurations (en modifiant la taille des systémes).

Par ailleurs, cet apercu de la dynamique suggere que 1’asymétrie peut bloquer certains
mouvements et en favoriser d’autres, observation qui pourrait étre mise a profit dans les

réseaux de particules piégés présentant des particules intersticielles, quand ’enjeu est de
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réussir a maintenir en place toutes les particules, comme dans les réseaux de vortex ou

I’on souhaite augmenter I'intensité du courant critique.

9.8 Conclusion

Les fluctuations thermiques, comme un potentiel extérieur gelé, conduisent au désordre
en induisant des excitations individuelles ou collectives des particules. Notre étude sur les
ilots de Wigner montre que les excitations individuelles peuvent participer activement a
cette mise en désordre, et ce a des températures bien plus basses que les températures
usuellement identifiées a 1’aide d’un critere ”collectif” tel le critere de Lindemann. Ceci
implique qu’il conviendra de prendre en compte cet effet dans une étude du désordre du
au piégeage, méme faible.

Nous avons montré que la géométrie locale du systéeme environnant les particules
excitées joue un role important, les excitations individuelles étant favorisées par une ab-
sence d’environnement de forte symétrie, ou par la position singuliere de certaines billes.
De méme, les déplacements relatifs entre alignements de billes (ici, les couches) dépendent
fortement de la commensurabilité de ces ensembles. Ce point va étre développé dans le
chapitre suivant.

A plus haute température, les excitations collectives deviennent plus importantes, et
la symétrie locale continue la encore de jouer un role important.

Ces observations suggerent que dans le cas d’un réseau élastique piégé, méme faible-
ment, les hétérogénéités dans le cristal induites par le potentiel sous-jacent pourraient étre
accentuées localement, et différemment selon la configuration locale, par les excitations

thermiques, et ce méme a faible température.

Par ailleurs, en ce qui concerne 1’étude proprement dite de la "route vers le désordre”
de petits systemes de particules en interaction, nous avons mis en évidence que le désordre,
caractérisé par la fonction de corrélation temporelle, apparait tres tot et qu’il est essen-
tiellement dii aux excitations individuelles de particules passant d’une couche a l'autre,
corollairement a une rotation relative des couches. Cette particularité des petits systemes
n’est pas mise en évidence par le critere général qu’est le critere de Lindemann. Ce pro-
cessus est progressivement mis en concurrence avec les excitations collectives qui brisent
I'ordre tout d’abord a l'intérieur des couches, puis dans les couches elles-mémes, selon
un scénario en cohérence avec les études numériques précédemment publiées?®. Nous

suggérons que I’emploi d’une fonction de corrélation temporelle permet de rendre compte

Z8Une telle dynamique a également été observée dans des systémes colloidaux par Bubeck et al. [193,
194], dans lesquels une phase dite réentrante, pendant laquelle ’ordre radial est retrouvé apres avoir été
perdu, est mesurée. Ce phénomene semble étre di au fait que les interactions des particules avec la paroi

sont, dans leurs systemes, des interactions de contact [182].
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de maniere globale du désordre survenant dans les systemes.

De plus, tout au long du processus, que ce soit au niveau des excitations individuelles
ou des excitations collectives, nous avons mis en évidence le role essentiel joué par la
géométrie locale. Notamment, la notion de commensurabilité est un critere important.
Les configurations incommensurables pouvant se désordonner plus facilement.

Signalons que ce role de la commensurabilité a été mis en valeur par des considérations
de déplacements moyens. Nous verrons dans le chapitre suivant qu’il est possible de la
quantifier de maniere plus fine en s’intéressant a 1I’évolution en temps des couches des

1lots.
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Chapitre 10

Processus de diffusion

unidimensionnels et symétries locales
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10.1 Introduction

Afin de qualifier le bain thermique effectif dans lequel sont plongées nos billes, nous
nous sommes intéressés dans le chapitre 3 a la diffusion de billes libres et de billes piégées
dans un puits harmonique. Cette étude nous a permis de montrer que le formalisme
de Langevin permet bien de décrire les trajectoires de nos particules, et nous avons pu
déterminer les constantes caractéristiques introduites dans ce formalisme.

Par ailleurs, I’étude de la dynamique autour des pieges! des particules intersticielles
dans les réseaux piégés, ou les possibilités de mouvement de ces particules dans des canaux
plastiques nous ont conduit a nous interroger sur la diffusion de particules dans des canaux
unidimensionnels modulés par d’autres particules en mouvement. Dans ces cas, I’équation

de Langevin devient alors non linéaire et donc difficile a résoudre analytiquement.

'Ou méme, plus généralement, autour de défauts ponctuels.
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Si des simulations numériques ou des approches différentes, par exemple a travers
I’équation de Fokker-Planck, ont permis de répondre a certains problemes posés, les
champs de recherche dans ce domaine, et ce méme pour des systemes tres simples en
apparence, restent largement ouverts.

Aussi avons-nous profité des possibilités offertes par notre dispositif expérimental,
dont nous controlons parfaitement la température tout en pouvant modifier aisément les
profils des potentiels d’interaction autour de nos particules, pour aborder I’étude de ce

type de diffusion.

Nous nous focalisons ici sur le probleme de la diffusion d’un ensemble de particules en
interaction dans un canal 1D modulé spatialement et temporellement, en nous attachant
a préciser le role de la commensurabilité entre le systeme diffusant et le canal de diffu-
sion. Le systeme retenu sont les couches 1 et 2 des ilots a N = 18 et 19 billes confinés
circulairement, ces couches étant soumises de part et d’autre a un potentiel périodique et
fluctuant di aux autres couches?.

Afin de préciser le role de la modulation du canal de diffusion, nous avons
préalablement étudié la diffusion de particules en interaction assujetties a demeurer dans
un canal unidimensionnel lisse suffisamment étroit pour interdire tout échange de posi-
tions. Notons que ce probleme de ”Single File Diffusion” (SFD) est une situation physique
que l'on retrouve dans des systémes variés 3, et notre dispositif s'insere dans les recherches
actuelles sur ce sujet qui, tant du point de vue expérimental que théorique, aboutissent
jusqu’a présent a des résultats parfois contradictoires.

Nous reprenons dans ce qui suit les notations introduites dans le section 3.3 et dans

l’annexe B.

2Cette étude se veut donc complémentaire de I’étude du parametre u§2 utilisé pour caractériser le

déplacement relatif entre les deux couches principales de ces ilots (couches 1 et 2). Dans cette étude,
nous n’avons pas considéré la rotation globale des couches, car ce qui nous intéressait était ’ordre dans

le systeme.
3Le transport d’ions dans des membranes biologiques ou de molécules dans des matériaux poreux, font

essentiellement appel a ce formalisme.
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10.2 Diffusion dans un canal fixe et lisse

10.2.1 Dispositif et protocole expérimentaux

Afin d’étudier la diffusion dans un canal lisse,
nous confinons les billes dans un canal circulaire
de rayons intérieur et extérieur valant respec-
tivement 3 et 5 mm, le fond du canal étant le
wafer habituellement utilisé. Le disque intérieur
au canal comme le cadre extérieur sont au méme
potentiel, celui des billes. L’étroitesse de ce ca-
nal empéche tout croisement entre les billes.
Un exemple de ce systeme est donné sur la fi-

gure 10.1.

Pour étudier le mouvement des billes, les pas 1, 10.1 : Canal circulaire utilisé pour

de temps d’acquisition sont choisis entre 15 et ¢tudier la diffusion 1D, ici avec 12 billes.
100 ms, selon que nous voulons plutot étudier

les comportements aux temps courts ou aux temps longs, et des séries de 10000 images
sont prises. Ce choix permet d’explorer avec une statistique satisfaisante la plage de temps
0,17r < t < 10007k, ot Tg =~ 100 ms est le temps caractéristique de relaxation d’une bille
dans le bain thermique qui marque, entre autres, le changement de régime entre le régime
quadratique pour les temps courts et linéaire pour les temps longs dans le cas d'une
diffusion libre.

Nous mesurons a chaque instant les coordonnées polaires r et 6 des billes. L’étude du
mouvement radial permet de connaitre la nature du potentiel de confinement. Celui du
mouvement angulaire correspond a la diffusion le long du canal. Par conséquent, comme
nous voulons nous rapprocher d’un systeme infini, nous considérons les valeurs cumulées
de la coordonnée angulaire d’une bille, et non pas I’angle modulo 27 : si la bille fait un
tour, sa coordonnée ¢ varie de £27. Nous considérons de plus le déplacement total d’une
bille, sans soustraire un éventuel mouvement d’ensemble (mouvement du centre de masse

dans un canal rectiligne).

10.2.2 Diffusion d’une seule bille

Le canal dans lequel nos billes se meuvent est non rectiligne et caractérisé par un poten-
tiel de confinement latéral imposant au systeme de billes de rester quasi unidimensionnel.
Afin de nous assurer que notre dispositif permet bien de modéliser un probleme de diffu-
sion unidimensionnel, mais aussi afin de pouvoir distinguer ultérieurement les effets dus
a l'interaction entre les billes de ceux éventuellement dus a cette géométrie particuliere,

nous commencons par étudier la diffusion d’une seule bille dans ce canal.
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F1G. 10.2 : (a) : Potentiels radiauzx de confinement dans la couronne obtenus a partir de la
distribution des rayons des billes, pour deux nombres de billes différents et deux tensions Vy : 1
bille, Vo =800 V (o) ; 1 bille, Vo = 1000 V (A); 12 billes, Vo =800 V (o) ; 12 billes, Vo = 1000
V (A). 7 est mesuré ici par rapport au rayon moyen (environ 4 mm). (b) : d.q.m Ar%(t) pour
une seule bille dans la couronne, pour trois tensions Vi différentes. Les courbes pleines indiquent

Uajustement a la loi (10.2).

A faible température (7' ~ 5.10" K), une bille placée dans le canal connait des os-
cillations radiales associées a une petite exploration orthoradiale. Lorsque la température
augmente, ce déplacement orthoradial augmente en amplitude et la bille peut réaliser
plusieurs tours dans la couronne. Aucun rebond sur les bords du canal n’est observé,
le confinement n’est di qu’a la répulsion de nature électrostatique. Le profil £(r) de ce
potentiel de confinement peut étre déterminé a partir de la distribution des coordonnées

radiales de la bille :

E(r) = —kpTIn P(r), (10.1)

ou P(r) est la probabilité de distribution de la coordonnée radiale r. Deux profils, obtenus
pour deux tensions Vj différentes, sont présentés sur la figure 10.2(a). Quelle que soit la
tension appliquée dans la gamme 600 V < V{, < 1000 V, le confinement crée un puits
harmonique dont la raideur K augmente avec Vj, alors que la position moyenne de la bille
reste inchangée*. Afin d’amplifier le mouvement unidimensionnel, nous travaillons donc
dans la suite avec des tensions Vj élevées (Vy ~ 1000 V).

Nous avons déja étudié a la section 3.3 1’évolution avec le temps du déplacement
quadratique moyen (d.q.m.) Ar?(t). Cette évolution est présentée de nouveau sur la fi-

gure 10.2(b) pour trois potentiels différents. Elle est trés bien ajustée par la loi

4Pour des tensions plus basses, la forme du confinement électrostatique devient de plus en plus plate,

épousant le profil géométrique du canal.
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kgT
9B

Ari(t) = [1- e_”t/z(cos(wt) + 21 sin(wt))], (10.2)

w

ol wg = K /m est la pulsation propre du puits et w = \/m est la pulsation ef-
fective. Comme on pouvait s’y attendre, I’ajustement est meilleur pour les hautes tensions,
pour lesquelles le profil du puits est parfaitement harmonique.

Le mouvement s’effectuant dans un canal circulaire, il convient de vérifier qu’il n’existe
aucun couplage effectif entre les coordonnées radiale et orthoradiale. En effet, si I'on
écrit les équations du mouvement en coordonnées polaires, il existe a priori un couplage
formel entre 7 et 6. Les variations du d.q.m. angulaire A6?(¢) en fonction du temps sont
présentées sur la figure 10.3(b). Aux temps longs, et ce quelle que soit la température, le
déplacement croit linéairement avec le temps, la diffusion le long du canal est donc libre.
Notons également que cette dépendance linéaire du déplacement confirme que les billes
ne rebondissent pas sur les bords, car en cas de rebond, il a été montré par Aslangul que
la dépendance du déplacement avec le temps peut étre completement différente [195]. Par
ailleurs, nous n’observons aucune oscillation, méme a petits temps, ce qui montre que les
mouvement radiaux et orthoradiaux sont découplés®.

En conclusion, nous avons un dispositif ou les billes présentent deux mouvements
découplés. Le mouvement orthoradial est une diffusion libre unidimensionnelle. Ses
régimes "temps court” et "temps long” sont distingués par le temps d’amortissement
TR = v~ ! qui peut étre mesuré in situ en considérant le mouvement radial, qui est une
diffusion dans un puits parabolique. Nous pouvons donc utiliser ce dispositif en couronne

pour étudier la diffusion d’une file de plusieurs billes.

10.2.3 Diffusion de billes en interaction dans un canal

Nous nous focalisons ici sur la diffusion d’un ensemble de 8, 12 ou 16 billes placées
dans la couronne. Les billes sont alors situées a une distance de 'ordre du mm, distance
de travail habituelle dans nos systémes®. De plus, 12 est également & une unité pres le
nombre de billes présentes sur la couche externe des ilots a 18 ou 19 billes dont nous
voulons étudier la diffusion.

Les potentiels de confinement radiaux typiques sont présentés sur la figure 10.2(a)
pour N = 12 billes. Comme dans le cas N = 1, ils sont harmoniques, indépendants de la
température et de raideur proportionnelle & V2. Cependant, notons que les raideurs, pour

une tension V5 donnée, sont plus importantes que pour une seule bille ”. Elles augmentent

5Ceci était d’ailleurs suggéré par le fait que la raideur K du puits est indépendante de la température ;
en cas de couplage, la raideur effective dépendrait de la température via la vitesse angulaire de la bille.

6Ces nombres de billes ont également été choisis pour que ces couronnes restent circulaires et ne
présentent pas de configuration en ”zig-zag”, contrairement & ce qui se passe pour d’autres nombres de
billes, selon Schweigert et al. [196].

"La pulsation propre wy est de I'ordre de 30 s~ !

au lieu de 20 s~! pour une seule bille.
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Fi1c. 10.3 : (a) : d.g.m. radiauz d’une bille dans une couronne de 12 billes, avec Vo = 1000 V et
T=35x10"Km), T="175x10" K (@), T=11,5x10" K (s), T = 17,5 x 101! K (o).
Les courbes pleines montrent ’ajustement avec la loi (10.2). L’augmentation avec T du nombre
d’oscillations visibles est une conséquence de la décroissance de l’amortissement v en fonction
de la température. (b) : d.q.m. angulaire pour une bille seule (o, Vo = 1000 V, T = 15,1 x 10!
K) et une bille dans une couronne de 12 billes (m, Vo = 1000 V, T = 11,4 x 10!* K). 6 est en
radians. Si Uon se place & une température plus élevée, la sortie du régime tY/? se fait encore

plus rapidement [32].

également avec le nombre de billes N, en cohérence avec ’étude numérique présentée
dans [196] pour des interactions coulombiennes. Par conséquent, le caractére unidimen-
sionnel du mouvement des billes est accentué lorsqu’on augmente la densité®. Notons que
v est lui indépendant de N.

Le long du canal, la distribution angulaire de chaque bille est gaussienne avec une
largeur proportionnelle & 1/N. La variation typique de cette largeur A#?(t) avec le
temps est présentée sur la figure 10.3(b) dans le cas N = 12. Aprés un accroissement
presque quadratique, une transition rapide vers un régime sous diffusif est observée.
L’accroissement est d’abord en /2 sur une décade, puis, dans la décade antérieure a la
limite expérimentale, avec un exposant plus faible (proche de 0,4). Comme le montre la
figure 10.4(b), ce comportement est indépendant du nombre de billes, qui n’influence que

I’amplitude générale du mouvement.

Analysons ces résultats a la lumiere de ceux obtenus dans la littérature sur les

phénomenes de SFD.

8Une autre conséquence intéressante est que cela augmente le nombre d’oscillations observables lors-
qu’on étudie le d.q.m. radial des billes, comme présenté sur la figure 10.3(a) : la détermination de vy et
de w par ajustement des courbes en devient d’autant plus précise : ce sont ces données que nous avons

utilisées pour présenter la dépendance de v en fonction de T a la section 3.3.
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Le premier modele théorique permettant de décrire la dynamique d’un ensemble de
particules diffusant dans un canal et ne pouvant pas s’y croiser a été écrit par Harris
en 1965 [197]. Dans ce modele comme dans des approches plus récentes telles le travail
de van Beijeren et al. [198], les particules sont supposées étre en interaction de contact
et se déplacer dans un canal de longueur infinie. Dans ces conditions, il est montré que
le d.q.m. Az?(t) d'une particule croit aux temps longs comme #'/2. Dans un travail plus
récent, Kollmann et al. montrent que ce comportement se retrouve dans le cas de particules
sur-amorties en interaction répulsive quelconque, tant que cette interaction a une portée
finie [199].

D’un autre coté, les études expérimentales permettant de mettre en évidence ce
comportement sous-diffusif sur ces systemes sont relativement récentes, peu nombreuses,
et donnent des résultats contradictoires. Plusieurs travaux portent sur la diffusion
de molécules organiques dans des zéolithes?. Deux techniques de visualisation sont
utilisées : la Résonance Magnétique Nucléaire [200,201] et la Diffusion Quasi-élastique
de Neutrons [200, 202]. Indépendamment de ces techniques ainsi que des molécules
étudiées, certaines études concluent a une diffusion classique [200,202], et d’autres a une
sous-diffusion en #'/2 [200,201]. Un autre systéme donne également lieu & controverse. 11
est possible de confiner dans un canal circulaire des particules colloidales. Le canal peut
étre obtenu par photolithographie [203,204] ou a l’aide pinces optiques décrivant un cercle
a une vitesse suffisamment élevée [205]. Alors qu'une diffusion classique est toujours
observée aux temps petits et intermédiaires, les interprétations pour le comportement
asymptotique sous-diffusif observé varient : certains auteurs suggerent qu’il s’agit tout
simplement du méme comportement que celui prévu pour un canal infini [203, 205]
alors que pour d’autres, il s’agit de l'effet des couplages hydrodynamiques entre les
particules [204]. D’un autre co6té, la théorie développée par van Beijeren et al. pour
des particules en interaction de contact dans un canal fini avec des conditions au bord
périodiques prédit que la diffusion doit étre linéaire, comme pour une particule libre.
Nous ne connaissons a ce jour, aucune étude théorique portant sur des particules en

interaction quelconque dans un canal fermé.

Nos résultats se distinguent en deux points des observations menées sur les systemes
colloidaux dans une géométrie équivalente, dont un exemple est reporté sur la fi-
gure 10.4(a).

D’une part, dans les systemes colloidaux, un régime linéaire est observé pendant une

décade avant le régime sous diffusif. Un tel régime n’est pas observé dans notre systeme.

9Les zéolithes sont des matériaux poreux tres utilisés pour la catalyse de réactions de transformation
d’hydrocarbures. Leur intérét est qu’il est aisé de modifier la taille des pores ou leur géométrie, afin
d’obtenir le tamisage souhaité des molécules de réactifs ou de produits. De fait, les études présentées ici

portent essentiellement sur la diffusion de molécules de méthane et d’éthane.
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Ceci indique que le temps 70 marquant la transition entre la diffusion classique et la sous
diffusion, qui correspond au moment ou chaque particule ressent I'influence de ses voisines,
est petit et de 'ordre de 7, qui caractérise le changement entre le régime quadratique et
le régime linéaire. Au contraire, dans les systemes colloidaux, le temps de transition entre
les régimes linéaire et sous diffusif semble étre de I'ordre de 10 s, bien plus grand que 7
qui doit étre plus petit que 100 ms . Dans notre systéme, I'interaction est probablement &
plus longue portée (au regard de la densité en particules utilisée dans chacun des systemes),
et la transition vers le régime sous diffusif arrive plus tot. Ceci est confirmé par le fait que

ce temps de transition 77(/NV) diminue lorsque N augmente. Si on le repére par

dlog AG*(t)

dlog? (7p(N)) = 1/2, (10.3)

on a 7p(8) = 1600 ms, 77(12) = 650 ms et 70(16) = 150 ms. De méme, dans les systéemes
colloidaux, le régime sous-diffusif survient plus tot lorsque la densité en particules aug-
mente (figure 10.4(a)).

D’autre part, nous observons un régime avec une croissance plus lente que t'/? aux
grands temps, ce qui n’est pas observé dans les expériences sur les particules colloidales.
Cependant, dans leurs expériences, le comportement sous diffusif n’est mis en évidence
que pendant une décade et est ajusté par une loi en t'/2. Comme nous pouvons le constater
sur la figure 10.4(a), les derniers points expérimentaux passent en dessous de la courbe
d’ajustement, ce qui pourrait suggérer un ralentissement ultérieur. Dans nos expériences,
nous pouvons observer ce ralentissement car elles sont menées jusqu’a un temps maximal
quasiment de 3 ordres de grandeur plus grand que le temps 7. Des enregistrements plus
longs dans les systemes de particules colloidales pourraient donner des résultats similaires.
Signalons toutefois que cette description en terme de lois de puissance n’est peut étre
pas la plus adaptée des lors que cette puissance diminue régulierement, et qu'une autre
description serait certainement plus souhaitable, d’autant plus que ces différents régimes
en loi de puissance ne surviennent pas aux mémes instants selon les interactions et les
densités.

Notre expérience permet de montrer que les comportements sous diffusifs observés
dans les systemes colloidaux ne peuvent étre uniquement attribués a des effets hydrody-
namiques mais relevent bien de la théorie générale de la SFD. Cependant, 'origine du
ralentissement que nous observons n’est pas immédiatement interprétable dans ce cadre.
La plupart des études théoriques existantes portent, d’une part, sur des systemes infinis
et, d’autre part, sur des interactions de contact ou bien sur des systemes sur-amortis.
Notre systeme ne vérifie pas ces hypotheses.

Nous suggérons que le ralentissement observé pourrait résulter de ’action conjointe

de la périodicité du systeme couplée a une interaction qui n’est ni de contact, ni linéaire.

0Car aucun régime en 2 n’est observé.

204



10.3. DIFFUSION DANS UN POTENTIEL PERIODIQUE FLUCTUANT

(a) 100 (b) T T T T T T T
A
AA/D\ o 8hilles
ASDDVVV ® 12 billes
% v B 16 bill
%7 %qﬁgéggm 10° | e
%%%E%Eﬁ .-
_ %%Q@ - - Ty
e =
£" g® 3
~ 8
jaty] 10° | o
M
Jat 5 °
0,1 g .
L]
n t [
1 1 1 1
e — ———rrrry — "
1 10 100 1000 10 10 10 1o
t [sec] t (ms)

Fig. 104 : (a) : d.q.m. angulaire mesuré par Lutz et al. [206]. Les différentes courbes corres-
pondent a différentes densités de particules. Entre la courbe (A) et la courbe (HB), la densité est
multipliée par 2. (b) : d.q.m. angulaire dans les couronnes a 8, 12 et 16 billes a la température

T =15,0 x 10! K et sous tension Vo = 1000 V (échelle log-log).

En effet, il a été prouvé que pour un systeme périodique de particules en interaction de
contact, la diffusion est classique [199]. Par ailleurs, si l'interaction entre les particules est
de type élastique, le systeme des équations de Langevin pour ’ensemble de la couronne
est linéaire et la contribution du mode normal correspondant a la rotation d’ensemble du
systeme mene & une diffusion classique '*. Ni notre systéme ni les systemes colloidaux ne
présentent un tel comportement linéaire : la nature de l'interaction entre les particules
semble donc, pour un systeme périodique, étre un parametre discriminant. Notons de
plus que dans les systemes colloidaux utilisés, le nombre de particules est plus grand,
ce qui pourrait impliquer que 'effet de la périodicité ne se fait ressentir que plus tard.
Lutz et al. montrent d’ailleurs que dans la plage de temps étudiée, la corrélation entre
particules est de portée plus faible que le diametre, faisant de leur systeme, jusqu’a un
certain temps peut étre, une bonne réalisation d’'un systeme infini de particules dans un
canal. Un développement des travaux présentés ici pourrait étre de travailler avec des
couronnes plus grandes pour étudier quantitativement I'impact de la périodicité sur la

diffusion.

10.3 Diffusion dans un potentiel périodique fluctuant

L’étude de la dynamique des ilots a 18, 19 et 20 billes nous a permis de mettre en
évidence une plage de températures dans laquelle, en dehors des transitions ponctuelles

entre configurations, l'essentiel de la dynamique releve de la rotation des différentes

HLes autre modes induisent une contribution bornée au bout du temps 7z.

205



CHAPITRE 10. PROCESSUS DE DIFFUSION UNIDIMENSIONNELS ET SYMETRIES LOCALES

couches 2. Dans ce régime, si on prend le point de vue d’une des couches, on peut
considérer que chacune de ses billes se déplace dans un potentiel périodique légerement

fluctuant du a Pautre couche.

10.3.1 Accélération de la diffusion dans un potentiel modulé

Dans les ilots a 18 et 19 billes, la couronne 2 (couronne extérieure) a un rayon compris
entre 3,5 et 3,9 mm, voisin de celui du canal utilisé a la section 10.2.3 . La comparaison
de la diffusion d'une couronne de 11 ou 12 billes ayant a son intérieur soit un potentiel
périodique fluctuant soit un potentiel lisse est donc possible.

Nous étudions cette diffusion sur la plage 11.10'* K < T' < 15.10'* K. Dans cette plage
de température, les transitions entre configurations restent faibles, nous pouvons donc
étudier la diffusion sur de grands temps. Comme montré sur la figure 9.3, les déplacements
relatifs intracouches normalisés ugl sont alors au plus de l'ordre de 0,02, ce qui implique
que 'écart type du déplacement d’une bille par rapport a sa voisine est dans la couche 2
de l'ordre de 0,07 radians et dans la couche 1 de 'ordre de 0,15 radians. Ces écarts étant
faibles par rapport a la distance angulaire 27 /N, entre deux billes de la couche, nous
pouvons donc considérer les couches comme des couronnes périodiques dont les éléments
peuvent légerement fluctuer autour de leur position d’équilibre. Ceci est illustré sur la
figure 10.5(b) ol nous avons reporté les trajectoires de deux billes de la couche 2 dans
I'llot (1-6-12) : les déplacements relatifs sont bien plus faibles que le déplacement commun
de ces deux billes.

Pour mener la comparaison, nous avons soumis les lots au méme potentiel Vy de 1000
V que pour la diffusion dans un canal lisse. La figure 10.5(a) présente la diffusion, dans
les mémes conditions de température, d’une bille de cette couronne, d'une part lorsqu’elle
appartient a la couche 2 de I'llot a 19 billes placé dans sa configuration fondamentale
(1-6-12), d’autre part lorsqu’elle est dans un canal lisse. Apres un départ similaire aux
temps courts, la diffusion dans I'tlot est beaucoup plus importante, en amplitude comme
en vitesse. Dans la derniére décade, la diffusion de la couche dans I'1lot suit une loi proche
de t°5. Signalons une nouvelle fois que cette description en loi de puissance est surtout un
procédé commode pour décrire la vitesse de la diffusion. Cette mobilité accrue est illustrée
par des trajectoires correspondantes a ces deux cas reportées sur la figure 10.5(b).

Nous pensons que cette différence importante est a lier au fait que la couche 1 est
également en mouvement. En effet, dans un paysage de potentiel périodique fixe, la diffu-
sion d'une particule est ralentie. L’agitation de la couche 1, composée de sa rotation glo-
bale, des vibrations de ses billes autour de leur position d’équilibre et des fluctuations liées
a I'agitation thermique semble manifestement permettre d’augmenter considérablement,

par l'interaction entre les deux couches, la diffusion de la couche 2. On peut en effet

2Voir la section 9.6.
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Fic. 10.5 : (a) : d.g.m. angulaire dans les couronnes a 12 billes dans un canal et dans l'ilot 1-
6-12. La température T vaut 11,4 x 10* K et la tension Vg est 1000 V. (b)(i)-(ii) : trajectoires
ayant permis de calculer ces déplacements. (i) : bille dans la couronne de 12 billes dans le canal ;
(ii) : deux billes dans la couche 2 de ltllot. (b)(iii) : trajectoire d’une bille dans la couche 1 de
Uilot.

concevoir que la diffusion 1D d’une particule ayant sur un de ses cotés une autre parti-
cule soit réhaussée lorsque cette derniere particule est également mobile [207]. Bandyo-
padhyay et al. ont étudié le cas plus complexe d’une particule seule diffusant dans un
potentiel périodique fixe et soumise a une force fluctuant rapidement [208]. Les auteurs
montrent que la diffusion, qui reste classique, est alors considérablement renforcée. Si
dans notre systeme on considere une bille d’une des couches, on peut considérer que le
potentiel créé par la couche voisine est proche de celui utilisé par Bandyopadhyay et al., la
partie fluctuante étant due aux oscillations des billes de la couche voisine autour de leurs
positions d’équilibre. La possibilité de développer et résoudre un modele plus complet,
prenant en compte l'effet de SFD dans la couche a laquelle appartient la bille considérée
ainsi que le couplage entre les deux couches, reste en suspens.

L’image d’un engrenage permettant de transmettre a une couche 1’énergie récupérée
par l'autre semble s’imposer. Cependant, cette image simpliste conduit a une idée fausse,
qui serait de dire que si les deux couches sont commensurables alors la transmission est
meilleure, et la diffusion plus importante. En nous penchant sur les effets de la commen-
surabilité sur cette diffusion dans les couches des 1lots, nous montrons dans la section qui

suit qu’il n’en est rien, et que le mécanisme est sans aucun doute plus subtil.

10.3.2 Diffusion et commensurabilité

Nous nous focalisons désormais sur la diffusion des couches 1 et 2 dans les 1lots & 18

et 19 billes placés dans leur configuration fondamentale, a savoir respectivement (1-6-11)
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Fi1Gg. 10.6 : d.q.m. angulaire des couches 1 et 2 dans les ilots (1-6-11) et (1-6-12) pour trois

températures (échelle log-log).

et (1-6-12). Les d.q.m. A#?(t) dans ces deux couches sont présentés sur la figure 10.6.

Aux temps longs, les déplacements croissent sensiblement avec la méme loi de puissance
(0,6 environ) quelle que soit la couche, quelle que soit la configuration et quelle que soit
la température 3.

L’amplitude des déplacements croit généralement avec la température. Cependant,
les déplacements sont comparables dans le systeme a 19 billes pour les températures
11,4.10" K et 12,5.10"" K. Ceci peut étre expliqué par un argument de commensu-
rabilité. Dans cette plage de température, le systeme est ”verrouillé”, le déplacement
relatif de la couche 2 par rapport a la couche 1 est faible dans la configuration (1-6-12),
comme nous l'avons vu a la section 9.5. Lorsque la température augmente, vers 15.10'!

K, les rotations relatives et corollairement la diffusion deviennent un peu plus importantes.

Nous voyons donc que la commensurabilité des couches, plutot que de faciliter 1'en-

tralnement, aurait plutot tendance a favoriser le blocage des deux couches.

3Notons que la racine du déplacement (A92)1/ 2 atteint facilement le radian, ce qui indique que les
couches tournent de maniere importante par rapport au cadre de confinement, comme nous pouvons le

constater en regardant la trajectoire d’'une particule (figure 10.5(b)).
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Ceci est encore plus marquant si on compare la diffusion des couches entre le systeme
N = 18 et le systeme N = 19. Nous effectuons cette comparaison sur la figure 10.7 ou
nous reportons, pour 4 températures et pour les deux couches, la valeur du parametre 7y,
représentatif de I'écart entre deux courbes de diffusion en régime stationnaire, défini par :

o A1892(150 S)

779 - A1992(150 S)7 (104)

oll Ay6? désigne le d.q.m. de la couche considérée dans I'ilot & N billes.

Nous constatons que vers 11.10* K, le rapport 1y est proche de 1, puis il croit pour
redescendre ensuite de nouveau a des valeurs proches de 1. Il existe donc une plage de
températures * dans laquelle la commensurabilité joue un role important.

Si, dans tous les cas, le paysage périodique fluctuant dans lequel se déplace les couches
permet d’accélérer la diffusion par rapport a un paysage non modulé, la commensurabilité
des deux couches atténue cet effet de restitution d’énergie. Nous pouvons concevoir que
cela est du au fait que, les deux couches étant bien positionnées I’une par rapport a l'autre,
sans déformation interne, il est nécessaire a un instant donné que les fluctuations de I'une
imprime exactement un mouvement dans le sens donné par les fluctuations de 'autre.
Au contraire, dans le cas incommensurable, les couches restent périodiques, elles peuvent
récupérer une impulsion transmise par la couche voisine, mais ne sont pas assujetties a
suivre son mouvement et peuvent utiliser plus librement I'énergie ainsi transmise. A plus
haute température, les différences s’estompent car les barrieres énergétiques deviennent
moins importantes par rapport a l’énergie thermique.

Notons enfin que la diffusion dans la couche 1 est environ sept fois plus importante

que dans la couche 2'° : ceci confirme que la présence d’un potentiel périodique a ici un

1471 n’est pas possible d’étudier la diffusion & grands temps pour des températures plus élevées car alors

les transitions entre configurations deviennent trop importantes.
15Ceci peut se voir sur les trajectoires de la figure 9.7 : on distingue encore des taches marquant les

positions des billes sur la couche 2, alors que la couche 1 est homogene.

209



CHAPITRE 10. PROCESSUS DE DIFFUSION UNIDIMENSIONNELS ET SYMETRIES LOCALES

role amplificateur : une bille de la couche 1 est en effet soumise a un potentiel dont la
période est deux fois plus petite que le potentiel auquel est soumise une bille de la couche
2.

10.3.3 Conclusion

L’étude semi-quantitative présentée ici permet de conclure que la diffusion d’une cou-
ronne de particules peut étre accélérée lorsque celle-ci est couplée avec un potentiel fluc-
tuant modulant le canal dans lequel elle se déplace, et ce d’autant plus que la période
spatiale du potentiel modulé est petite. Par ailleurs, a périodicité semblable, I'incommen-
surabilité de la période de la couche avec la période du potentiel permet d’augmenter
I’amplitude de la diffusion.

Ainsi que nous ’avons vu pour le piégeage de réseau bidimensionnels, ces arguments
de commensurabilité se retrouvent également dans plusieurs travaux récents portant sur
la dynamique de vortex dans un paysage énergétique modulé dans une seule direction.
Rappelons que I'enjeu est alors d’obtenir un courant critique le plus fort possible, donc un
piégeage le plus efficace possible. Le pas du réseau de vortex mobiles peut étre comparé
avec deux distances : le pas d'un réseau de pieges sous-jacent (voir par exemple, pour un
piégeage modulé dans une seule direction, la référence [209]), ou bien la largeur d’un canal,
admettant la présence de plusieurs vortex, dans lequel sont confinés les vortex [210,211]. Le
cas d'un canal dont les bords sont modulés permet de cumuler les deux effets [212-214].
Dans tous ces cas-la, il est avéré que la commensurabilité du pas du réseau avec les
dimensions citées précédemment favorise le blocage du réseau ou de la file de vortex soumis
a une force motrice. Plusieurs questions restent néanmoins ouvertes dans ce domaine ; il
semblerait notamment que dans le cas d'un canal modulé les positions respectives des
extrema des potentiels des deux parois jouent un role important. Lorsque la modulation
est obtenue par la présence de vortex fortement piégés, comme dans [213], le controle
de ce parametre est délicat, et des expériences plus directes a partir de notre systeme
pourraient permettre d’approfondir ce point.

Le systeme que nous avons présenté ici présente des limites par rapport a cette
problématique plus globale, notamment a cause des possibilités de sauts entre les couches.
Cependant, par le procédé présenté au chapitre 6, nous pouvons tout a fait envisager de
créer des canaux fixes modulés latéralement ou recouverts d’un réseau de pieges, ou méme
des canaux paralleles de billes présentant des densités différentes, comme illustré sur la
figure 10.8.

Les études présentées ici ont été facilitées par la cyclicité des systemes unidimensionnels
étudié. Introduire une périodicité dans un tel systeme n’est pas neutre. Ne serait-ce que
dans le cas d’une couronne non perturbée par un potentiel modulé, nous avons pu montrer

que la régime sous-diffusif en ¢'/2 habituellement prédit pour un systéme infini peut étre
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Fic. 10.8 : Exemple d’utilisation des possi-
bilités de modifier le potentiel de [’électrode
supérieure pour créer des canaur de billes

ayant une densité différente.

dépassé pour étre remplacé par un régime marque par une diffusion plus lente.

A cet égard, le fait que nous observons une diffusion suivant une loi de puissance
avec un exposant plus grand que 1/2 dans le cas d'un potentiel modulé fluctuant montre
I'importance de I'accélération de la diffusion que celui-ci induit : il ne s’agit pas seulement

d’une augmentation de I'amplitude de la diffusion, mais bien d’un changement de régime.
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Comprendre comment un réseau élastique bidimensionnel peut s’adapter a un poten-
tiel de piégeage périodique ou aléatoire est un enjeu de taille dans nombre de systemes
physiques aussi différents que les réseaux de vortex, les cristaux colloidaux ou encore les
cristaux de Wigner. Les différentes configurations ou comportements que peut adopter
le réseau, notamment lorsqu’il est soumis a une force motrice, sont variés et dépendent
notamment de I’élasticité du réseau, de sa température, des compatibilités de symétrie et

bien-stur du profil et de l'intensité du potentiel de piégeage.

Que ce soit dans le cas d'un piégeage fort pour lequel le gain en énergie de piégeage est
tel que le réseau se déforme fortement ou dans celui d'un piégeage faible, qui se traduit
par des écarts légers a la symétrie du cristal parfait, I'impact de chacun de ces parametres
n’est pas encore parfaitement compris et ce, aussi bien dans la phase statique que dans la

phase dynamique.

La plupart des études consacrées a ’ancrage de réseaux élastiques, notamment de
réseaux de vortex, utilisent des marqueurs macroscopiques. Or il est apparu important,
notamment dans le cas des études dédiées a la dynamique de réseaux piégés, de pouvoir
avoir acces aux mouvements individuels des constituants élémentaires du réseau pour relier
ces caractéristiques macroscopiques aux comportements locaux. Le systeme de quelques
milliers de billes millimétriques chargées que nous proposons, sorte de ”cristaux de Wigner
macroscopiques”, permet cette approche.

En effet, si initialement les tailles des billes, les distances les séparant, le controle
précis du potentiel de piégeage appliqué ainsi que la possibilité de suivre directement
leurs trajectoires nous autorisaient a penser que ce systeme pouvait étre performant et
complémentaire de ceux existants, ces potentialités sont maintenant confirmées et ce

systeme parfaitement caractérisé.

Le potentiel d’interaction entre les billes est décrit par la fonction de Bessel K, dont la
longueur caractéristique A est directement controlée par la hauteur du condensateur dans
lequel les billes sont placées. Cette interaction est identique a l'interaction entre vortex
dans un supraconducteur, ce qui fait de ce systeme un systéeme modele pour 'étude des
propriétés des réseaux de vortex. Ceci est confirmé par 'obtention avec notre dispositif

de structures d’équilibre observées dans des supraconducteurs mésoscopiques.

Par ailleurs, la description parfaite par le formalisme de Langevin du mouvement
des billes soumises a une agitation mécanique et celle des probabilités de transitions
entre niveaux d’énergie par la statistique de Boltzmann ont montré que les particules
sont "immergées” dans un bain thermique fictif, les haut-parleurs agissant comme un
thermostat effectif. Le systeme possede donc une température effective pouvant activer
thermiquement ses constituants et offre ainsi la possibilité d’utiliser les formalismes
associés a tout systeme thermodynamique. De plus le coefficient d’amortissement associé

au bain est tel qu’il est possible d’observer les mouvements sous-amortis de billes; la



dynamique des particules est donc accessible, notamment lorsqu’elles seront soumises a

un réseau de pieges.

L’intensité du potentiel d’interaction et la température effective pouvant étre modifiés
de plus de 2000 billes peut alors étre obtenu. Le processus de cristallisation de ce réseau
a partir d’une configuration désordonnée met en valeur la propension d’'un tel systeme
confiné a développer dans un premier temps des domaines ordonnés et désorientés les
uns par rapport aux autres. Leur dynamique de disparition peut étre décrite a travers
I’évolution de la ligne de dislocations les séparant. Cette évolution est thermiquement
activée et gouvernée par une force associée a la courbure des lignes de dislocations.

D’autre part, la température peut étre augmentée jusqu’a la température de fusion,
fusion marquée par l'absence de disclinaisons isolées et qui présente les signes d’une

transition du premier ordre.

Le calcul des constantes élastiques dans ces cristaux de Wigner macroscopiques avec
un pas de réseau de 'ordre de quelques A montre qu’il n’est pas suffisant de ne prendre en
compte que les interactions entre premiers voisins. Ceci suggere que la théorie continue
standard de Iélasticité, qui prévoit une longueur de corrélation du tenseur de déformation
nulle, ne peut étre appliquée a I’échelle des particules.

En particulier, la méthode classique de détermination des constantes élastiques d’un
systeme non contraint a partir des simples fluctuations des composantes de son tenseur de
déformation nécessite de prendre quelques précautions des lors que les données accessibles
sont les déplacements individuels des particules du réseau. Un grand soin doit étre apporté
au choix, d’une part, de la définition du tenseur, et, d’autre part, de la fonctionnelle
d’énergie libre permettant de décrire les propriétés élastiques.

Une étude critique des diverses méthodes employées dans la littérature montre qu’il
est rarement possible d’utiliser une théorie standard de 1’élasticité (ou 1’énergie libre est
simplement proportionnelle au carré du tenseur de déformation) couplée a une définition
de ce tenseur a partir de différences finies des déplacements a ’échelle des particules.

L’utilisation d’une énergie libre prenant en compte les gradients du tenseur de
déformation est donc souvent nécessaire, les différentes constantes du modele, dont les
constantes élastiques, pouvant étre extraite par une méthode dite de ”finite size scaling”.
Cependant, une méthodologie complete prenant en compte le caractere fini de tels réseaux
de particules demanderait a étre plus amplement développée, notamment pour pouvoir
étre appliquée a des systemes expérimentaux, dans lesquels I'astuce numérique des condi-
tions aux limites périodiques ne peut étre appliquée.

De plus, si les fluctuations spatiales dues a la température sont trop importantes, ce qui

est le cas notamment en l'absence de bain liquide comme dans des systemes colloidaux,



I'utilisation d'un tenseur de déformation défini au niveau des particules peut conduire
a une mauvaise détermination des constantes élastiques, méme si les gradients de ce
tenseur sont pris en compte dans la théorie. Nous proposons en conséquence d’utiliser le
tenseur de déformation calculé par coarse-graining initialement proposé par Goldenberg
et Goldhirsch pour pouvoir définir un tenseur de déformation élastique dans le cas d'un
systeme polydisperse.

Par ailleurs, la nécessité d’utiliser une fonctionnelle d’énergie libre faisant apparaitre
au minimum le premier gradient de la déformation introduit une longueur caractéristique
dans le systeme. Ceci suggere quun grand soin doit étre pris dans la description d’un
tel réseau piégé des lors que les variations du potentiel de piégeage sont significatives a

I’échelle du pas du réseau.

Le piégeage du réseau élastique ainsi qualifié peut étre obtenu a ’aide d’un dispositif
simple de pieges électrostatiques. Notamment, dans le cas d’un réseau de pieges qui est
périodique et de symétrie carrée, et lorsque le nombre de billes ramené au nombre de
pieges f est rationnel (1/4 < f < 2) et proche de 1, le dispositif de piégeage proposé
permet de reproduire des situations simples de piégeage fort, quand tous les pieges sont
occupés, mais aussi de mettre en évidence, lorsque l'intensité relative du piégeage diminue,
des cas de piégeage partiel non encore observés (dans le cas f = 1) ou qui n’avaient jamais
été prévus (dans le cas f = 2).

L’existence de ces configurations partiellement piégées résulte des contraintes fortes
de symétrie et est également associée a la portée des pieges, qui est de 'ordre du pas
du réseau. Elle résulte également d’une subtile compétition, mais aussi dans une certaine
mesure d'une collaboration, entre les forces élastiques et les forces de piégeage. En effet,
si la symétrie est gouvernée par le réseau de pieges, la possibilité de développer sur de
grandes distances un cristal respectant cette symétrie est liée a I'intensité de 'interaction
entre les particules.

Notamment, cette intensité gouverne la taille des domaines pouvant étre observés
lorsque les configurations d’équilibre présentent une dégénérescence positionnelle ou

orientationnelle.

Sans appliquer de force de dépiégeage au systeme, il est possible de tirer également de
précieux enseignements de 1’étude de la dynamique vers et autour des positions d’équilibre.

Lorsqu’un cristal transite d'une configuration non perturbée a une configuration
piégée, le mouvement collectif et rapide de groupes de billes placées dans une configu-
ration compatible avec leur configuration finale est privilégié; le cisaillement le long des
principaux axes cristallographiques est notamment facilement activé. La forme et la
taille des groupes concernés par ces déplacements dépendent des symétries initiales et

finales du cristal. Ce déplacement collectif aboutit a la formation rapide d