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Chapitre 1

Introduction

Nous noterons un graphe G = (X, E), ou X est un ensemble fini de
sommets et £ C X2 un ensemble d’arétes. Une aréte est donc constituée
de deux sommets. Les graphes non orientés considérés dans ce cours seront,
sauf mention contraire, simples : sans boucle (aréte de type xx) et sans aréte
multiple (plusieurs arétes entre deux sommets).

H = (Y, F) est un sous-graphe induit de G = (X, F), si Y C X et si
F = {e € E| les deux extrémités de e sont dans Y'}.

H = (Y, F) est un sous-graphe partiel de G = (X, E), si Y C X et si
FCENY?2

En général | X| = n et |E| = m. Le degré d’un sommet noté d(z) est le
nombre d’arétes adjacentes a x. Un sommet pendant dans un graphe, est
un sommet z tel que : d(z) = 1.

Une chaine de longueur k£ est un graphe :

P = ({zo, x1,..., 2}, {xox1, 2129, . . . xp_127% }) ayant k + 1 sommets et k
arétes, noté P. Ce graphe s’appelle une chaine de longueur & joignant x, a
Tk -

On confond souvent la chaine avec 'une des deux séquences : [zg, z1, . . ., Tg]
ou [Tk, Tg_1,...,2o]. Un graphe réduit & un sommet et sans aréte est une
chaine de longueur 0.

Un cycle de longueur £ est un graphe :

C = ({z1,..., 21}, {x129, X233, . . . )17, XK1 }) ayant k sommets et k
arétes, noté Cj. On confond souvent le cycle avec 'une des séquences :
[x1, X2, ..., Tk, x1] (& une permutation circulaire prés).

Avec de telles définitions, une chaine (resp. un cycle) ne passe qu’une fois
par un sommet, cela correspond & une chaine (resp. cycle) élémentaire chez
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4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

certains auteurs.

On appelle marche dans G = (X, E) une séquence non nulle M =
Toeixi€s . ..e,xy alternant sommets et arétes telle que :

V1 <1 < k, les extrémités de e; sont z;, et x;. On dit que la marche est
de longueur £ et qu’elle joint ¢ a x.

Lorsque xg = x; on dit que la marche est fermée ou un pseudocycle.
Si le graphe est simple, nous pouvons omettre les arétes et noter la marche
par [zg, 1, ..., Tgl.

Lorsque toutes les arétes de la marche sont différentes on dit que la marche
est un sentier', lorsque tous les sommets sont distincts la marche est une
chaine.

Proposition 1 Sl existe une marche finie joignant x a y dans G, alors il
existe une chaine joignant x a y dans G, en outre les sommets et les arétes
de cette chaine appartiennent a la marche.

Preuve: Soit M la marche de G joignant x a y. Il existe donc une marche
de longueur minimum joignant z & y dans GG. Notons M’, cette marche. Si elle
n’est pas élémentaire, on peut extraire une marche de longueur strictement
plus petite, d’ou la contradiction. O

N.B. Cette preuve repose sur la finitude du graphe, car si M est de lon-
gueur infinie, il n’est pas sir que M’ soit de longueur strictement inférieure.

Proposition 2 S’il existe un pseudo-cycle de longueur impaire dans G, alors
il existe un cycle impair dans G.

Un graphe G = (X, E) est connexe, si Vz,y € X, il existe une chaine
allant de =z a y.

Proposition 3 On considére un graphe G = (X, E) connezxe, si Vo € X,
d(x) < 2 alors G est soit une chaine, soit un cycle.

Preuve: Si G n’a aucune aréte, vu 'hypothése de connexité, G est réduit a
un sommet et est donc une chaine de longeur 0. Sinon G posséde au moins une
aréte, donc au moins une chaine et soit C' une chaine de longueur maximale
de G. Seules les extrémités x,y de la chaine peuvent étre adjacentes a des

! Ces définitions de chaines, marches, sentiers et autres cycles ne sont pas standard dans
la littérature



arétes n’appartenant pas a la chaine (car les autres sommets de la chaine
sont déja de degré 2). Mais si ces arétes ont une extrémité hors de la chaine,
celle-ci ne serait pas de longueur maximale. Donc soit d(z) = d(y) =1 et G
est une chaine, soit xy € E et G est un cycle. O

Théoréme 1 Les 6 conditions suivantes sont équivalentes et caractérisent
les arbres :

1. G est connexe minimal (si on enléve une aréte, le graphe n’est plus
conneze)

2. G est sans cycle mazimal (si on ajoute une aréte, le graphe admet un
cycle)

G est connexe sans cycle
G est connexe avec n — 1 arétes

G est sans cycle avec n — 1 arétes

S v

Vr,y € X, il existe une chaine unique joignant x a vy.

Preuve: Il est facile de vérifier que les conditions 1, 2, 3 et 6 sont équiva-
lentes.

Montrons I’équivalence avec les conditions 4 et 5. Pour ce faire nous allons
commencer par deux lemmes.

Lemme 1 Un graphe connexe ayant n — 1 arétes possede nécessairement un
sommet pendant.

Preuve: G étant connexe, Vo € X, d(z) > 1 (il n’y a pas de sommet
isolé). S’il n’existe pas de sommet pendant, alors Vo € X, d(z) > 2 et donc
Yeexd(x) > 2n > 2m = 2n — 2, d’ou la contradiction. O

Lemme 2 Un graphe G sans cycle, ayant au moins une aréte, posséde né-
cessairement un sommet pendant.

Preuve: Il existe au moins une chaine dans G. Considérons une chaine
[t = x1,..., 2, = y] de longueur maximale.
Si x n’est pas un sommet pendant alors il admet un autre voisin z différent
de 9. Si z € {x3,..., 2}, alors Parbre posséde un cycle ce qui est exclu.
Donc z ¢ {xs,..., 2}, mais alors la chaine choisie n’était pas maximale.
([



6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Revenons a la preuve du théoréme. Le premier lemme permet de montrer
par induction 4 implique 3.

En effet d’aprés ce lemme un graphe G, vérifiant la condition 4, admet au
moins un sommet pendant x. Si 'on considére le graphe G' = G — z. G’ est
sans cycle ssi G est sans cycle. En outre G’ a un sommet et une aréte de moins
que G et vérifie donc aussi la condition 4. On peut donc réitérer le procédé
jusqu’a arriver sur le graphe vide réduit a un sommet qui est évidemment
sans cycle. Donc 4 implique 3.

Un raisonnement analogue basé sur le lemme 2 permet de montrer 5
implique 3.

Montrons maintenant 3 implique 4 et 5. Le seul graphe & un sommet est
connexe et sans cycle et il a bien n — 1 = 0 aréte.

Suposons maintenant, vraie jusqu’a I'ordre n — 1 que la condition 3 im-
plique 4 et 5. On considére un graphe G = (X, E) ayant n sommets. Soit
a € X. G —aposséde k = d(a) > 1 composantes connexes G; = (X, E;)
qui sont nécessairement connexes et sans cycle, vérifiant ainsi la condition 3.
L’hypothése d’induction sur les graphes G; donne :

|E;| = |X;| — 1. D’ou l'on déduit :

|E| = Sicica|Eil + k = Sicick(1Xi] = 1) + k = hcics| Xi| = [X] - 1. D,

Corollaire 1 Tout arbre non réduit ¢ un sommet admet au moins deux som-
mets pendants (sommet de degré 1)

Remarquons que les deux preuves des lemmes précédents permettent d’affir-
mer que si I’arbre n’est pas réduit a un sommet, il admet au moins deux
sommets pendants. En outre lorsqu’on supprime un sommet pendant a un
arbre, le graphe obtenu est encore un arbre, ce qui nous donne un schéma
récursif simple pour manipuler les arbres.

Nous allons maintenant exhiber une propriété d’échange ainsi qu’'une dua-
lité.

Définition 1 Un cocyle 6(A) (ou une coupe (A, X-A)) d’un graphe G =
(X, E) est un ensemble d’arétes incidentes a un sous ensemble A C X, i.e.
I’ensemble des arétes n’ayant qu’une extrémité dans A l’autre extrémité étant
dans X-A.

Par définition §(A) = (X — A).

Lemme 3 5% un cycle p et un cocycle 6 ont une aréte en commun, ils en
ont au moins une deuriéme.
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Il est possible de préciser un peu le résultat : un cycle et un cocyle ont en
commun un nombre pair d’arétes.

Lemme 4 Soit G = (X, E) un graphe connexe et T = (X, F) un arbre
recouvrant de G, pour toute aréte e € E — F il existe une aréte f € F' telle
que T' =T — f + e soit un arbre recovvrant de G.

Une aréte d’un graphe est appelée un isthme lorsque sa suppression
disconnecte le graphe.

Lemme 5 Soit G = (X, E) un graphe connexe et T = (X, F) un arbre
recouvrant de G, pour toute aréte f € F, st G — f est toujours connexe
(i.e. [ n'est pas un isthme de G), il existe une aréte e € E — F telle que
T =T — f+ e soit un arbre recouvrant de G.

Dans les deux cas, on dit alors avoir procédé a un échange. Il est facile
d’en déduire que si T3 et T sont deux arbres recouvrants de G, il existe une
suite finie d’échanges qui permet de passer de T7 a T5.

1.1 Espaces vectoriels des cycles-coycles

A chaque cycle (resp. cocycle) on associe le vecteur caractéristique de ses
arétes, un vecteur de {0, 1}™.

On considére les coefficients dans Z/27.

Il est facile de vérifier que : (A) = X,c46(x)

Ce qui permet de définir la somme de cocycles :

0(A)+6(B) =0(AAB)

Nous avons ainsi un sous espace vectoriel des cocycles.

Lorsqu’on considére la somme de cycles, les arétes communes disparaissent,
cependant la définition de la somme de cycles quelconques, nous oblige a
considérer comme cycle une union disjointe de cycles. A ce prix on peut
définir le sous espace vectoriel des cycles.

On vérifie bien que :

V cycle u et V cocycle 8(A), on a bien

p.0(A) = 0. Les deux sous-espaces sont donc orthogonaux.

Théoréme 2 On considére un graphe G = (X, E) conneze, la dimension de
Uespace vectoriel des cycles (resp. cocycles) est m —n+ 1 (resp. n—1).
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Preuve: Soit T = (X, F) un arbre recouvrant de G. Pour Ve € £ — F,
T'+e contient un cycle unique p.. Ceci nous permet de construire un ensemble
de m —n + 1 cycles indépendants, car ils ont tous une aréte qui les distingue
de tous les autres. Donc dim(Cycles) > m —n + 1.

De méme pour Vf € F, T — f admet deux composantes connexes, et il
existe donc un cocyle unique de G, noté 6¢. On peut ainsi construire n — 1
cocyles indépendants. Donc dim(Cocycles) > n — 1.

Comme les espaces vectoriels sont orthogonaux,

dim(Cycles) + dim(Cocyles) < m, d’ou le résultat annoncé. O

On appelle base fondamentale de cycles d’'un graphe, une base obtenue
a I’aide d'un arbre recouvrant. Il est facile de voir en considérant le graphe
3-soleil, qu’il existe des bases de cycles qui ne sont pas fondamentales.

Ces bases de cycles sont utiles en chimie organique pour ’analyse des
fonctions associées & une molécule.



Chapitre 2

Arbre recouvrant de poids
minimum et algorithmes gloutons

On considére, un graphe non orienté connexe G = (X, F) et une fonction
de poids w : E — R,. Et I'on cherche donc un un sous-graphe 7' = (X, F')
connexe dont la somme des poids des arétes est minimale.

Comme application on peut imaginer que le graphe GG représente le réseau
des rues d’une ville que 1’on cherche a cabler. Il faut donc trouver un graphe
connexe (chaque sommet doit avoir accés au réseau) et de cotit minimum.
En effet le cotit d’installation d’un cable peut dépendre de la rue choisie
(faire passer un cable sous un tramway ou un monument historique peut
coiiter cher) c’est ce que modélise la valuation w.

Il est facile de voir, comme la valuation w est positive qu'une solution
optimale d’un tel probléme est nécessairement un arbre (graphe connexe
minimal, cf. le chapitre précédent). Ce probléme est donc appelé le probléme
de I’arbre recouvrant de poids minimum.

Ce probléme admet une solution, car I'ensemble des arbres recouvrants
est un ensemble fini, donc il admet un élément de cotut minimal. Tout le
probléme c’est de le trouver sans énumeérer tous les arbres recouvrants car
il peut y en avoir beaucoup (ex : n" 2 pour un graphe complet, d’aprés le
célébre théoréme de Cayley publié en 1889).

Pour ce faire on va construire un schéma d’algorithme, basé sur une bi-
coloration en rouge ou bleu des arétes de G. Cette présentation trés élégante
est due a Tarjan [32].

Au départ les arétes ne sont pas colorées et pour les colorier (de maniére
définitive) nous allons utiliser les deux régles suivantes :

9



10CHAPITRE 2. ARBRE RECOUVRANT DE POIDS MINIMUM ET ALGORITHMES GL(

Régle Bleue : Choisir un cocycle # qui ne contient pas d’aréte bleue, colo-
rier en bleu une aréte non colorée de colit minimal de 6.

Reégle Rouge : Choisir un cycle i qui ne contient pas d’aréte rouge, colorier
en rouge une aréte non colorée de cotit maximal de p

On remarquera que ces régles sont duales I'une de I’autre, par ’échange
cycle-cocyle et bleu-rouge.

Arbre recouvrant de poids minimum

tant que une regle est applicable faire

| Tl'appliquer

Théoréme 3 Si G est connexe, l'algorithme précédent calcule un arbre re-
couvrant de poids minimum.

Preuve:

Le graphe étant fini, il existe un nombre fini d’arbres recouvrants, parmi
ceux-ci il en existe un de poids minimum, notons le 7' = (X, F).

Nous allons prouver que l'invariant suivant est maintenu dans 1’algo-
rithme :

Invariant principal : Il existe un arbre de poids minimum qui contient
toutes les arétes bleues et aucune rouge.

La preuve se fait par récurrence sur le nombre d’application des régles.
Initialement 'invariant est trivialement vrai.

Montrons tout d’abord que les arétes bleues forment une forét de G (i.e.
un graphe sans cycle). La preuve se fait par induction sur le nombre d’appli-
cations de la régle bleue. Au départ il n’y a pas d’arétes bleues donc pas de
cycle et supposons que I'application de la iéme régle bleue sur 'aréte ab € 0
introduise un cycle entiérement bleu p. Mais d’aprés le lemme 3 6 et p ont
une autre aréte en commun, d’ou la contradiction.

Supposons le vrai lorsque k arétes ont déja été coloriées par application
des ces deux régles, il existe donc un arbre 7' = (X, F') recouvrant de poids
minimal qui contient toutes les arétes bleues et aucune rouge.

Considérons une nouvelle application, par exemple de la régle bleue. On
colore donc en bleu une aréte f d'un cocyle 6. Dans le cas ou f € F alors
I'invariant est encore trivialement vérifié. Supposons donc le contraire, f n’ap-
partient pas a F. Le graphe T = (X, F U {f}) admet donc un cycle pu. f
appartient & p et 6, or un cycle et un cocycle ont au moins deux arétes en
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commun, soit g une telle aréte. Nécessairement g € 6 et d’aprés I'application
de la régle bleue w(f) < w(g).

Cependant 7" = (X, FU{f} — g) est aussi un arbre recouvrant (échange
des arétes f et g, on note 7" = T+ f — g. Nous avons w(T") = w(T') + w(f) —
w(g), la minimalité de T impose donc que w(f) = w(g) et donc w(T") = w(T),
et arbre 7" permet de montrer que l'invariant est encore vrai.

Le raisonnement est similaire dans le cas d’une application de la régle
rouge.

Examinons ce que se passe lorsqu’on ne peut plus appliquer de régle.
Supposons que les arétes bleues forment un graphe partiel ayant plusieurs
composantes connexes sur les ensembles de sommets X1, ..., X}, avec k > 2.
Considérons le cocyle engendré par X;, 8(X;) qui ne contient par définition
aucune aréte bleue. Mais est-il possible que toutes ses arétes soient rouges ?
Montrons le contraire. L’ivariant étant toujours vrai, il existe un arbre de
poids minimal Tine = (X, Ffina) qui contient toutes les arétes bleues et
aucune rouge. Cet arbre utilise au moins une aréte de 6(X;), et cette aréte
ne peut donc étre rouge, donc il existe au moins une aréte de 6(X7) incolore.
On peut appliquer sur §(X;) la régle bleue et colorier en bleu 'aréte incolore
de poids minimal, d’ou la contradiction.

Ceci implique qu’a la fin les arétes bleues forment un graphe partiel
connexe de G lorsque celui-ci est connexe. Ce graphe est nécessairement un
arbre d’aprés l'invariant principal car les arétes bleues sont incluses dans un
arbre de poids minimum.

Montrons maintenant que toutes les arétes sont bien coloriées. Pour ce
faire supposons qu’il existe une aréte g € E non coloriée. Nécessairement,
g € F, mais alors il existe un cycle unique dans T+ g sur lequel nous allons
pouvoir appliquer la régle rouge, contradiction.

Conclusions : I'algorithme s’arréte donc et lorsqu’aucune régle n’est ap-
plicable, toutes les arétes sont coloriées. Les arétes bleues constituent un arbre
recouvrant de poids minimum et les arétes rouges un coarbre (un coarbre est
par définition le complémentaire d’un arbre recouvrant de G).

(I

L’algorithme générique proposé est dit glouton car il ne remet jamais
en question la coloration d’une aréte. Il existe plusieurs mises en application
différentes de cet algorithme générique. Les plus célébres sont dues a Kruskal
[23] et & Prim [27].
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Dans tous les algorithmes présentés ci-aprés pour la recherche
d’un arbre recouvrant de poids minimum, le graphe initial G est
supposé connexe.

Algorithme de Kruskal
Trier les arétes de G par poids croissant en une liste L
F—10
tant que |F| <n—1 et L # () faire
e « Premier(L)
Retrait(L, e); si T = (X, F'U {e}) n’a pas de cycle alors
| F— FU{e}

Cet algorithme revient a utiliser n-1 fois la régle bleue lorsqu’on ajoute
une aréte dans F, et un autant de fois la régle rouge que 'on détecte la
présence d’'un cycle en ajoutant 'aréte e. En outre il est facile de montrer
qu’a chaque itération la propriété : I’ est sans cycle est maintenue, et donc
a la fin F est un arbre recouvrant de G.

Il n’est donc pas nécessaire de colorier explicitement les arétes non consi-
dérées (les arétes de L a la fin de 'algorithme) car elles sont nécessairement
rouges et ne peuvent intervenir dans un arbre de poids minimal (cf. 'inva-
riant).

L’algorithme de Prim revient aussi a toujours appliquer la régle bleue, en
travaillant toujours sur un seul cocyle que ’on maintient au cours de 1’algo-
rithme. En outre la propriété F' engendre un graphe connezxe est maintenue,
et a la fin F' est nécessairement un arbre recouvrant de G.

Algorithme de Prim

F—1

A —{xo}

tant que |F| <n — 1 faire
Calculer I'aréte e = (a,x) (avec a € A) de cotit minimal de 6(A)
F — FU{e}
A— AU{x}

Une variante due & Boruvka (1926) d’aprés [19], est d’autant plus inté-
ressante qu’elle précédait historiquement celles de Kruskal et de Prim.



Algorithme de Boruvka

F—0

tant que G n’est pas trivial faire

Détruire les boucles de G

Remplacer les arétes multiples entre deux sommets, par une seule
dont le poids est le minimum des poids de ces arétes multiples

pour Vz € G faire
trouver l'aréte e, de poids minimum adjacente a x

F— FU{e,}
Contracter e,

Montrer que cet algorithme se préte aisément a la parallélisation.

13
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2.1 Quelques variantes

Kruskal a I’envers
Trier les arétes de GG par poids décroissant en une liste L
F—F
tant que |F| > n — letL # () faire
e «— Premier(L)
Retrait(L, e); si T = (X, F — {e}) est connexe alors
| FeF-1{c}

L’algorithme "Kruskal a lI’envers" est intéressant a utiliser lorsque le
nombre d’arétes du graphe G est trés proche de n-1, car le nombre de passages
dans la boucle tant que est borné par |E| —n + 1.

Kruskal-dans-le-désordre

Construire une liste L avec les arétes de G

F«1(

tant que L # () faire
e «— Premier(L)

Retrait(L, e)

siT = (X, FU{e}) n'a pas de cycle alors
| F—FU{e}

sinon

siw(e) <w(f), ou f est une aréte de poids mazimum du cycle

de F'U{e} alors
L F—(Fufe}) —{f}

L’algorithme Kruskal-dans-le-désordre permet d’éviter la phase ini-
tiale de tri des arétes du graphe suivant leur poids.

2.1.1 Ordre lexicographique sur les arbres

[’ensemble des arbres recouvrants d'un graphe peuvent étre muni d’'un
ordre partiel <, défini comme suit :

A chaque arbre T' on associe le mot m(7T") constitué des poids des arétes
de 'arbre classées par ordre croissant.

Nous pouvons alors définir T < T7 ssi m(T) <jee m(T").

[’ordre défini ci-dessus n’est qu’'un ordre partiel, car un méme mot peut-
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étre associé a deux arbres, qui ont alors le méme poids.

Il est facile de constater que 'algorithme de Kruskal construit un arbre
minimal pour 'ordre <. Cependant nous avons un résultat beaucoup plus
fort.

Propriété 1 Un arbre T est de poids minimum ssi il est minimal pour
Uordre <.
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Chapitre 3

Graphes orientés

3.1 Définitions de base sur les graphes orientés

Nous noterons un graphe orienté G = (X, U), ou X est un ensemble fini
de sommets et U C X? un ensemble d’arcs. Un arc (z,y) est donc constituée
de deux sommets : une origine x et une extrémité terminale y. Les graphes
orientés considérés dans ce cours seront, sauf mention contraire, simples :
sans boucle (aréte de type xx) et sans arc multiple (plusieurs arcs entre deux
sommets).

H = (Y, V) est un sous-graphe induit de G = (X,U), si Y C X et si
V={(z,y)eU | z,yeY}

H = (Y, V) est un sous-graphe partiel de G = (X,U), si Y C X et si
Vacuny?

En général | X| = n et |[E| = m. Le degré d’un sommet noté d + (z)
(resp. d—(z)) est le nombre d’arcs sortant (resp. rentrant) de z. Un sommet
pendant dans un graphe, est un sommet x tel que : d(x) = 1.

Une chemin de longueur k£ est un graphe :

P = ({xo, 21, ..., 21}, {(xo, 1), (21, 22), ... (xp_1,7%)}) ayant k + 1 som-
mets et k arcs, noté P,. Ce graphe s’appelle un chemin de longueur £ joignant
Zo a Ty

On confond souvent le chemin avec la séquence : [rg,z1,...,2%]. Un
graphe réduit a un sommet et sans arc est une chemin de longueur 0.

Un circuit de longueur k est un graphe :

C={z1,...,z}, {(z1,22), (x2,23), ... (xp_1, ), (Tk, 1) }) ayant k som-
mets et k arcs, noté C%. On confond souvent le circuit avec I'une des sé-
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quences : [x1, T, ..., X, 1] (& une permutation circulaire prés).

Avec de telles définitions, un chemin (resp. un circuit) ne passe qu’une
fois par un sommet, cela correspond & une chaine (resp. circuit) élémentaire
chez certains auteurs.

On appelle marche dans G = (X,U) une séquence non nulle M =
ToU1T1Us . . . ULT) alternant sommets et arcs telle que :

V1 < i < k, origine de u; est x;; et son extrémité terminale z;. On dit
que la marche est de longueur k£ et qu’elle joint xq a xy.

Lorsque xg = x; on dit que la marche est fermée ou un pseudocycle.
Si le graphe est simple, nous pouvons omettre les arcs et noter la marche par
[0, X1, ..., Tkl

Lorsque tous les arcs de la marche sont différents on dit que la marche est
une piste!, lorsque tous les sommets sont distincts la marche est un chemin.

Pour les graphes orientés, les choses se compliquent un peu, car nous
retrouvons les objets du chapitre précédents dés que 1’on considére le graphe
non orienté sous-jacent, sur lequel on peut identifier des chaines, cycles et
autres marches.

Proposition 4 S’il existe une marche finie joignant x a y dans G, alors il
existe un chemin joignant x a y dans G, en outre les sommets et les arcs de
ce chemin appartiennent a la marche.

Preuve: Soit M la marche de G joignant x a y. Il existe donc une marche
de longueur minimum joignant z & y dans GG. Notons M’, cette marche. Si elle
n’est pas élémentaire, on peut extraire une marche de longueur strictement
plus petite, d’ol la contradiction. O

N.B. Cette preuve repose sur la finitude du graphe, car si M est de lon-
gueur infinie, il n’est pas sir que M’ soit de longueur strictement inférieure.

3.2 Arborescences

Une racine d’un graphe orienté G = (X,U) est un sommet 7 € X tel
que Vx € X, x # r, il existe un chemin de r a x.

Théoréme 4 Pour un graphe orienté G = (X,U) avec | X| > 2, les 6 condi-
tions suivantes sont équivalentes et caractérisent les arborescences :

!Ces définitions de chemins, marches, pistes et autres circuits ne sont pas standard
dans la littérature.
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1. G est connexe sans cycle et admet une racine
2. G posséde une racine et an — 1 arcs
3. G posséde une racine r et Vo € X, il existe un chemin unique de r a x

. G posséde une racine et est minimal avec cette propriété (tout retrait
d’un arc de G supprime la propriété)

5. G est connexe et il existe un sommetr € X, avecd (r) =0 et Vo € X,
r#r,d(x)=1
6. G est sans cycle et il existe un sommet r € X, avec d—(r) = 0 et

Vee X, x#r,d (x)=1

Preuve: (2) — (3):

[’existence d’une racine implique la connexité de (¢, le nombre d’arcs per-
met de conclure que le graphe non orienté sous-jacent est un arbre. D’apres le
théoréme sur les arbres, Vo € X, x # r le chemin de r & x est nécessairement
unique.

(3) — (4) : trivial.

(4) = (5) :

(I

Ainsi dans une arborescence, tout sommet sauf la racine admet un pré-
décesseur unique (d~(z) = 1) et donc on peut représenter une arborescence
a 'aide de la fonction Parent : X — X.



20

CHAPITRE 3. GRAPHES ORIENTES



Chapitre 4

Parcours et chemins dans les
graphes

4.1 Parcours de graphes

Un algorithme de parcours dans un graphe peut se formaliser a I'aide de
deux ensembles de sommets OUVERTS et FERMES, le premier contenant les
sommets a explorer et le deuxiéme les sommets déja explorés. L’exploration
d’un sommet consistant & examiner tous les voisins d'un sommet : visite de
tous les arcs sortants du sommet.

ParcoursGénérique(G, )
Données: un graphe orienté G = (X, U), une fonction de cott
w:U — T, un sommet z,
Résultat: une arborescence de chemins issus de xg
OUVERTS «— {x}
FERMES « ()
Parent(xg) < NIL
Yy # xo , Parent(y) <y
tant que OUV ERTS # () faire
z « Choiz(OUV ERTS)
Ajout(z, FERMES)
Explorer(z)
Virer(z, OUVERTS)

21
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Explorer(z)
pour Tous les voisins y de z faire

siye FERMES alors
L. Ne rien faire

siy € OUVERTS alors
L. Ne rien faire
Ajout(y, OUVERTS)

| Parent(y) « =

Théoréme 5 L’algorithme précédent calcule en O(n + m) une arborescence
de racine xy recouvrant l’ensemble des sommets atteignables a partir de x.

Preuve: Il est facile de vérifier que l'algorithme précédent vérifie bien les
invariants suivants :

Invariants :

La fonction Parent définit une arborescence de racine z,

- Vo € OUVERTS, il existe un chemin de xg a x.

Ainsi a la fin du parcours, I’ensembles des sommets FERMES est égal a
I’ensemble des sommets atteignables dans le graphe G a partir de zy. Cet
ensemble est décrit a 'aide de la fonction Parent. Un sommet est exploré au
plus une fois et donc I'algorithme est en O(n+m) si le graphe est représenté
par ses listes d’adjacence. O

Ce parcours s’applique aux graphes non orientés et orientés. Le déroule-
ment d’un parcours permet d’ordonner (numéroter) les sommets d’un graphe.
Ces ordres sont liés a la gestion de I’ensemble des sommets OUVERTS et a la
fonction de choix du prochain sommet a explorer. Cet ensemble peut étre géré
comme une pile (Parcours en profondeur) ou une File (Parcours en largeur).

Lorsque tous les sommets du graphe ne sont atteignables a partir de xq si
I’on veut parcourir tout le graphe, il suffit d’ajouter les instructions suivantes
et de représenter I'ensemble des sommets FERMES a 'aide d’un tableau de
booléens :

Parcours(G) :

forall v € X do

| Ferme(z) « Faux

forall v € X do

si Ferme(x) = Faux alors
| ParcoursGénérique(G, x)
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Dans ce cas 'algorithme calcule une forét d’arborescences recouvrante de

G.

Parcours en largeur

On obtient un parcours en largeur dés que 1'on gére I’ensembles des som-
mets OUVERTS comme une file (premier entré, premier sorti).

Parcours en profondeur

On obtient un parcours en profondeur dés que 'on gére I'ensembles des
sommets OUVERTS comme une pile (dernier entré, premier sorti). Cette
gestion d’une pile se préte a une écriture récursive du programme, comme
suit :

DFS(G) :

forall v € X do

| Ferme(z) « Faux
forall v € X do
L si Ferme(x) = Faux alors
| Explorer(G,x)

Ezxplorer(G,z) :

Ferme(zx) « Vrai;

pre(x) ;

forall xy € U do

si Ferme(y) = Faux alors
| Explorer(G,y)

post(x) ;

Et les deux fonctions :
pre(x) :

pre(x) < comptpre ;
comptpre «— comptpre + 1;
post(x) :

post(x) « comptpost ;

comptpost < comptpost + 1;

En utilisant les propriétés des numérotations pre(x) et post(x), il est
possible de reconstituer le fonctionnement de la pile qui a permis de gérer
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I’ensemble de sommets OUVERTS. Ce parcours a permis d’écrire des algo-
rithmes linéaires (en O(n+m)) pour la recherche des composantes fortement
connexes d'un graphe orienté, de recherche des composantes 2-aréte connexes
d’un graphe non orienté, ainsi qu’un algorithme qu’un test de planarité.

Une extension linéaire d’un graphe sans circuit G = (X,U) est un
ordre total sur les sommet de GG, noté 7, vérifiant :

Ve,y € X, xy € U implique = <, y.

Théoréme 6 Si G est un graphe sans circuit, alors le parcours en profondeur
appliqué sur G vérifie la propriété :

L’ordre inverse de dépilement (noté post?) est une extension linéaire de

G.

Preuve: Considérons deux sommets z,y € X et supposons zy € U. Deux
cas sont possibles :

1. pre(z) < pre(y). Mais alors I'exploration de y se terminera donc avant
celle de z et nous avons bien : post?(x) < post?(y).

2. pre(y) < pre(z). Comme il n’existe pas de chemin de y a x, car sinon G
aurait un circuit, nous avons que l’exploration de y se terminera avant
celle de z. Et donc post?(x) < post?(y).

Parcours en largeur lexicographique

Il suffit de prendre T = {1,2,...,n}* (I’ensemble des mots construits
avec les nombres 1,2 jusqu’a n), et de choisir comme sommet & explorer celui
dont I'étiquette est maximale lexicographiquement.

Cet algorithme s’utilise sur les graphes non orientés.

La fonction Explorer devenant :
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Explorer(z)

numero(z) — numerocourant — 1
numerocourant — numerocourant — 1
pour Tous les voisins y de z faire

siye FERMES alors
[ Ne rien faire

siy € OUVERTS alors
| d(y) — d(y) e numero(2)
sinon

L d(y) — d(y) e numero(z)
Ajout(y, OUVERTS)

le symbole "e" représentant I'opération de concaténation, on étiquette

ainsi les sommets du graphe avec des mots sur {1,2,...,n}".
La variable globale numerocourant doit étre initialisée a n dans les ini-
tialisations de la procédure principale.

4.1.1 Algorithmes de plus courts chemins

4.2 Introduction

On considére un graphe G = (X, U) orienté et ’on suppose les arcs munis
d’étiquettes, i.e. une valuation w: U — R.

4.3 Les différents problémes

Pour un graphe G = (X, U) orienté dont les arcs sont valués

1. Etant donné deux sommets a et b, trouver la plus courte marchant
allant de a jusqu’a b dans G.

2. Etant donné un sommet a trouver pour chaque x € X les plus courtes
marches allant de a jusqu’a = dans G.

3. Pour tout z,y € G, trouver une plus courte marche allant de x jusqu’a

Y.
Dans I’'énumération ci-dessus, la complexité du probléme est croissante.
En effet un algorithme qui resout le probléme 3, permet de résoudre le pro-
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bléme 2 et un algorithme qui résout le probléme 2 permet de résoudre le
probléme 1.

Cependant lorsque les valuations choisies sont de signe quelconque, la
solution au probléme 1 peut-etre une marche infinie comprenant un circuit
de valeur négative (circuit dit absorbant).

Il est tentant de transformer le probléme en :

Etant donné deux sommets a et b, trouver le plus court chemin allant de
a jusqu’a b dans G.

Mais alors le probléme devient NP-difficile.

Algorithme de Dijkstra [16]

Algorithme de Dijkstra 1959
Données: un graphe orienté G = (X, U), une fonction de coiit
w:U—TR*"
Résultat: une arborescence de chemins issus de zq
OUVERTS «— {x}
FERMES « ()
Parent(xg) < NIL
Yy # xo , Parent(y) <y
d([[‘o) — 0
Yy # xo , d(y) < T (I'élément maximal de T')
tant que OUV ERTS # () faire
Choisir un sommet z € OUV ERTS tel que
d(z) = minyeovverrs{d(y)}
Ajout(z, FERMES)
Explorer(z)
Virer(z, OUVERTS)
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Explorer(z)
pour Tous les voisins y de z faire

siye FERMES alors
L. Ne rien faire

siy € OUVERTS alors
sinon
si d(z) +w(z,y) < d(y) alors
L Parent(y) « z
d(y) — d(z) +w(z,y)
Ajout(y, OUVERTS)

Parent(y) « z
d(y) — d(2) +w(z,y)

Théoréme 7 Lorsque la valuation w est a valeurs positives, [’algorithme
calcule bien une arborescence des plus courts chemins issus de x.

Preuve:
Considérons les invariants principaux de I'algorithme.
Invariants

1. Yx € OUVERTS, il existe un chemin p de zy a = tel que, d(z) = w(p)

2. A la fin de la iéme exploration d'un sommet, Ya € OUVERTS U
FERMES, d(x) est égale a la valuation minimale d’'un chemin de G
de xg & x n’utilisant que des sommets FERM ES sauf éventuellement
x.

L’invariant 1 se montre facilement par récurrence, montrons l'invariant 2
aussi par récurrence. Pour se faire indexons par i tous les objets de I’algo-
rithme & la fin de I'exploration du iéme sommet.

A Dinitialisation lorsque i = 0, 'invariant est trivialement vrai. Supposons
le maintenant vrai jusqu’a I’exploration du (i-1)éme sommet. Soit x le sommet
exploré a la iéme itération.

Considérons z € OUVERTS;UFERMES;, il y a plusieurs cas possibles.

— Soit zz ¢ U, mais alors il n’existe pas de chemin joignant xy & z n’uti-

lisant que des sommets de FERM ES; sauf éventuellement z. Comme
d;(z) = d;_1(2z), 'hypothése de récurrence permet de conclure.

Soit zz € U et z ¢ OUVERTS; 1 UFERMES; ;. Dans ce cas le
seul chemin joignant xy & z n'utilisant que des sommets de FERMES;
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sauf éventuellement z passe par x et I'algorithme affecte bien a d;(z) la
valeur de ce chemin.

— Soit xz € U et z € OUVERTS;_;. Quand le sommet = est fermé a la
iéme étape, il existe un chemin joignant xy a z n’utilisant que des som-
mets de FERM ES; sauf éventuellement z passant par x. L.’algorithme
prend en compte la valeur de ce chemin pour calculer d;(z), on peut
conclure grace a I’hypothése de récurrence.

— Soitxz € U et z € FERMES,_;. Dans ce cas l'algorithme ne fait rien
(i.e. di(z) = d;—1(2)) montrons que c’est justifie. En effet supposons
qu’il existe un chemin pu = [z, x1, ... 2k, Tpr1 = T, 2] allant de xy & 2z
tel que w(p) < d;(2).

Soit j € [0,k] V'indice du dernier sommet de g qui ait été exploré
avant que z ne soit exploré a I'étape h. Par hypothése de récurrence
dp(2j41) = w(p[ro, xj41]). Comme les valuations des arcs sont positives,
on en déduit : dp(zj+1) < di(z) ce qui contredit 'hypothése sur j, car
I’algorithme aurait du explorer z;,; avant z.

(I

L’algorithme A*

Si la fonction choix fournit un sommet 7 vérifiant :

d(z) + h(z) = minyeovverrs{d(y) + h(y)} ot h(y) est une information
"heuristique" sur la distance qui reste a parcourir.

et si 'instruction : "Ne rien faire" de I'algorithme de Dijkstra est rempla-
cée par :

si d(z)+w(z,y) <d(y) alors
Parent(y) « z
d(y) — d(2) +w(z,y)
Ajout(y, OUVERTS)

On suppose que cette fonction h(y) est une information disponible en
chaque sommet du graphe. L’usage de cet algorithme est adapté au cas ou
I’on cherche un plus court chemin d’'un sommet xy & un sommet ¢. La valeur
de h(z) pour un sommet x donné, étant une estimation de la distance qu’il
reste a4 parcourir pour aller de x a t.

Dans les deux instanciations précédentes, le goulot d’étranglement de
complexité provient de la gestion de ’ensembles des OUVERTS. 1l faut utili-
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ser une structure de données qui permette le calcul du minimum en O(logn)
Ol mieux.

4.3.0.1 Algorithme de Prim

Le graphe est non orienté, les arétes sont valuées et si le sommet a explorer
est celui

d(z) = minyeovverrs{d(y)}

et si 'exploration devient :

Explorer(z)

pour Tous les voisins y de z faire

siye FERMES alors
L. Ne rien faire

siy € OUVERTS alors

sinon
si w(z,y) < d(y) alors
Parent(y) « z
d(y) — w(z,y)

Ajout(y, OUVERTS)
Parent(y) « z

d(y) « w(z,y)

L’algorithme ci-dessus calcule un arbre de poids minimum de G et c’est
une implémentation de I'algorithme de Prim. En outre, il est facile de mon-
trer que I'arborescence obtenue est celle des distances minimum (suivant la
distance du max) issue de .

4.4 Un cadre général

Tous les algorithmes de plus courts chemins précédemment présentés
peuvent étre vus comme des implémentations d’'un algorithme générique,
défini comme suit. On considére un graphe G = (X, U) orienté et I'on sup-
pose les arcs munis d’étiquettes, i.e. une valuation w : U — T. ou T est un
ensemble muni d’une relation d’ordre total <, et de deux éléments distingués
T (resp. L) un unique élément maximal (resp. minimal).

On étend cette valuation aux chemins comme suit :

n = [xlu tee 7xk]7 w(:u’) - @Eig_lw(‘ri?xi-i-l)-
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La relation @ binaire associative sur T, étant interprétée suivant les
exemples, comme :

— D’addition dans le cas usuel o1 T est I’ensemble des entiers, des ration-
nels ou des réels,
le maximum,
un produit ou la concaténation dans un monoide,

La relation d’ordre total < s’interprétant comme :

I’ordre usuel quand T est I'ensemble des entiers,
I’ordre lexicographique lorsque T est un langage,

Algorithme de Parcours Générique
Données: un graphe orienté G = (X, U), une fonction de coiit
w:U—T
Résultat: une arborescence de chemins issus de zq
OUVERTS «— {x}
FERMES « ()
Parent(xg) < NIL
Yy # xo , Parent(y) <y
d(xg) < L (I’élément minimal de T')
Yy # xo , d(y) < T (I'élément maximal de T')
tant que OUV ERTS # () faire
z « Choix(OUV ERTS)
Ajout(z, FERMES)
Explorer(z)
Virer(z, OUVERTS)
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Explorer(z)
pour Tous les voisins y de z faire

siye FERMES alors
L. Ne rien faire

siy € OUVERTS alors
sinon

si d(z) ®w(z,y) <d(y) alors
Parent(y) « z

d(y) — d(z) ©w(z,y)
Ajout(y, OUVERTS)
Parent(y) « z

d(y) — d(z) ©w(z,y)

31
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Chapitre 5

Connexités

Un graphe G est k-connexe avec k > 1 si pour Va,y € G, il existe k
chaines sommet-disjointes allant de x a y.

De méme un graphe G est k-aréte-connexe avec k > 1si pour Vz,y € G,
il existe k chaines aréte-disjointes allant de x a y.

Un point d’articulation (resp. un isthme) de G, est un sommet z (resp.
une aréte e) tel que G — x (resp. G — e) est non-connexe.

Théoréme 8 Pour un graphe non orienté G conneze, les quatre conditions
sutvantes sont équivalentes :

1. G est 2-connexe
2. G n’admet pas de point d’articulation
3. Vx,y,z € G, il existe une chaine de x a y passant par z

4. Vx,y,z € G, il existe une chaine de x a y évitant z

33
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Chapitre 6

Graphes planaires

6.1 Définitions de base

Les notions étudiées ci-aprés de planarité, sont parmi les notions les plus
délicates a présenter de la théorie des graphes car elles utilisent de la topo-
logie (notions de voisinage) de la géométrie (coordonnées, distances) et de la
combinatoire (gestion de tous les associations possibles).

Cependant 1’étude des graphes planaires est indispensable en imagerie,
car toute image 2D peut étre représentée par un graphe planaire.

Définition 2 Un graphe G = (X, E) non orienté est dit planaire s’il admet
une représentation dans le plan dans laquelle les arétes ne se croisent qu’aux
sommets.

Une représentation planaire d’'un graphe est appelée un graphe planaire
topologique ou plongement, on la notera ¢(G). On posera | X| =n et |E| = m.

Tous les graphes ne sont pas planaires, ainsi K33 et K5 ne le sont pas.

Un graphe planaire peut avoir plusieurs plongement planaires non iso-
morphes.

Dans un plongement planaire on associe a chaque sommet un point du
plan et les arétes sont des courbes continues du plan "arcs de Jordan". Ce-
pendant pour 1'usage que nous en ferons nous pouvons faire I’hypothése que
les arétes sont représentées par des lignes polygonales (suite finie de segments
de droites).

Commencons par quelques définitions de topologie :

35
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Définition 3 U un ensemble de points de R* est appelé un ouvert, s’il
vérifie :
Vp € U,3e > 0 tel que Vp' vérifiant d(p,p') < e alors p' € U.

Les deux définitions suivantes utilisent un plongement planaire ¢(G) de

G.

Définition 4 O un ouvert de R? est appelé une région de R* par rapport a
o(G), s’il vérifie :

Vp,p' € O, il eriste une ligne polygonale qui va de p a p’ sans croiser
d’aréte de ¢(G).

Définition 5 Une région F' mazimale est appelée une face de ¢(QG).

La version restreinte du théoréme de Jordan :

Théoréme 9 Une ligne polygonale simple fermée partage le plan en 2 régions
(Vintérieur et l’extérieur).

Soit, F' I'ensemble des faces de ¢(G), on notera |F| = f et f = fo+ 1 on fy
représente le nombre de faces finies.

Théoréme 10 Si G est conneze, pour tout plongement planaire ¢(G) de G
vérifie la relation d’Euler :
‘n —m+ f=2 ‘

Preuve: La preuve se fait a I’aide d’une induction simple sur le nombre de
sommets.
Pour n = 1.
Lorsque m = 0, il n’y a qu’une face et la relation est vérifiée. On procéde
alors par induction sur le nombre d’arétes en remarquant qu’un tel
graphe est constitué de m boucles sur 'unique sommet. Si on considére
une boucle, d’apres le théoréme précédent elle sépare le plan en deux.
On peut donc enlever une boucle et cela revient a enlever exactement
une face et donc cela marche par induction.
— Dans le cas o n > 1.
Comme G est connexe il admet au moins une aréte e = [a,b]. On
contracte cette aréte, cela nous donne un nouveau graphe G’ ayant une
aréte et un sommet de moins. Cette opération ne peut ni supprimer ni

créer de face donc on peut conclure en utilisant I’hypotheése d’induction.
|
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Il existe une autre preuve directe, basée sur la construction d’un arbre
recouvrant T' de ¢(G). A chaque aréte du coarbre de ¢(G) on associe l'aréte
correspondante du dual. Cela nous permet de construire un arbre recouvrant
de ¢(G)%. Donc m =n — 1+ f — 1. Cette trés jolie preuve est tirée de [4].

En conséquence le nombre de faces de ¢(G) ne dépend pas du plongement
de ¢ (ne dépend que des nombres de sommets et d’arétes).

On peut aussi remarquer que les faces finies de G supposé connexe consti-
tuent une base de ’espace des cycles et l'on a :

fo=m—n+1=v(G) formule du nombre cyclomatique d’un graphe, i.e.
la dimension de I'espace vectoriel des cycles de GG, ce qui engendre une autre
preuve de la relation d’Euler.

Cette égalité n’implique pas que pour tout cycle u de G, il existe un
plongement ¢(G) dans lequel ce cyle p soit une face (pour s’en convaincre, il
suffit de considérer un cycle & 4 sommets muni de deux diagonales K,).

Remarque : En fait la relation d’Euler est valable pour un plongement
sur une surface orientable S de genre genre(S) :
n—m+ f =2—2genre(S)
Rappelons que le genre de la sphére est 0, surface équivalente au plan,
donc aussi de genre 0.

Corollaire 2 Un polyedre convexe P de R® ayant n sommets, [ faces et m
arétes vérifie m —m + f = 2.

En effet on peut représenter sans croisement sur la sphére un tel poly-
édre. En prenant une face quelconque du polyédre comme face infinie on
peut obtenir une représentation plane de P sur lequel on applique la formule
d’Euler.

Cette formule n’est plus valable si le polyédre admet des trous, il y a des
contrexemples.

6.2 Dualité

Définition 6 A tout plongement planaire ¢(G) d’un graphe G = (X, E), on
peut associer son dual, i.e. un autre graphe qﬁ(G)d dont les sommets sont les
faces de ¢(G) et ladjacence entre faces est définie par les arétes communes
auz deuz faces dans ¢(Q). A chaque aréte commune auz deuz faces, on asso-
cie une aréte dans ¢(G)%. Ainsi méme si ¢(G) est un graphe simple, ¢(G)?
peut étre un multigraphe.
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Une représentation planaire de ¢(G)? s’obtient aisément, il suffit de mettre
un point au milieu de chaque face de ¢(G) et de les relier a toutes les faces
adjacentes.

Exemple célébre : le diagramme de Voronoi [34| et la triangulation de
Delaunay (Charles Eugéne Delaunay, mathématicien Frangais 1816-1872),
sont deux graphes planaires duaux définis a partir d’'un ensemble de points.

Ainsi ¢(G)? admet f sommets et m arétes (car une aréte de ¢(G)? cor-
respond exactement a une aréte de ¢(G)).

I est facile de vérifier que (¢(G)%)? est isomorphe & ¢(G) si et seulement
si G est connexe. En effet le passage au dual préserve la connexité, mais
si un graphe admet plusieurs composantes connexes son plongement ¢(G)
aussi. Cependant (¢(G)?) est connexe (grace a la face infinie) et donc aussi
(¢(G)h)? qui ne peut donc pas étre isomorphe a ¢(G).

Cependant il existe des graphes (par exemple un cyle avec deux arétes
pendantes) pour lesquels tous les plongements bien que combinatoirement
isomorphes ne sont pas topologiquement équivalents (sur I’exemple du cyle,
suivant que ’on mette les deux arétes pendantes dans la méme face ou non).
Ces deux plongements méme s’ils sont combinatoirement isomorphes, ne sont
pas topologiquement équivalents.

Ainsi il existe des graphes planaires G possédant deux plongements ¢(G)
et ¢'(G) tels que ¢(G)? et ¢'(G)? ne sont pas combinatoirement isomorphes.

En outre on peut montrer :

Un graphe n’admet qu'un plongement planaire (a un isomorphisme prés
préservant la topologie) s'il est 3-connexe. Dans un tel cas on peut vraiment
parler du graphe dual G¢ d'un graphe planaire G.

6.3 Cas particulier des graphes simples

On dit qu'un graphe G est simple s’il n’admet ni boucle ni aréte multiple.
Pour un graphe planaire étre simple implique que pour tout plongement les
faces ont au moins trois arétes :

Va € F, degre(a) > 3

d’ot : 2m = ) _pdegre(a) > 3f,

et donc | f < 2?’" :

En reportant dans la formule d’Euler, on obtient :

m=n-24f<n-2+2 don:[m <50
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De méme on a f < 2 < 2/3(3n —6), c’est a dire :

=)

On peut retenir que pour les graphes planaires simples m, f € O(n).

6.4 Exercices

1.

6.5

On considére un graphe planaire G' et un de ses plongement ¢(G),
montrer que pour toute face F' de ¢(G), il existe un plongement 9 (G)
dans lequel F' est la face infinie.

Montrer en utilisant la formule d'Euler que K33 et K5 ne sont pas
planaires. Proposer une autre preuve, sans utiliser la formule d’Euler.

K33 et Ky sont-ils plongeables planairement sur un tore, un ruban de
Moebius ?

Montrer qu'un graphe planaire simple admet au moins un sommet de
degré inférieur ou égal a 5.

En déduire qu'un ballon de football ne peut étre uniquement réalisé
par coutures de piéces de cuir hexagonales.

Déduire aussi de cette propriété un codage efficace en mémoire d’'un
graphe planaire. Préciser le nombre de bits nécessaires pour coder un
graphe planaire ayant n sommets.

Montrer que toute triangulation d’un polygone a n cotés utilise exac-
tement n — 3 diagonales pour créer n — 2 triangles.

Les solides platoniciens. Montrer qu’il n’existe que 5 solides ou poly-
édres qui soient réguliers de degré k et dont toute face soit un polygone
régulier a d cotés.

Graphes planaires maximaux

Nous appelerons graphe planaire maximal un graphe simple planaire G,
tel que I'ajout d’une aréte lui fasse perdre cette planarité.

Il est facile de vérifier que dans un tel graphe toute face est un triangle
(méme la face infinie) et le nombre d’arétes vérifie m = 3n — 6. En fait, nous
avons les équivalences suivantes pour un graphe simple et planaire G :

G est maximal ssi toute face est un triangle ssi m = 3n — 6.
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De tels graphes sont presque composés de 3 arbres recouvrants (ce qui
ferait 3n-3 arétes) et il y a eu de nombreux travaux de recherche sur ce sujet.

|
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