
Algorithme de Knuth-Morris-Pratt (1977)
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Fig. 1 � Prinipe de l'algorithme de Knuth-Morris-PrattDepuis un déalage de u, on avane simultanément la leture sur u et v tant qu'on a égalitédes lettres lues. Autrement dit, on alule le plus grand su�xe de la partie de v lue qui est aussipré�xe de u.Options de déalage� Naïve : Déalage de u de 1. Mais obligation de reommener le test de omparaison audépart.� Plus éonomique : inutile de revenir en arrière sur v si on a bien alulé au fur et à mesureles plus grands su�xes des parties lues de v qui sont aussi pré�xes de u. Il faut don mieuxpenser les déalages. w′ est un su�xe propre de w et aussi pré�xe de u. Or, w est un pré�xede u et |w′| < |w| don w′ est un pré�xe propre de w. On va don étudier les pré�xes de
w qui sont aussi des su�xes de w (notion de "bord" ou "bordure" de w). (Voir Fig.2)Dé�nition 1 (fontion π) π(w) est le plus grand pré�xe propre de w qui est aussi un su�xede w.L'idée est de aluler π(w) pour tous les pré�xes w de u. La bonne nouvelle est que e alulest possible en Θ(m) (m = |u|).Lemme 1 (Formule de alul inrémental)

π(wa) =

{

π(w)a si w|π(w)|+1 = a

π(π(w)a) sinon1
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W’Fig. 2 � Mieux penser les déalagesPreuve : π(wa) est un su�xe de wa don π(wa) s'érit xa où x est un su�xe de w. De même,
π(wa) est un pré�xe de wa don x est un pré�xe de w. Et don, par dé�nition de π, x est unpré�xe et un su�xe de π(w). On en déduit que |π(wa)| = |x|+ 1 ≤ |π(w)|+ 1.� Cas 1 : égalité, 'est à dire |x| = |π(w)| soit x = π(w) et π(wa) = π(w)a.� Cas 2 : inégalité strite : |π(wa)| = |x|+ 1 < |π(w)|+ 1

π(wa) suffixe de wa

π(w)a suffixe de wa

|π(wa)| < |π(w)|+ 1 = |π(w)a|







⇒ π(wa) suffixe propre de π(w)a

π(wa) préfixe de wa

π(w) préfixe de wa

|π(wa)| ≤ |π(w)|







⇒
π(wa) préfixe de π(w)
π(wa) préfixe propre deπ(w)aAinsi, par dé�nition de π, π(wa) est un pré�xe et un su�xe de π(π(w)a).Inversement : si y est un pré�xe et un su�xe propre de π(w)a, alors y est un pré�xe de

π(w) don de w don de wa. Il est de plus un su�xe de wa. Et par dé�nition de π, y estun pré�xe et un su�xe de π(wa). En appliquant à y = π(π(w)a), on obtient que π(π(w)a)est un pré�xe et un su�xe de π(wa).Finalement, π(wa) = π(π(w)a).Dé�nition 2 (fontion γ) γ(u, v) est le plus grand pré�xe de u qui est aussi su�xe de v. (vest la partie lue du texte)Lemme 2 (Formule de alul inrémental)
γ(u, va) =







γ(u, v)a si u|γ(u,v)|+1 = a

γ(π(u), va) sinon
π(γ(u, v)a) à priori OKL'avantage de la deuxième ligne sur la troisième, est que π(u) est préalulé.2
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motif uFig. 3 � Calul inrémental de γ2 Implémentation2.1 Préliminaires :On a un texte T [1...n] et un motif P [1...m]. On ommene par aluler les bords pour P :
Π[i] = |π(P [1...i])| ∀ 1 ≤ i ≤ mExemple, si P = abaababa.
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Π Fig. 4 � Exemple P = abaababaAlgorithm 1 Bords(P )1: i← 1, Π[0]← −12: for j from 1 to m− 1 do3: Π[j]← i4: while i ≥ 0 and P [j + 1] 6= P [i + 1] do5: i← Π[i]6: end while7: end for8: Π[m]← i9: return ΠComplexité : O(m), ar la omplexité est proportionnelle au nombre de test d'égalité delettres. Or, pour haun de es tests, 2j − i = α + β est stritement roissant, part de 0 et estmajoré par 2m. D'où une omplexité en O(n).
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Fig. 5 � Calul de Bord2.2 Reherhe :Algorithm 2 Reherhe(P, T )1: Π← Bords(P )2: (i, j)← (0, 03: while j < n do4: while i ≥ 0 and P [i + 1] 6= T [j + 1] do5: i← Π[i]6: end while7: (i, j)← (i + 1, j + 1)8: if i = m then9: "Ourene !"10: i← Π[i]11: end if12: end whileComplexité : O(m + n).� Calul de Π : O(m)� Ensuite O(n), ar 2j− i = α + β est stritement roissant pour haque test d'égalité, partde 0 et est majoré par 2n. D'où une omlexité en O(n).
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Fig. 6 � Reherhe
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