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1 Etude des couplages dans les graphes bipartis

Définition 1.1 Un graphe non orienté G = (V, E) est biparti si on peut partitionner V en X
etY tq F Caxy,xe X,ycY
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Remarque : Ce sont les graphes 2-coloriables, ainsi que les graphes sans cylce de longueur
impaire.

Définition 1.2 Un couplage de G est un ensemble d’arétes C C E tel que deux arétes de C
n’ont jamais de sommet en commun.

Fia. 1 — Couplage d’un graphe

Définition 1.3 Soit C' un couplage de G = (V, E), et x € V.. On dit que x est saturé par C' si
x est Uextrémité d’une aréte de C. Sinon, on dit que x est insaturé.

Définition 1.4 Un couplage C de G est parfait s’il sature tous les sommets de G.
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Fia. 2 — Couplage parfait
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Fic. 3 — Exemple d’application

Probléeme classique : Trouver un couplage de cardinal maximum

Complexité : Dans le cas général, polynomial pour G quelconque. Dans le cas biparti, on peut
se ramener au probleme de flot maximum.
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Fia. 4 — On ajoute une source et un puit, avec capacité de 1 partout.

Propriété 1.1 Si les capacités du réseau sont dans N, alors la valeur du flot mazimum est
dans 7 et il existe un flot ¢ avec cette valeur tel que ¥(x,y), p(x,y) € Z

Preuve :
— la valeur du flot maximum est dans N

2 Algorithmes de flots

2.1 Algorithme de pré-flots (Goldberg)
2.1.1 Définition

Définition 2.1 (pré-flot) R = (V, E,c) réseau de source s et puits p. Un pré-flot est un appli-
cation ¢ : E — R vérifiant :

— Pseudo-symétrie : Vx,yp(y, x) = —¢(x,y)

— Contrainte de capacité : V(x,y) € E, ¢(x,y) < c(x,y)

— Relaxation de la loi de conservation : Vo € X

{holz,y) <clz,y)



Pour z fixé,

Y dy.a)= > o)
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Flot en exceés en z, noté e(x), e(x) = ¢(X,r) Un sommet x est dit excédentaire si e(z) > 0.

2.1.2 Opérations élémentaires

Définition 2.2 Soit R = (V,E,c) un réseau de source s et de puits p. Une fonction de
hauteur h pour un préfiot ¢ est un application V. — N vérifiant :

- his)=1V|

- h(p) =0

- V(z,y) € By, h(z) < h(y) +1

Opération pousser(z,y) . La poussée du flot a travers arc (x,y) applicable uniquement si
— e(z) > 0 (z excédentaire)
— Cy(x,y) >0 ((x,y) pas saturé par ¢)
— h(x) = h(y) + 1 (poussée du haut vers le bas)

Fonction pousser(x,y).
— dg — man(e(z), Cy(,y));
- qﬁ(:r,y) N qﬁ(x,y) + d(f);
- ¢($7y) — _QS(‘T’y);
- e(z) —e(x) —dy
—e(y) —ely) +dy
pousser est saturante si, apres la poussée, I'arc (x,y) est saturé (ie, ¢y = 0).
Opération élever(x) , applicable uniquement si :
—e(x) >0
- V(z,y) € By, h(z) < h(y)
—xFEp
Fonction pousser(x,y).
= h(z) — 1+ mzn{h(y)> (z,y) € E¢}§

2.1.3 Algorithme générique

Initialisation — pour tout z € V, h(z) « 0 et e(x) < 0
— pour tout (z,y) € E, ¢p(x,y) «— 0 et ¢(y,z) «— 0
= h(s) <[V
— pour tout & € NT(s), ¢(s,x) « c(s,x) et ¢(z,s) — —¢(s,z) et e(x) — ¢(s,x)
Corps — tant qu’il existe une opération de poussée ou d’élévation applicable, choisir une
opération valide et I'effectuer.

Lemne 2.1 Soit R = (V, E,c) un réseau de source s, de puit p, de flot ¢ et de hauteur h. Si x
est excédentaire, alors on peut appliquer au moins une opération élémentaire.

Preuve V(z,y) € Ey, h(z) < h(y) + 1.
ler cas : 3y, (x,y) € Ey et h(xz) = h(y) + 1. On peut appliquer & (z,y) une poussée.
2eme cas : Yy, (x,y) € Eg, h(x) < h(y). On peut appliquer élever(x).



2.1.4 Correction de I’algorithme

Lemne 2.2 Durant l’algorithme, les hauteurs ne décroissent jamais. Chaque fois qu’un sommet
est elevé, sa hauteur augmente d’au moins 1.

Lemne 2.3 A chaque étape de l’algorithme, la fonction h reste une fonction de hauteur.

Preuve On raisonne par récurrence sur le nombre d’étapes déja effectuées.

— Apres linitialisation, c’est OK.

— Apres une nouvelle étape,

ler cas : On a effectué une opération élever (x). x # p # 5. Si (z,y) € Ey, h(xz) < h(y)+1
apres élévation. Si (y,z) € Ey, avant élévation on avait h(y) < h(z) + 1. Vu que h(x)
augmente, on garde h(y) < h(z) + 1

2eme cas : On a effectué une opération pousser (x,y). Avant 'opération, on avait forcément
h(xz) = h(y) + 1. Apres opération, il faut vérifier que I'apparition d’arc dans Ey ne
change pas la propriété de hauteur. Le seul arc pouvant apparaitre est (y,z). Dans ce
cas, on sait que h(y) = h(z) — 1 < h(x) + 1.

Lemne 2.4 Mémes notations. Il n’existe pas de chemin de s a p dans Rg.

Preuve (par’absurde). Supposons qu’il existe yp = (s = xg, 21, ..., £x = p) un chemin élémentaire
de s & p. Alors Vi, h(z;) < h(xit1). D’ou |V| = h(zo) < h(zg) + k < |V, impossible.

Théoréme 2.1 Si l'algorithme termine, il calcule un flot mazimum.

Preuve L’algorithme termine signifie qu’il n’y a plus d’opération applicable, donc plus de
sommet r # s # p excédentaire, donc ¢ est un flot. Donc le flot ¢ est maximum, car il
n’existe pas de chemin de s a p, par théoreme de Ford-Fuckerson.

2.1.5 Analyse de complexité et terminaison

Lemne 2.5 Mémes notations. Pour tout sommet x excédentaire, il eriste un chemin de x a s
dans Rg.

Preuve Posons U = {y € V/3 un chemin de = a y dans Ry}. Montrons par I'absurde que
s € U. Supposons que s € U On sait que V(y,2) € U x U, on a ¢(z,y) = 0 (sinon
cp(y,2) = c(y,2) — #(y,2). Donc ¢(U,U) < 0. e(U) = > cpely) = >, cpo(Viy) =
o(V,U) = ¢(U,U) + ¢(U) < 0. Or, Yy € V,e(y) > 0. Donc, Vy € U,e(y) = 0, en
particulier e(z) = 0. Absurde.

Lemne 2.6 Mémes notations. On a toujours h(z) < 2Jv| — 1.

Preuve Soit x le sommet venant d’étre élevé. x est forcément excédentaire. Donc il existe
p = (s = xg, 1, ..., v = p) un chemin élémentaire dans Ry. Vi, h(x;) < h(xi41 + 1. Donc
h(zo) < h(zg) + k < 2|v| + 1.

Corollaire 2.1 Le nombre total d’élévations dans ’algorithme est inférieur a 2|V |?

Lemne 2.7 Il y a au plus 2|V ||E| poussées saturantes.



Preuve Considérons une poussée saturante sur (z,y) € Ey. Elle fait disparaitre (z,y) € E.
On compte pour x,y € F le nombre maximum de poussées saturantes sur (x,y) et (y,x).
On remarque que de telles poussées n’existent que si (z,y) € E ou (y,z) € E. Si on
effectue une poussée saturante sur (z,y), (z,y) disparait de Ry et il faut une poussée
sur (y,z) pour qu'’il revienne. Si on effectue une poussée saturante sur (z,y), on avait
h(z) = h(y) + 1. On en déduit qu’entre deux poussées sur (z,y), h(y) augmente d’au
moins 2, et réciproquement pour (y,z) et h(x). On considere la valeur de h(z) + h(y) au
cours des poussées saturantes sur (z,y) ou (y,z). Lors de la premiere h(z) + h(y) > 1.
Au cours de la derniere, h(x) 4+ h(y) < 2(2|V|+ 1) d’ou h(z) + h(y) < 4|V|. Le nombre
de poussées saturantes entre x et y est donc inférieur a % = 2|V]. En raisonnant sur
I'ensembles des arrétes, on obtient bien un maximum a 2|V||E|.

Lemne 2.8 Il y a au plus 4|V |>(|V| + |E|) poussées non saturantes.

Preuve On définit la fonction de potentiel ® = > s h(z) out S est I'ensemble des sommets

excédentaires. Au départ, & = 0. Considérons I’évolution de .

opération d’élévation ® augmente d’au plus 2|V| (h ne varie pas, sauf pour un sommet
de hauteur, mais hauteur bornée par 2|V|. Pas de changements de S.

opération de poussée saturante sur (x,y). h ne varie nulle part. On a éventuellement un
nouveau sommet excédentaire, y. ¢ augmente d’au plus 2|V|.

opération de poussée non saturante sur (z,y). h ne varie nulle part. On a éventuellement
un nouveau sommet excédentaire, y.  n’est plus excédentaire ; disparition de x dans S.
® diminue d’au moins h(x). De plus, ® décroit de h(z) — h(y) = 1. La valeur maximum
que peut atteindre ® est bornée par 2|V|x nombres d’élévation +2|V|x nombres de
poussées saturantes < 4|V [2(|[V| +|E|). Il y en a au plus 4|V |*(|[V| + | E|) poussées non
saturantes.

Théoréme 2.2 Avec m = |V| et n = |E|, si n = O(m), Ualgorithme réalise au plus O(n*m)
opérations élémentaires.

Théoreéme 2.3 L algorithme de préflot est de complexité O(n’m).



