
Algorithmique Parallèle 2006�2007 TD n�10 � MasterNids de bou
les1 Analyse de dépendan
es
⊲ Question 1 E�e
tuer l'analyse de dépendan
es sur le 
ode suivant :

S1 : A← B + C

S2 : D ← E + F

S3 : C ← A + C

S4 : E ← C + D

S5 : E ← 1

⊲ Question 2 E�e
tuer l'analyse de dépendan
e du programme suivant :Pouri = 1 à N Pourj = 1 à N

S1 : a(i + 1, j − 1)← b(i, j + 4) + c(i− 2, j − 3) + 1
S2 : b(i− 1, j)← a(i, j)− 1
S3 : c(i, j)← a(i, j − 2) + b(i, j)2 Élimination de dépendan
es

⊲ Question 3 Cal
uler le GDR du 
ode suivant :Pour i = 1 à N

S1 : a(i)← b(i) + c(i)
S2 : a(i + 1)← a(i) + 2d(i)Essayer de 
asser le 
y
le de dépendan
e en introduisant une variable temporaire.Dans le 
as général, la dé
oupe de sommet s'applique ainsi :Pour i = 1 à N. . .

Sk : lhs(f(i))← rhs(. . . ). . .. . .
Si : . . . ← lhs(g(i))

Pour i = 1 à N. . .
S′

k : temp(f(i))← rhs(. . . )
Sk : lhs(f(i))← temp(f(i)). . .
Si : . . . ← temp(g(i))avant la dé
oupe après la dé
oupe

⊲ Question 4 On suppose que la fon
tion d'a

ès lhs (pour left hand side) est inje
tive. Montrer 
e quedeviennent les six types de dépendan
e possibles ave
 la dé
oupe du sommet : dépendan
es en entrée sur
Sk de type �ot, anti et sortie, et dépendan
es en sortie de Sk de type �ot, anti et sortie.
⊲ Question 5 Soit G le GDR d'un nid de bou
les, et soit G′ le graphe obtenu à partir de G en dé
oupanttous ses sommets. Montrer qu'un 
y
le de G′ 
omprend, soit uniquement des dépendan
es de �ot, soituniquement des dépendan
es de sortie. De plus, montrer que tout 
y
le de G′ 
orrespond à un 
y
le déjàprésent dans G.
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⊲ Question 6 Appliquer la méthode de dé
oupe des sommets au 
ode suivant (on dé
oupera uniquementles sommets S2 et S3) :Pouri = 4 à N

S1 : a(i + 5)← c(i− 3) + b(2i + 2)
S2 : b(2i)← a(i− 1) + 1
S3 : a(i)← c(i + 5) + 1
S4 : c(i)← b(2i− 4)3 Algorithme d'Allen et Kennedy

⊲ Question 7 On 
onsidère le 
ode suivant :Pour i = 1 à N Pourj = 1 à N

S1 : a(i + 1, j + 1)← a(i + 1, j) + b(i, j + 2)
S2 : b(i + 1, j)← a(i + 1, j − 1) + b(i, j − 1)
S3 : a(i, j + 2)← b(i + 1, j + 1)− 1Donner le graphe de dépendan
es réduit, ave
 pour 
haque dépendan
e son type (�ot, anti, sortie) et sonniveau. Appliquer l'algorithme d'Allen et Kennedy pour restru
turer le nid de bou
les et véri�er la naturedes bou
les obtenues.

⊲ Question 8 Donner un nid de bou
les parfait où toutes les dépendan
es sont uniformes, et dont leGDRN est exa
tement le graphe suivant :
1

1

2

1

1 2

+inf +infExé
uter l'algorithme d'Allen et Kennedy sur 
e nid de bou
les.
⊲ Question 9 Donner un nid de bou
les parfait où toutes les dépendan
es sont uniformes, et dont leGDRN est exa
tement le graphe suivant :

1

2

2

1 1

11 1

+inf

+inf

Exé
uter l'algorithme d'Allen et Kennedy sur 
e nid de bou
les.E.Agullo , C. Tedes
hi , Y.Robert
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i
es
⊲ Question 1, page 1Considérons la première instru
tion. Elle e�e
tue une é
riture sur A. La seule autre instru
tion quiutilise A est S1. Comme 
'est une le
ture et qu'elle intervient après S1, on a trouvé une dépendan
e de�ot. En traitant ainsi toutes les instru
tions dans l'ordre, on obtient les dépendan
es suivantes :� Flot S1 → S3 : variable A.� Flot S2 → S4 : variable D.� Anti S1 → S3 : variable C.� Flot S3 → S4 : variable C.� Anti S2 → S4 : variable E.� Anti S2 → S5 : variable E (re
ouverte).� Sortie S4 → S5 : variable E.
⊲ Question 2, page 1

S1 modi�e la variable a(i + 1, j − 1) et S2 lit a(i, j), il y a don
 une dépendan
e entre 
es deuxinstru
tions. Si on 
her
he une dépendan
e de S1(i, j) vers S2(i
′, j′) (qui sera une dépendan
e de �ot), ondoit avoir (i, j) <seq (i′, j′) ave
 i + 1 = i′ et j − 1 = j′ : on trouve bien une dépendan
e dont le ve
teurde distan
e est (1,−1). Si on avait 
her
hé une dépendan
e de S2(i, j) vers S1(i

′, j′) (né
essairement uneantidépendan
e), on aurait les équations i = i′ + 1 et j = j′ − 1 ave
 (i, j) <seq (i′, j′), 
'est-à-dire i < i′ou i = i′ et j < j′ : pas de solution i
i. Ave
 un peu d'habitude, on e�e
tue la di�éren
e des indi
es et onoriente la dépendan
e dans la bonne dire
tion, mais attention à ne pas se tromper ! Observons le 
as de S2qui modi�e b(i−1, j) et de S1 qui utilise b(i, j+4). La première 
omposante du ve
teur d'itération devantêtre positive, on a une antidépendan
e de S1 vers S2. Au �nal, on obtient les dépendan
es suivantes :� Flot S1 → S2 : variable a, distan
e (1,−1)� Flot S1 → S3 : variable a, distan
e (1, 1)� Flot S3 → S1 : variable c, distan
e (2, 3)� Anti S1 → S2 : variable b, distan
e (1, 4)� Anti S3 → S2 : variable b, distan
e (1, 0)

⊲ Question 3, page 1Le 
ode initial 
omporte un dépendan
e de sortie de S2 vers S1, 
ar a(i + 1) est é
rit dans S2 àl'itération i avant d'être réé
rit dans S1 à l'itération suivante. Il y a également une dépendan
e de �ot de
S1 vers S2 à 
ause de a(i). On obtient don
 le GDR suivant :

f

S_1 S_2

oL'ajout d'une variable temporaire permet de � dé
ouper � le sommet S1 et d'éliminer le 
y
le :Pour i = 1 to N :
S′

1 : temp(i)← b(i) + c(i)
S1 : a(i)← temp(i)
S2 : a(i + 1)← temp(i) + 2d(i)Le GDR du nouveau nid est le suivant :

S_1’ S_2S_1

f

f oLe 
y
le a été 
assé. On peut distribuer la bou
le pour obtenir le 
ode parallélisé :Pour i = 1 to N :
S′

1
: temp(i)← b(i) + c(i)

a(1)← temp(1)Pour i = 1 to N :
S2 : a(i + 1)← temp(i) + 2d(i)E.Agullo , C. Tedes
hi , Y.Robert



Algorithmique Parallèle 2006�2007 TD n�10 � Master
f_in

f_new

f_inS_i: ...

S_k: <− rhs(...)

rhs(...)

lhs(f(i))

S_k: <− temp(f(i))

S_i: <− ...

<− rhs(...)

rhs(...)

temp(f(i))

lhs(f(i))

<−

S_k’:

Fig. 1 � Dépendan
e de �ot en entrée de Sk, avant et après la dé
oupe de sommet.
a_in

f_newa_in

S_i: <− lhs(...)

<− rhs(...)lhs(f(i))

S_k: <− temp(f(i))

<− lhs(...)

S_k’: <− rhs(...)temp(f(i))

lhs(f(i))

S_i:

S_k:Fig. 2 � Antidépendan
e de �ot en entrée de Sk, avant et après la dé
oupe de sommet/
⊲ Question 4, page 1Il faut étudier su

essivement les six possibilités. On obtient les transformations suivantes :� Dépendan
e de �ot en entrée de Sk (�gure 1). Supposons qu'une des données lues en membredroit de Sk a été produite par le membre gau
he de Si. Après la dé
oupe du sommet, la donnéeest lue en membre gau
he de S′

k, la dépendan
e de �ot est désormais dirigée vers S′

k. Il ne faut pasoublier la nouvelle dépendan
e de �ot liée à temp de S′

k vers Sk.� Antidépendan
e en entrée de Sk (�gure 2). Supposons qu'une instru
tion Si lise lhs(f(i)) avantque Sk ne l'é
rive. Après la dé
oupe, lhs(f(i)) est toujours lue en Sk, l'antidépendan
e de Si vers
Sk est in
hangée.� Dépendan
e de sortie en entrée de Sk (�gure 3). Supposons qu'une instru
tion Si é
rive
lhs(f(i)) avant que Sk ne l'é
rive. Après la dé
oupe, 
ette dépendan
e de sortie de Si vers Sk estin
hangée.� Dépendan
e de �ot en sortie de Sk (�gure 4). Supposons qu'une instru
tion Si lise la valeurde lhs(f(i)) produite par Sk. Après la dé
oupe, l'a

ès à lhs(f(i)) dans Si a été rempla
é par una

ès à temp(f(i)), valeur produite par S′

k : il y a une dépendan
e de �ot de S′

k vers Si.� Antidépendan
e en sortie de Sk (�gure 5). Supposons qu'une des données lues en membre droitde Sk soit é
rite après 
oup en membre gau
he de Si. Après la dé
oupe, la donnée est lue en membregau
he de S′

k, l'antidépendan
e est désormais issue de S′

k vers Si.� Dépendan
e de sortie en sortie de Sk (�gure 6). Supposons qu'une instru
tion Si é
rive
lhs(f(i)) après que Sk l'a é
rite. Après la dé
oupe, 
ette dépendan
e de sortie de Sk vers Si estin
hangée.Toutes 
es transformations sont résumées �gure 7.

o_in
f_newo_in

S_i: <− ...

S_k: <− rhs(...)

lhs(...)

lhs(f(i))

S_k: <− temp(f(i))

S_i: <− ...

S_k’: <− rhs(...)

lhs(...)

temp(f(i))

lhs(f(i))Fig. 3 � Dépendan
e de sortie en entrée de Sk, avant et après la dé
oupe de sommet.E.Agullo , C. Tedes
hi , Y.Robert
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f_new

f_out

f_out

S_i: <− temp(...)

S_k’: <− rhs(...)

S_k: <− temp(f(i))

temp(f(i))

lhs(f(i))

S_k: <− rhs(...)

S_i: <− lhs(...)

lhs(f(i))

Fig. 4 � Dépendan
e de �ot en sortie de Sk, avant et après la dé
oupe de sommet.
f_new

a_out

a_out

S_i: <−

S_k’: <− rhs(...)

S_k: <−

temp(f(i))

lhs(f(i))

rhs(...)

S_k: <−

S_i: <−

lhs(f(i))

rhs(...)

rhs(...)

temp(f(i))

Fig. 5 � Antidépendan
e en sortie de Sk, avant et après la dé
oupe de sommet.
f_new

o_out

o_out

S_i: <−

S_k’: <− rhs(...)

S_k: <− temp(f(i))

temp(f(i))

lhs(f(i))

S_k: <− rhs(...)

S_i: <−

lhs(f(i))

lhs(...)

lhs(...)Fig. 6 � Dépendan
e de sortie en sortie de Sk, avant et après la dé
oupe de sommet.
S_k

S_k

S_k’

f_in a_in o_in

a_out

a_in o_in

o_out

f_in

a_out

f_new

f_out

o_outf_outFig. 7 � Transformations des dépendan
es lors de la dé
oupe de sommet.E.Agullo , C. Tedes
hi , Y.Robert
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f f

o f
a

a

S_4

S_1

S_3

S_2

Fig. 8 � GDR avant la dé
oupe de sommet.
⊲ Question 5, page 1La �gure 7 permet de mieux suivre la preuve. Soit C un 
y
le de G′, et 
onsidérons une arête e de C :� Si e 
orrespond à une dépendan
e de sortie, alors d'après la �gure 7, e est une arête d'un sommet

Sk vers un sommet Si : en entrée ou en sortie des nouveaux sommets S′

k il n'y a pas de dépendan
ede sortie. De même, les seules arêtes sortant de Si 
orrespondant à des dépendan
es de sortie, l'arêtesuivant e dans le 
y
le 
orrespond, elle aussi, à une dépendan
e de sortie. Ainsi, C est uniquement
omposé d'arêtes représentant des dépendan
es de sortie. De plus, toutes les arêtes de C sont desarêtes qui étaient déjà présentes dans G.� Si e 
orrespond à une antidépendan
e, alors e va d'un sommet S′

k à un sommet Si. Les seulesarêtes sortant de Si 
orrespondant à des dépendan
es de sortie, l'arête suivant e dans le 
y
le
orrespond à une dépendan
e de sortie. En reprenant le raisonnement pré
édent, C est uniquement
omposé d'arêtes représentant des dépendan
es de sortie, 
e qui est en 
ontradi
tion ave
 la naturede e. Au
un 
y
le de G′ ne peut 
ontenir d'arête 
orrespondant à une antidépendan
e.� Si e 
orrespond à une dépendan
e de �ot, alors soit e a été 
réée lors de la dé
oupe d'un sommet
Sk, et relie S′

k à Sk, soit e 
orrespond à une arête existante de Sk à Si dans G et relie S′

k à S′

i :� e : S′

k

fnew

−→ Sk : les seules arêtes issues de Sk 
orrespondant à des dépendan
es de sortie, l'arêtesuivant e dans C est une dépendan
e de sortie. Comme plus haut, C est 
omposé uniquement dedépendan
es de sortie, 
ontradi
tion.� e : S′

k

f
−→ S′

i : il peut y avoir des dépendan
es de �ot ou des antidépendan
es issues de S′

i.Mais on a vu qu'il ne pouvait pas y avoir d'arête d'antidépendan
e dans un 
y
le, et l'arête quisuit e est né
essairement une arête représentant une dépendan
e de �ot. Don
 C est uniquement
omposé d'arêtes représentant des dépendan
es de �ot. De plus, 
es arêtes ne 
orrespondent pasaux nouvelles dépendan
es introduites lors de la dé
oupe des sommets, elles 
orrespondent don
à des arêtes déjà présentes dans G.En 
on
lusion, la dé
oupe des sommets n'a pas introduit de nouveau 
y
le de dépendan
e. Elle a permisde 
asser tous les 
y
les, sauf 
eux 
omposés uniquement de dépendan
es de �ot et 
eux 
omposésuniquement de dépendan
es de sortie.
⊲ Question 6, page 2Le GDR est représenté �gure 8.Il y a six dépendan
es dans la bou
le :� trois dépendan
es de �ot (de S3 vers S2 à 
ause de la variable a, de S2 vers S4 à 
ause de b et de

S4 vers S1 à 
ause de c) ;� deux antidépendan
es (de S1 vers S2 à 
ause de b, et de S3 vers S4 à 
ause de c) ;� une dépendan
e de sortie (de S1 vers S3 à 
ause de a).Le GDR est fortement 
onnexe, et au
une distribution de bou
le n'est possible. La dé
oupe des sommets
S2 et S3 
onduit don
 au GDR �gure 9 :Il n'y a plus de 
y
le dans le nouveau graphe. On peut réé
rire le nid de bou
les en introduisant lesvariables temporaires atemp (pour la dé
oupe de S3) et btemp (pour la dé
oupe de S2) :Pour i = 4 to N :

S1 : a(i + 5)← c(i− 3) + b(2i + 2)
S′

2
: btemp(2i)← Si i > 5 Alors atemp(i− 1) + 1 Sinon a(i− 1) + 1

S2 : b(2i)← btemp(2i)
S′

3
: atemp(i)← c(i + 5) + 1

S3 : a(i)← atemp(i)
S4 : c(i)← Si i > 6 Alors btemp(2i− 4) Sinon b(2i− 4)E.Agullo , C. Tedes
hi , Y.Robert
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f

a
f

f

f
f

o

a

S_4

S_1

S_3’

S_3

S_2’S_2

Fig. 9 � GDR après la dé
oupe de sommet.Les a�e
tations 
onditionnelles sont né
essaires si on veut prendre en 
ompte des dépendan
es provenantde l'extérieur du nid. Notons qu'on peut appliquer l'algorithme d'Allen et Kennedy sur le nouveau 
odepour distribuer puis paralléliser toutes les bou
les (dans l'ordre topologique, par exemple S′

3, S′

2, S4, S1,
S2, S3).
⊲ Question 7, page 2On obtient les dépendan
es suivantes :� Flot S1 → S1 : variable a, distan
e (0, 1)� Flot S1 → S2 : variable a, distan
e (0, 2)� Flot S2 → S1 : variable b, distan
e (1,−2)� Flot S2 → S2 : variable b, distan
e (1, 1)� Anti S1 → S3 : variable a, distan
e (1,−2)� Anti S2 → S3 : variable a, distan
e (1,−3)� Anti S3 → S2 : variable b, distan
e (0, 1)� Sortie S1 → S3 : variable a, distan
e (1,−1)Le GDRN initial est dessiné sur la gau
he :

f,1

f,1

f,2

a,1

a,1

a,2

o,1
f,2

f,2

a,2

S_3

S_2

S_1

f,2

S_1

S_2

S_3

Le GDRN est fortement 
onnexe et il y a des dépendan
es de niveau 1. La bou
le sur i sera don
séquentielle. En passant à la deuxième étape, on obtient le GDRN de droite sur la �gure. L'algorithmed'Allen et Kennedy 
onduit alors au nid restru
turé suivant :Pour i = 1 to N en séquentiel :Pour j = 1 to N en séquentiel :
S1 : a(i + 1, j + 1)← a(i + 1, j) + b(i, j + 2)Pour j = 1 to N en parallèle :
S3 : a(i, j + 2)← b(i + 1, j + 1)− 1Pour j = 1 to N en parallèle :
S2 : b(i + 1, j)← a(i + 1, j − 1) + b(i, j − 1)On notera qu'il est parfaitement possible d'intervertir la bou
le portant S3 ave
 
elle portant S1.

⊲ Question 8, page 2Voi
i le nid de bou
les :Pour i = 1 to N :Pour j = 1 to N :
S1 : a(i, j)← a(i− 1, j) + b(i, j − 1)
S2 : b(i, j)← a(i, j) + b(i, j − 1) + c(i− 1, j)
S3 : c(i, j)← a(i− 1, j) + b(i, j) + c(i− 1, j)E.Agullo , C. Tedes
hi , Y.Robert
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2

+inf +inf

2

c a

b

1

1

2

1

1

+inf +inf

2

c a

b

L'algorithme d'Allen et Kennedy 
onduit au nid restru
turé suivant :Pour i = 1 to N en séquentiel :Pour j = 1 to N en séquentiel :
S1 : a(i, j)← a(i− 1, j) + b(i, j − 1)
S2 : b(i, j)← a(i, j) + b(i, j − 1) + c(i− 1, j)Pour j = 1 to N en parallèle :
S3 : c(i, j)← a(i− 1, j) + b(i, j) + c(i− 1, j)

⊲ Question 9, page 2On peut 
onstruire le 
ode suivant :Pour i = 1 to N :Pour j = 1 to N :
S1 : a(i, j)← d(i− 1, j) + c(i− 1, j)
S2 : b(i, j)← a(i, j) + b(i, j − 1)
S3 : c(i, j)← a(i, j) + c(i− 1, j) + d(i, j − 1)
S4 : d(i, j)← c(i− 1, j) + d(i− 1, j) + b(i− 1, j)

1

+inf

2

+inf

2

1 1

11 1

ab

cd

+inf

2

+inf

2

ab

cdL'algorithme d'Allen et Kennedy 
onduit au nid restru
turé suivant :Pour i = 1 to N en séquentiel :Pour j = 1 to N en parallèle :
S4 : d(i, j)← c(i− 1, j) + d(i− 1, j) + b(i− 1, j)Pour j = 1 to N en parallèle :
S1 : a(i, j)← d(i− 1, j) + c(i− 1, j)Pour j = 1 to N en parallèle :
S3 : c(i, j)← a(i, j) + c(i− 1, j) + d(i, j − 1)Pour j = 1 to N en séquentiel :
S4 : d(i, j)← c(i− 1, j) + d(i− 1, j) + b(i− 1, j)

E.Agullo , C. Tedes
hi , Y.Robert
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