
Algorithmique Parallèle 2006�2007 TD n�3 � MasterRéseaux d'interonnexion � 21 REMUn Réseau Éhange-Mélange (REM) ave p = 2r proesseurs est dé�ni omme suit :(i) numéroter les proesseurs de 0 à p− 1 et les érire en binaire sur r bits :
q = br−1br−2 . . . b2b1b0 ave bi ∈ {0, 1} pour 0 ≤ i ≤ r − 1(ii) pour q = br−1br−2 . . . b2b1b0, dé�nir :

rot(q) = b0br−1br−2 . . . b2b1

exch(q) = br−1br−2 . . . b2b1(1− b0)(iii) pour tout q, 0 ≤ q ≤ p− 1, relier q à rot(q) et à exch(q) par des ars orientés.
⊲ Question 1 Dessiner un REM à 24 proesseurs (en regroupant les n÷uds par paires, puis par motif).
⊲ Question 2 Proposer un algorithme de routage d'un proesseur à un autre dans un REM. Quel est lediamètre d'un REM à 2r proesseurs ?
2 Réseaux reon�gurablesUn réseau � butter�y � de dimension r, noté BUT (r), est un réseau omposé de (r + 1)2r n÷udsorganisés en 2r lignes de r + 1 niveaux. Un n÷ud est désigné par une paire (w, i) où w est un entier odéen représentation binaire sur r bits qui numérote la ligne du n÷ud, et où i numérote le niveau du n÷ud(0 6 i 6 r). Deux n÷uds (w, i) et (w′, i′) sont reliés par un ar si et seulement si i′ = i + 1 et l'une desdeux onditions suivantes est remplie :� w = w′� w et w′ ne di�èrent que par le i-ème bit.La �gure 1, représente BUT (3).
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Fig. 1 � BUT (3), le réseau butter�y de dimension 3.
⊲ Question 3 Quelle est l'arhiteture du réseau obtenu lorsque l'on regroupe les n÷uds d'une mêmeligne en un seul n÷ud (et que l'on enlève les ars redondants) ?E.Agullo , C. Tedeshi , Y.Robert
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Configuration 2

Configuration 1
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Fig. 2 � Le réseau de Benes de dimension 3
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Fig. 3 � Une on�guration du réseau deBenes de dimension 1
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Fig. 4 � Con�guration du réseau de Benes de dimension 1.
⊲ Question 4 Le réseau butter�y a une struture réursive. Donner deux moyens d'obtenir deux réseauxbutter�y de dimension r − 1 à partir d'un réseau butter�y de dimension r.
⊲ Question 5 Montrer qu'il existe un unique hemin de longueur r entre un n÷ud (w, 0) du niveau 0 etun n÷ud (w′, r) du niveau r. Quel est le diamètre de BUT (r) ?Un réseau de Benes de dimension r est omposé de deux réseaux butter�y mis � dos à dos �. Lesn÷uds des niveaux r de haque butter�y sont fusionnés : haque niveau omprend alors 2r + 1 n÷uds.sur un même niveau. La �gure 2 montre un réseau de Benes de dimension 3. On supposera ii que lesn÷uds du réseau sont uniquement des ommutateurs 2× 2, pouvant être on�gurés en roix ou en lignesparallèles pour transmettre les données.
⊲ Question 6 Montrer (par réurrene sur la dimension r du réseau) que le réseau de Benes peut êtreon�guré pour réaliser une permutation arbitraire : étant donné une permutation quelonque π des 2r+1premiers entiers (de 0 à 2r+1− 1), il existe une on�guration des ommutateurs qui permet de onnetersimultanément l'entrée i du réseau à sa sortie π(i). Par exemple, �gure 4 est représentée une on�gurationdes ommutateurs d'un réseau de Benes de dimension 1 réalisant la permutation π = (0, 1, 2, 3) →
(3, 1, 2, 0).3 Rédution sur un anneauOn dispose de p �hiers Fi distribués sur un anneau unidiretionnel de p proesseurs : Pi possèdele �hier Fi, pour 1 ≤ i ≤ p (on pourra par exemple assimiler es �hiers à des matries). On disposed'une loi assoiative et a priori non ommutative sur es �hiers, notée ⊙ (e pourra être l'addition ou lamultipliation de matries). On souhaite aluler la rédution F1 ⊙F2 ⊙ · · · ⊙Fp, et le résultat pourra setrouver sur n'importe quel proesseur de l'anneau. Le oût de ommuniation d'un �hier sur un lien del'anneau est c. Le oût de alul d'une opération ⊙ est w.
⊲ Question 7 Dans un premier temps, on suppose que w ≪ c ('est le as par exemple pour l'addition dematries). Donner un algorithme réalisant l'opération de rédution sur l'anneau, et aluler sa omplexité.
⊲ Question 8 On s'intéresse maintenant à une opération ⊙ telle que c ≪ w ('est le as par exemplepour la multipliation de matries). Proposez un algorithme de rédution adapté à e as, et donner saomplexité.

E.Agullo , C. Tedeshi , Y.Robert
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⊲ Question 1, page 1Voila à quoi peut ressembler un REM ave 16 proesseurs :� En regroupant les n÷uds par paires. Les liens vertiaux orrespondent aux opérations rot .
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� En regroupant les n÷uds par motif. Les liens horizontaux (qui forment des anneaux unidire-tionnels) orrespondent aux opérations exch.
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⊲ Question 2, page 1Supposons qu'on veuille passer du n÷ud a au n÷ud b, on ommene par aluler c = a XOR b, puison fait, pour i allant de 0 à r − 1 :� si ci = 0, faire ROT ;� si ci = 1, faire EXCH puis ROT.Autre vision : si on remplae, dand c les 0 par des �ROT-� et les 1 par des �ROT-EXCH-�, puisqu'on retourne la séquene par une opération �miroir�, la séquene obtenue représente les opérations àfaire pour router de a à b. Exemple : pour router de 0 à 11 (=1101 en binaire) dans l'exemple de plate-forme i-dessus, on suit la séquene EXCH-ROT-ROT-EXCH-ROT-EXCH-ROT-EXCH-ROT, qui nousfait passer par les n÷uds 0-1-8-4-5-10-11-13.Notons que et algorithme n'est pas optimal.
⊲ Question 3, page 1On obtient un hyperube de dimension r. En e�et, un n÷ud w est onneté au n÷ud w′ si et seulementsi leur représentation binaires di�èrent d'un seul bit. En onséquene, on pourra simuler haque pas d'unalgorithme s'exéutant sur un hyperube de dimension r en au plus r pas sur le réseau butter�y.E.Agullo , C. Tedeshi , Y.Robert
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Fig. 5 � Partage du réseau de Benes de dimension r.
⊲ Question 4, page 1Si on supprime tous les n÷uds du niveau 0, on obtient un premier réseau omposé des n÷uds des
2r−1 premières lignes, et un deuxième réseau omposé des n÷uds des 2r−1 dernières lignes.Si on supprime tous les n÷uds du niveau r, 'est un peu plus di�ile à voir : le premier réseau estomposé des n÷uds des lignes de numéro pair, et le deuxième réseau est omposé des n÷uds des lignesde numéro impair. En e�et, supprimer le dernier niveau équivaut à supprimer le dernier bit des numérosde ligne.
⊲ Question 5, page 1Au niveau i, on hoisit le lien horizontal (sur la même ligne) si les représentation binaires de w et w′ne di�èrent pas sur le i-ème bit, et l'autre lien sinon.Le plus long hemin est de longueur 2r, par exemple du n÷ud (0, 0) au n÷ud (2r − 1, 0).
⊲ Question 6, page 2Si r = 1, le réseau est onstitué d'un seul ommutateur, et le résultat est évident. Supposons le résultatvrai pour un réseau de Benes de dimension r − 1.L'observation fondamentale pour la preuve est la suivante : les niveaux 1 à 2r−1 d'un réseau de Benesde dimension r ontiennent deux réseaux de Benes de dimension r − 1, omme indiqué �gure 5.Pour réaliser la permutation π, on va aheminer la moitié des messages via le demi-réseau supérieur,et l'autre moitié via le demi-réseau inférieur. La ontrainte est que tous les 2r hemins doivent être àarêtes disjointes. Mais elle est faile à respeter. On ommene par aheminer le premier message, del'entrée x1 = 1 à la sortie y1 = π(1), via le demi-réseau supérieur. La sortie y1 partage un ommutateurave une autre sortie, soit y2 elle-i. Soit x2 l'antéédent de y2 (π(x2) = y2) : on ahemine le messagede x2 à y2 via le demi-réseau inférieur. Soit alors x3 l'entrée qui partage le ommutateur ave x2 et
y3 = π(x3), on ahemine e message via le demi-réseau supérieur. On ontinue ainsi jusqu'à bouler,en voulant aheminer un message à travers le demi-réseau inférieur, en réponse à une ontrainte surune sortie, mais e message partage une entrée ave le premier message aheminé (e qui ne viole pasde ontrainte, le premier message ayant été aheminé via le demi-réseau supérieur). On reommene laproédure ave un message arbitraire n'ayant pas enore été routé. À la �n, la moitié des hemins aurontété aheminés via le premier demi-réseau, et l'autre moitié via le deuxième demi-réseau. L'hypothèse deréurrene permet de onlure pour l'aheminement omplet à l'intérieur des demi-réseaux.
⊲ Question 7, page 2Code du proesseur Pi, posssédant Fi :1. Si i 6= 0, reevoir A du proesseur préédent (Pi−1)2. A← A + Fi3. Si i ≤ n− 1, envoyer A au suivant (Pi+1)Complexité : p× (w + c) E.Agullo , C. Tedeshi , Y.Robert
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⊲ Question 8, page 2Dans le as c≪ w, de façon similaire au SCAN de base par saut de pointeurs, sauf que ontrairementaux PRAM, le transfert d'un �hier entre deux proesseurs Pi et Pi+d oûte d× c. Complexité : p× c +
log(p)× w.

E.Agullo , C. Tedeshi , Y.Robert
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