
Algorithmique Parallèle 2006�2007 TD n�9 � MasterP-RAM � 21 Simulation d'un nouveau type de PRAMUne PRAM CRTW (
omme Con
urrent Read Tolerant Write) est une PRAM ave
 un modèle légè-rement di�érent du modèle CRCW :� plusieurs le
tures simultanées sont autorisées,� si plusieurs pro
esseurs veulent é
rire une même valeur à une même adresse, 
ette é
riture estautorisée� si plusieurs pro
esseurs veulent é
rire des valeurs di�érentes à une même adresse, le 
on�it n'estpas résolu et au
une é
riture n'a lieu.
⊲ Question 1 Montrez qu'une exé
ution sur une PRAM CRTW à n pro
esseurs qui s'e�e
tue en temps
t peut être simulée par une PRAM CRCW (en mode arbitraire) en temps O(t).
2 Compression de tableauxSoit A un tableau de n entiers et B un tableau de n booléens. On veut 
al
uler la 
ompression dutableau A par le tableau B, 
'est-à-dire un tableau C tel que

C[i] =

{

A[j] ave
 j est le ième bit non nul de B s'il existe
0 sinonPar exemple : A= [ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ℄

B= [ 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 ℄
C= [ 1 4 8 0 0 0 0 0 0 0 ℄

⊲ Question 2 Proposez un algorithme qui 
al
ule une telle 
ompression sur une PRAM EREW à npro
esseurs.
3 Additionneur PRAMOn veut 
al
uler la somme de deux nombres a et b de n bits, que l'on note a = an−1an−2 . . . a1a0 et
b = bn−1bn−2 . . . b1b0. Pour 
e
i, on 
ommen
e par 
al
uler une fon
tion de propagation de retenue pour
haque bit :prop

i
=





s si ai = bi = 0 signi�e que la retenue est stoppée
p si (ai = 1 et bi = 0) ou (ai = 0 et bi = 1) signi�e que la retenue est propagée
g si ai = bi = 1 signi�e qu'une retenue est généréeOn a par exemple : a= 0 1 1 0 0 1 1

b= 1 1 0 1 0 1 0prop= p g p p s g p s (retenue d'entrée)Plus pré
isément, si on 
onsidère l'addition des bits ai et bi, la fon
tion de propagation prop
i
signi�e :� si prop

i
= s, la retenue venant des bits i− 1 est arrêté, la retenue des bits i sera toujours 0,� si prop

i
= g, une retenue est générée, la retenue des bits i sera 1 quel que soit 
elle des bits i− 1,� si prop

i
= p, la retenue des bits i− 1 est transmise sans modi�
ation.On peut aggréger l'a
tion des fon
tions de retenue en les 
omposant, et par exemple, 
onsidérer l'e�etde la retenue des bits i − 1 sur 
elles des bits i + 1 : de la même façon, la retenue des bits i − 1 peutêtre propagée (p), arrêtée (s), ou générée (g). Pour 
e
i on 
ompose l'a
tion des fon
tions de propagationde retenue à l'aide d'un nouvel opérateur, noté ⊗. Formellement, prop

i
⊗ prop

i−1 est la fon
tion depropagation de retenue 
orrespondant à l'a
tion de la retenue des bits (ai−1, bi−1) et (ai, bi) sur l'additiondes bits (ai+1, bi+1). E.Agullo , C. Tedes
hi , Y.Robert
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⊲ Question 3 Donnez la table de ⊗.
⊲ Question 4 Montrez que ⊗ est asso
iatif.
⊲ Question 5 Proposez un algorithme qui 
al
ule e�
a
ement l'addition de deux nombres à n bits surune PRAM EREW à n pro
esseurs. Donnez sa 
omplexité.
4 Composantes 
onnexes sur une P-RAMOn souhaite 
on
evoir un algorithme CREW qui permette de 
al
uler les 
omposantes 
onnexes d'ungraphe G = (V, E) dont les sommets sont numérotés de 1 à n. Plus pré
isément, on 
her
he un algorithmequi renvoie un tableau C de taille n tel que C(i) = C(j) = k si et seulement si i et j sont dans la même
omposante 
onnexe et k est le plus petit indi
e des sommets de 
ette 
omposante.Dé�nition 1. À toute étape de l'algorithme, on appellera pseudo-sommet étiqueté par i l'ensemble desommets j, k, l, · · · ∈ V tels que C(j) = C(k) = C(l) = · · · = i. On assimilera le pseudo-sommet i étiquetépar i au sommet étiqueté par i.Un des invariants de l'algorithme est que le plus petit indi
e des sommets 
onstituant un pseudo-sommet étiqueté par i est i et que les sommets appartenant à un pseudo-sommet sont dans la même
omposante 
onnexe. Cette assertion est don
 vraie si on initialise C par : pour tout i ∈ V = J1, nK :
C(i) = i. Ce
i signi�e que 
haque pro
esseur se 
onsidère au départ 
omme sommet de référen
e de sa
omposante 
onnexe. L'obje
tif de l'algorithme est de modi�er 
e point de vue égo
entrique.Dé�nition 2. Une arbores
en
e k-
y
lique (k > 0) est un graphe orienté faiblement 
onnexe (
'est-à-diretel que le graphe non orienté sous-ja
ent est 
onnexe) tel que :� tout sommet a un degré sortant égal à 1 et� il existe exa
tement un 
ir
uit de longueur k + 1.On appelle étoile une arbores
en
e 0-
y
lique dans laquelle toutes les arêtes sont in
i-dentes à la ra
ine et l'indi
e de la ra
ine est le plus petit indi
e dans l'étoile.L'invariant pré
édent est don
 que le graphe orienté (V, {(i, C(i)) | i ∈ V }) est 
onstitué d'étoiles.On peut don
 identi�er pseudo-sommets et étoiles, le 
entre de l'étoile étant l'indi
e du pseudo-sommet.Le 
al
ul des 
omposantes 
onnexes s'e�e
tue en en
haînant plusieurs fois de suite les deux fon
tionssuivantes : GATHER()Pour touti ∈ S en parallèle

T (i)← min
{

C(j) | {i, j} ∈ E, C(j) 6= C(i)
}1: {si l'ensemble est vide, on asso
ie C(i)}Pour touti ∈ S en parallèle

T (i)← min
{

T (j) | C(j) = i, T (j) 6= i
}2:{si l'ensemble est vide, on asso
ie C(i)}JUMP()Pour touti ∈ S en parallèle

B(i)← T (i)Pourj = 1 to log nPour touti ∈ S en parallèle
T (i)← T (T (i))Pour touti ∈ S en parallèle

C(i)← min
{

B(T (i)), T (i)
}E.Agullo , C. Tedes
hi , Y.Robert
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⊲ Question 6 On 
onsidère le graphe suivant.
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8Appliquer la fon
tion GATHER sur 
e graphe, puis la fon
tion JUMP, puis la fon
tion GATHER, et ainsi desuite. Il sera instru
tif d'observer l'e�et des opérations sur les graphes orientés (V, {(i, T (i)) | i ∈ V }) et
(V, {(i, C(i)) | i ∈ V }).
⊲ Question 7 Montrer qu'après l'appli
ation de la fon
tion GATHER, les 
omposantes 
onnexes 
ontenantplusieurs pseudo-sommets induisent des arbores
en
es 1-
y
liques dans le graphe orienté (V, {(i, T (i)) |
i ∈ V }). On notera également que le plus petit pseudo-sommet d'une arbores
en
e 1-
y
lique appartientau 
y
le.
⊲ Question 8 Montrer que la fon
tion JUMP transforme une arbores
en
e 1-
y
lique en étoile (ou pseudo-sommet).
⊲ Question 9 Montrer qu'après ⌈log n⌉ en
haînements des fon
tions GATHER et JUMP, les 
omposantes
onnexes du graphe sont représentées par les pseudo-sommets induits par C.
⊲ Question 10 Quelle est la 
omplexité de l'algorithme ? Combien de pro
esseurs sont utilisés ?

E.Agullo , C. Tedes
hi , Y.Robert
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