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REVISION

1. POLYNOMES DE GRAEFFE

Soit K un corps et soit f € K[X] un polynéme unitaire de degré d > 1. Pour N > 1,
on appelle le N-iéeme polynome de Graeffe Gn(f) I'unique polynéme unitaire de
degré d de K[X] dont les racines sont les puissances N-iémes des racines de f.

(1) Montrer qu’on peut déterminer Gy (f) par un calcul de résultant, en O(M(dN))
opérations dans K.

(2) Prouver que Gn(f) est le polynome caractéristique de XV modulo f et en
déduire un algorithme de complexité O(M(d)log(N) + d M(d)).

(3) Si N est une puissance de 2, montrer qu’il est possible de calculer G x(f) en

O(M(d)log(N)) opérations dans K.

2. SOLUTIONS POLYNOMIALES ET RATIONNELLES
(1) Trouver toutes les solutions polynomiales z(k) € Q[k]| de la récurrence
(1—k)2x(k+1) — K2z(k) = —2(1 —k)> + 1.
(2) Montrer que les solutions dans Q(¢) de 1’équation différentielle
(1= t2)y" (1) — 2ty/(t) + 6y(t) = 0

sont toutes de la forme ¢(1 — 3t2), avec ¢ € Q.

3. SOMMES INDEFINIES ET DEFINIES
(1) A Taide de Palgorithme de Gosper, montrer que
Z": k-k!(n
—_— =n.
nkF \k
k=1

(2) Dérouler I’algorithme de création téléscopique de Zeilberger afin de calculer

la somme ), (2)2

4. BASES DE GROBNER
(1) Soit
3 1 3 3
XY +Y? X -2
2 2 2 2

Montrer que pour l'ordre grevlexr (ordre du degré, raffiné par l'ordre lexi-
cographique inverse) avec X > Y, G est une base de Grobner de 'idéal
I = (G) C C[X,Y] engendré par G.

(2) En déduire que B = {1, X, Y, XY, Y?} est une base de I'espace vectoriel
A=C[X,Y]/I sur C.

(3) Ecrire la table de multiplication de I’algebre A sur la base B.

G:{X2+ Y, XY?-X, Y3—Y}.

(4) Déterminer la matrice, dans la base B, de la multiplication par X-: A — A
et son polynéme minimal.

(5) En déduire que I N C[X] = (X* —2X3 — X2 + 2X).



SOLUTIONS

1. POLYNOMES DE GRAEFFE
(1) On a Gn(f)(T) = Resx (T — XV, f(X)), d’on
GN(F)TY) = Resx (T — XN, f(X) = (XN 1) ® f.

Or, le produit composé de polynomes de degrés d et N peut se calculer en
O(M(dN)) opérations dans K (cf. Cours 3). Remarquons que ce résultat est
quasi-optimal en d, par rapport a la taille de la sortie (G (f) a d coefficients).

(2) Les coefficients de ¢ = X~ mod f peuvent se calculer en O(M(d)log(N))
opérations dans K (cf. Cours 4). La multiplication par X modulo f admet
comme valeurs propres les racines de f. Par un résultat classique d’algebre
linéaire, la multiplication par XV modulo f admet comme valeurs propres
les puissances IN-iemes des racines de f, son polynéme caractéristique vaut
donc Gn(f). Il reste a montrer que le polynéome caractéristique y, de la
multiplication par g modulo f peut se calculer en O(dM(d)) opérations.

11 suffit de calculer les d premieres sommes de Newton de x, (car le pas-
sage sommes de Newton — coefficients se fait en O(M(d)) opérations, cf.
Cours 3). On commence par calculer en O(M(d)) les d premieres sommes de
Newton N;(f) = Zf(a):o o’ de f. Les polynémes g, = ¢* mod f se calculent
itérativement pour k = 1,...,d en O(dM(d)) opérations. La k-iéme somme
de Newton de x4 vaut }- )0 g(a)* = >~ f(a)=o0 9k(a) et se calcule en O(d)
opérations & partir des coefficients de gi et des sommes de Newton N;(f).

Remarquons que le coiit total est quasi-optimal par rapport a N.

(3) Si N est une puissance de 2, on peut donner un algorithme de complexité
quasi-optimale a la fois par rapport a d et & N. Tout repose sur la remarque
que Ga(f)(T?) sécrit

I[[ ™-)= [ T-o [[ @T+a) =) HT)f(-T)
f(a)=0 f(a)=0 f(e)=0
et donc peut étre calculé en 1 multiplication en degré d. Par le méme raison-
nement, Gyx(f) se calcule & partir de Gor—1(f) en O(M(d)).

2. SOLUTIONS POLYNOMIALES ET RATIONNELLES

(1) Si z(k) = ak? + k1 4 .. [ alors z(k + 1) = ak? + (ad + B)k4L + .-+ |

d’out
(1—k)2x(k+1) — Ex(k) = a(d — 2)k¥ 1 + ...

Toute solution de 1’équation homogene (1 — k)?z(k + 1) — k2z(k) = 0 a
donc forcément degré 2; de méme, toute solution de I’équation inhomogene
donnée est de degré 1 avec o = 2. Par coefficients indéterminés, on déduit
aisément que la solution générale de I’équation homogene est c(k—1)? et que
zo(k) = 2k —3 est solution de I’équation inhomogeéne. donnée. En conclusion,
la solution générale de I’équation initiale est

x(k) = c(k —1)% + 2k — 3.

(2) Si y(t) est une solution rationnelle de (1 — t2)y”(t) — 2ty'(t) + 6y(t) = O,
alors les possibles poles de y(t) sont en t € {—1,+1}. Traitons le cas de
t = 1. Le changement de variable ¢t « ¢t — 1 fournit 1’équation Li(y) =
(1 —12)y" (t) — 2ty'(t) + 6y(t). L’équation indicielle en t = 1 est le coefficient
de tP~1 dans Ly (t?), elle vaut donc 2p?. Son unique racine étant 0, y(t) n’a
pas de pole en t = 1. Le méme raisonnement montre que y(t) n’a pas de pole
en t = —1, par conséquent y(t) est une solution polynomiale. Son degré d
est donné par les racines du coefficient de ¥ dans Ly (t”). Ce coefficient vaut
(p+3)(2—p), donc d = 2. La solution se déduit par coefficients indéterminés.
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3. SOMMES INDEFINIES ET DEFINIES

(1) Le terme général t(k) = %(2) est hypergéométrique (en k), car r(k) =
t(k +1)/t(k) vaut (k+ 1)(n — k)/nk, qui est une fraction rationnelle en k.
On cherche une somme indéfinie hypergéométrique z(k) de t(k). Cf. Cours 18,
une telle somme doit étre un multiple de t(k) et ’égalité z(k+1)—z(k) = t(k)
mene a ’équation (dite de Gosper)

y(k+r(k) —y(k) =1,
dont on cherche une solution rationnelle y(k) valant le rapport inconnu
z(k)/t(k). L’algorithme d’Abramov (Cours 18) prédit le dénominateur k
de y(k). Le numérateur z(k) = ky(k) satisfait I’équation

(1— k) w(k+1) — x(k) = k.

n
Cette derniere admet la solution constante évidente z(k) = —n. Par conséquent,
I'équation de Gosper admet comme solution y(k) = —n/k et donc

z(k) = t(k)y(k) = _n’]:iil (Z)

est une somme indéfinie de t(k). En sommant Pégalité z(k+1) — z(k) = t(k)
sur k =1,2,...,n on obtient I'identité de 1’énoncé.

(2) Soit F(n,k) = (2)2 Le principe de la création téléscopique est la recherche
d’une récurrence de la forme ijo aj(n)F(n+j,k) =Gn,k+1)—G(n,k).
Il n’existe aucune récurrence de cette forme avec J = 0, c’est-a-dire que (2)2
n’est pas indéfiniment sommable. Ceci se vérifie a I’aide de I’algorithme de
Gosper, qui revient & montrer que I'équation (n — k)?z(k +1) — k?z(k) =1
n’admet pas de solution polynomiale (Prouvez-le!) Traitons le cas J = 1.
On cherche ap(n),ai1(n) € Q[n] tels que ag(n)F(n,k) + ai(n)F(n + 1,k)
soit hypergéométrique indéfiniment sommable, c’est-a-dire tels qu’il existe
G(n, k) € Q(n)[k] vérifiant I'identité

ap(n)F(n, k) +ai(n)F(n+ 1,k) =G(n,k+1) — G(n, k).
Notons t(k) le terme gauche de cette égalité. La somme indéfinie hypergéométrique
G(n, k) de t(k) doit étre de la forme R(k)t(k), ou R(k) est une solution ra-

tionnelle de I’équation de Gosper

ao(n —k)? 4+ a1(n +1)> n+1-—k\?
R(k+1 . — R(k) =1.
(k+ )<a0(n—k—|—1)2+a1(n—|—1)2 E+1 ()
L’algorithme d’Abramov prédit que R(k) doit avoir la forme

k2
R(k) = -x(k
() ap(n —k+1)2 +a1(n+1)2 z(k),
ou z(k) est une solution polynomiale de I’équation
(n—k+1)%x(k+1) — K*z(k) = ap(n — k +1)* + a1 (n + 1)%

Une étude similaire & celle de 'exercice 2 (1) montre que la solution z(k) est
forcément de degré 1 et la méthode des coefficients indéterminés fournit la
solution &« = =3(n+1),0 = 2,a0 = —2(2n + 1),a1 = n + 1. Autrement dit,
F(n,k) = (Z)2 satisfait la récurrence

avec G(n, k) = R(k)t(k) = (2k—3n—23) (kﬁl)Q. En sommant sur k, on déduit
que f(n) =Y (2)2 vérifie la récurrence —2(2n+1) f(n)+(n+1) f(n+1) =0,
avec f(0) =1, d’ou on tire f(n) = (2")

n

Q



4. BASES DE GROBNER

(1) Cf. le critére de Buchberger, il suffit de prouver que les S-polynémes Spoly( f1, f2),
Spoly(f1, f3) et Spoly( fa2, f3) se réduisent a 0 modulo I’ensemble G = { f1, fa, f3}.
(Rappelons qu’on dit que g se réduit a zéro modulo G s’il admet une écriture
g = >_;a;f; avec multideg,,. .., (¢9) > multideg, e, (aifi) pour tout ). En
effet, les termes de téte de fi, fo, f3 étant X2, XY 2, Y3, on obtient que

Spoly(fi, f2) =Y2fi— Xfo=3XY3+3Y* - 3XV2 - 3y3 4+ X2 =3Yf, 4 f1,
SpOIY(fQ, f3) = Yf2 - Xf37
Spoly(fi, f3) = Y?fi — X? fs,
fournissent de telles écritures.

(2) Cf. la question précédente, 'idéal initial in(/) de I est engendré par les
monémes X2, XY?2 Y3. Une base du C-espace vectoriel C[X, Y]/I est fournie
par les monémes de C[X,Y] qui n’appartiennent pas a in(I). La conclusion
s’ensuit (faire un dessin de lescalier asscocié!)

(3) 11 suffit de calculer le reste de byby mod G pour tous by, by € G. On obtient
la table de multiplication suivante

N 1 X Y XY Y?Z
1 1 X Y XY Y?
X | X U Xy v X
Y |Y XY Y? X Y
XY|XYy v X U XY
Y2 vY? X Y XY Y?
3 1., 3 3 3 3 3
XY =Y 4+ DX +0Y et V=XV 4o 2
(4) On écrit les éléments de X - B = {X, X2, XY, X?Y, XY?} modulo G.
Ona XmodG =X, X?modG = X? - fi = 3X 4+ 3Y — 3XY — Y2
XY mod G = XY, X?Y mod G = X?Y — f1Y = —3X — JY + 35XV + 3Y?,

et XY?2 mod G = XY?2. La matrice de la multiplication par X dans la base

ou

1
U=— Y%-X—gy

B est donc
0 0 0 0 0
1 3/2 0 —-3/2 1
0 3/2 0 —-1/2 0
0 -3/2 1 3/2 0

0 -1/2 0 3/2 0
Par définition, le polynome minimal de cette matrice est égal au polynéme
minimal de la multiplication par X dans A. Pour éviter le calcul du polynéme
minimal d’une matrice 5 x 5, on peut raisonner différemment. On cherche une
dépendence linéaire entre 1, X, X2, ... dans l’algebre quotient A. En utilisant
la base B, cela revient a chercher un élément du noyau de la matrice

10 0 0 0

01 3/2 4 15/2
00 3/2 3 15/2
0 0 —3/2 =3 —15/2
00 —1/2 -3 —13/2

Un tel élément se trouve par élimination de Gauss ; il s’agit de (0,2, —1, =2, 1),
qui correspond au polynéme minimal my (T) = T* — 273 — T2 — 2T.

(5) Par définition de I’anneau quotient, on a mx(X) = X*-2X3 - X2-2X € I.
L’idéal I N C[X] est principal, soit F' son générateur unitaire. Par définition
de l'anneau quotient, la multiplication par F(X) dans A est l'application
identiquement nulle, par conséquent mx (T') divise F/(T). Par ailleurs, mx €

I = (F) entraine que F' divise myx. Donc F' = mx, d’ou la conclusion.
A



