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Rappels Modeles

Modéles

But des modeles :
» démontrer qu'une proposition n'est pas démontrable (cohérence)
» démontrer qu’un énoncé est cohérent
» traduction (sémantique dénotationnelle)

Modéles de CC :
» Modéles booléens (card(Prop)=2) :

» Modele “proof-irrelevent” (Prop=bool)
» Modele non “proof-irrelevent” (Prop={0, A})

» Modeles de réalisabilité (PropC P(A))
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Rappels Modeéle booléen “proof-irrelevent” de CC

Modéle “proof-irrelevent”

Interprétation par niveaux :
» kinds (K :Type) : [Prop] = bool, [MX : Ki.Kz] = [K1] — [K2],
[Mx: T.K] = [K]
> types (T :K:Type) : [Mx : T1.To] = =[Th] V [T2], [NX : K.T] = Ny [T]
DX :K. Tl =Xe[K]—[T],[M\: Tq1.To] = [T2]
[Ty To] = [T1]([T2]), [T 1] = [T]
» preuves (t :T :Prop) : [t] =0

Exemples : [nat] = {0}, [Prop — Prop] = bool — bool, [nat — Prop|] = bool,
[NX : Prop.X] =0, [NX : Prop.X — X] = {0}, [nat — False] = 0.
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Rappels Modeéle booléen “proof-irrelevent” de CC

Conséquences du modéles “proof-irrelevent”

Thm:FM: U= [M] € [U]

» Cohérence de CC étendu avec :
» Tiers-exclu : VA: Prop.(AV —A)
» Extentionalité

» Non dérivabilité de 0 # 1 dans CC (cohérence de 0 = 1)
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Modéles de CC Modeéle non “proof-irrelevent”

Modéle non “proof-irrelevent”

Similaire au modéle “proof-irrelevent”, sauf :
» kinds : [Prop] = {0, A}, [Mx : T.K] = Myen[K]
» types i [Mx: T1.To] = {t e AN | Vu e [Th],tu € [T2]},
[Ax @ Ty.Tol-x € [T4] = [T2], [T 1] = [T]([t])
> preuves : [A\X : K.t] = [{]
[Ax : T.f] = Ax.[t]
[t T] = [1]
[t 2] = [t:]([2])
Exemples : [nat] = A, [nat — Prop] = A — {0, A}

Utilisé pour montrer la non-dérivabilité du schéma d’induction sur les entiers :
VP : nat — Prop, P0 — (Yn,Pn— P(Sn))—Vn,Pn
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Réalisabilité

Réalisabilité

» Interpréter les termes par des programmes

» Linterprétation produit une spécification du programme

» On montre que pour tout jugement dérivable, il existe un programme qui
le réalise
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Réalisabilité

Rappel : sémantique de Heyting

Constructivité :
» preuves de A A B : paire (74, 7g)
» preuves de A = B : fonction (m4 — 7g)

» preuves de 3x.P : paire (t, 7p())
(contre-exemples en logique classique)

Idée : extraire le témoin et obtenir une preuve qu'il satisfait P.

Probléme : dans Vx, P(x) = 3y, Q(x, y), y peut dépendre de la preuve de
P(x).
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Réalisabilité Réalisabilté de Kleene

Réalisabilité de Kleene

Réalisations : fonctions récursives partielles

XrA =x=0AA siAatomique
XrAANB =fst(x)rA A snd(x)rB
frA=B=VYx,xrA = f(x)| Af(x)rB
xr3x, P = snd(x)r P(x\fst(x))

fryx,P =Vx,f(x)J Af(x)rP(x)

Thm:FA=3x,x | AXrA
(Généralisation : T - A= Vp, prl = 3x, x | AxrAp)
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Réalisabilité Réalisabilté de Kleene

Conséquences de la réalisabilité de Kleene

» justification du principe de Markov :
(Vx :nat, P(x) V =P(x)) = —-—3x, P(x) = 3x, P(x)
(justifié par un programme testant P(n) avec n croissant)
» non dérivabilité de I'indépendance des prémisses :
(A = 3x,P(x)) = 3Ix,-A= P(x)
(si le témoin ne termine pas lorsque A est vrai)
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Réalisabilité Réalisabilité modifiée de Kreisel

Réalisabilité modifiée de Kreisel

Réalisations : A\-termes simplement typés (terminants)

t(A) = nat XrA =Xx=0AA siAatomique
t(AANB) =tA) xt(B) xrAAB =fst(x)rA A snd(x)rB
t(A=B) =tA) —-tB) frA=B =Vx,xrA = f(x)| Af(x)rB
t3x:7,P) =71 xt(P) xr3x 7, P =snd(x)rP(x\fst(x))
t(vx:7m,P)=1—t(P) frvx:rm,P =Vx,f(x)J Af(x)rP(x)

Thm :F A= 3x:t(A),xrA
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Réalisabilité Réalisabilité modifiée de Kreisel

Conséquences de la réalisabilité modifiée de Kreisel

» non dérivabilité du principe de Markov :
(Vx : nat, P(x) V =P(x)) = ——3x, P(x) = 3x, P(x)
» justification de I'indépendance des prémisses :
(A = 3x,P(x)) = Ix, A= P(x)
A .(fst(f 0), Ap.snd(fp))
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