
Les algèbres de termes



Les signatures et les termes �nis

Une signature Σ est un ensemble non vide de symboles de fonction
t.q. chaque f ∈ Σ possède une arité n.

Soit X un ensemble de variables et Σ une signature. L'ensemble
T (X ,Σ) de termes sur X et Σ est dé�nie par :
� Toute variable x ∈ X est un terme dans T (X , Σ)
� Si f est d'arité n, et t1, . . . , tn sont dans T (X , Σ), alors

f(t1, . . . , tn) est un terme dans T (X , Σ)

On note V ar(t) l'ensemble de variables du terme t. Un terme t est
clos si V ar(t) = ∅. L'ensemble de termes clos est noté T (∅,Σ) ou
T (Σ).
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Les suites d'entiers, les positions d'un terme

L'ensemble IN∗ de suites sur IN est le plus petit ensemble t.q.

� Λ ∈ IN∗

� Si i ∈ IN et p ∈ IN∗, alors ip ∈ IN∗

L'ensemble Pos(t) de positions d'un terme t est un sous-ensemble
de IN∗ dé�ni par :
� Λ ∈ Pos(t)
� Si t = f(t1, . . . , tn) et p ∈ Pos(ti), alors ip ∈ Pos(t) pour tout

1 ≤ i ≤ n.
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La relation ≤pref sur les suites d'entiers

L'opération de concatenation sur deux positions de IN∗ est dé�nie
par induction comme suit :

Λ.q = q

(ip).q = i(p.q)

La relation pré�xe ≤pref sur IN∗ × IN∗ est dé�nie par :
p ≤pref q ssi ∃r ∈ IN∗ t.q. p.r = q

Les positions p et q sont incompatibles ou parallèles, noté p ./ q,
ssi p 6≤pref q et p 6≤pref q.
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Dé�nition alternative de terme

Un terme t est une fonction partielle de IN∗ vers Σ ∪ X t.q.
� t(Λ) est dé�ni
� Si t(p) est dé�ni, alors pour tout q ≤pref p, t(q) est aussi dé�ni.
� Si t(p) = x, alors pour tout p <pref s, t(s) n'est pas dé�ni.
� Si t(p) = f et f est d'arité n, alors pour toute position p.i t.q.

1 ≤ i ≤ n, t(p.i) est aussi dé�ni.

Le domain d'une terme t, noté Dom(t) est l'ensemble
{p ∈ IN∗ | t(p) est dé�ni}. Si Dom(t) est �ni, alors t est un terme
�ni (dit simplement terme). Si Dom(t) est in�ni, alors t est un
terme in�ni.
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Les sous-termes d'un terme

Soit t un terme. L'ensemble ST (t) de sous-termes de t est dé�ni
par :
� ST (x) = {x}.
� ST (f(t1, . . . , tn)) = {f(t1, . . . , tn)} ∪ {v | v ∈ ST (ti)}.

L'ensemble de sous-termes stricts d'un terme t est l'ensemble de
sous-termes auquel on a enlevé t.

On écrit t D s (resp. t . s) si s est un sous-terme (resp. strict) de t.

5



Sous-terme à une position

Soit t un terme et p ∈ Pos(t). Le sous-terme de t à la position p,
noté t|p, est dé�ni par récurrence sur p par :
� t|Λ = t.
� f(t1, . . . , tn)|iq = ti|q.

Exercice : Montrer la propriété suivante : Si p.q ∈ Pos(t), alors
t|p.q = (t|p)q
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Remplacement

Le remplacement du sous-terme t|p par un terme v, noté t[p ← v]
ou t[v]p, est dé�ni comme suit :
� t[v]Λ = v

� f(t1, . . . , tn)[v]ip = f(t1, . . . , ti[v]p, . . . , tn)

Exercice : Montrer les propriétés suivantes :
� Si p ∈ Pos(s) et q ∈ Pos(t), alors (s[t]p)|p.q = tq et

(s[t]p)[r]p.q = s[t[r]q]p.
� Si p.q ∈ Pos(s), alors (s[t]p.q)|p = (s|p)[t]q et

(s[t]p.q)[r]p = s[r]p.
� Si p, q ∈ Pos(s) et p ./ q, alors (s[t]p)|q = s|q et

(s[t]p)[r]q = (s[r]q)[t]p.
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Σ-algèbres

Une Σ-algèbre A est dé�nie par :
� Un ensemble A non vide appelé domain de discours
� Pour chaque f ∈ Σ d'arité n, une fonction fA : An 7→ A,
appelée interprétation de f .

Exemple : L'algèbre syntaxique T (X , Σ) : A est l'ensemble de
termes sur X et Σ et fA(t1, . . . , tn) = f(t1, . . . , tn).

Exemple : L'algèbre syntaxique close T (Σ) : A est l'ensemble de
termes clos sur Σ et fA(t1, . . . , tn) = f(t1, . . . , tn).
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Sous-algèbres

Une Σ-algèbre A1 est une sous-algèbre de la Σ-algèbre A2 ssi
� A1 ⊆ A2

� pour tout n ≥ 0, pour tout symbole f ∈ Σ d'arité n et pour
tout a1, . . . , an ∈ A1 on a fA1(a1, . . . , an) = fA2(a1, . . . , an).
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Congruences

Une relation R sur une Σ-algèbre A. On dit que f ∈ Σ est
monotone par rapport à R ssi pour tout i = 1 . . . n, ai R a′i
implique fA(a1, . . . , ai, . . . , an) R fA(a1, . . . , a

′
i, . . . , an).

Une congruence ∼ sur une Σ-algèbre est une relation d'équivalence
(ré�exive, symétrique, transitive), t.q. tout symbole f ∈ Σ est
monotone par rapport à ∼.

Notation : S/∼ est l'ensemble de classes d'équivalence d'une
Σ-algèbre S modulo une congruence ∼ sur S.
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Exercice : Soit R une relation d'équivalence sur un ensemble A
et soit a un élément quelconque de A. Montrer que pour tout
x, y ∈ A si [x] ∩ [y] 6= ∅, alors [x] = [y].

Exercice : Soit T la relation sur les entiers dé�nie par aT b ssi 5
est un diviseur de a− b. Montrer que T est une relation
d'équivalence, et qu'elle est une congruence par rapport aux deux
fonctions suivantes :

i(a) = 7× a et p(a, b) = (2× a) + (3× b)

Exercice : Soit S une relation déquivalence quelconque sur les
entiers naturels. Montrer que si S est une congruence par rapport
à +, alors S est une congruence par rapport à ×.
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L'algèbre quotient

Si ∼ est une congruence sur une Σ-algèbre A, alors A∼ est une
Σ-algèbre, dite algèbre quotient sur A t.q.
� son domain est A/∼
� pour chaque f ∈ Σ, fA∼([a1], . . . , [an]) = [fA(a1, . . . , an)].
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Homomorphismes, endomorphismes, isomorphismes

Soit A et B deux Σ-algèbres. Un homomorphisme (ou morphisme)
est une fonction Φ : A → B t.q. pour tout n ≥ 0, pour tout
symbole f ∈ Σ d'arité n et pour tout a1, . . . , an ∈ A on a

Φ(fA(a1, . . . , an)) = fB(Φ(a1), . . . ,Φ(an))

Un endomorphisme sur une Σ-algèbre A est un morphisme de A
sur elle même. Un isomorphisme est un morphisme bijectif (injectif
et surjectif).
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Exemple : Φ : Z → {2.z | z ∈ Z} t.q. Φ(z) = z + z.

Exercice : Soit Φ la fonction suivante :

Φ(a) = 2

Φ(f(t)) = Φ(t)

Φ(g(t)) = Φ(t) + 1

Φ(h(s, t)) = Φ(s) + Φ(t)

Dé�nir une Σ-algèbre B t.q. Φ soit un homomorphisme entre
l'algèbre syntaxique clos T ({a, f, g, h}) et B.
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Algèbres initiale

Une Σ-algèbre I est initiale dans K ssi pour toute Σ-algèbre
A ∈ K il existe un unique morphisme Φ : I → A.
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Assignations

Soit A une Σ-algèbre et soit X un ensemble de variables.

Une A-assignation est une application σ : X → A.

Théorème : Pour toute A-assignation σ : X → A, il existe un
unique morphisme σ̂ : T (X , Σ) → A, t.q.

σ̂(x) = σ(x)

σ̂(f(t1, . . . , tn)) = fA(σ̂(t1), . . . , σ̂(tn))

Notation : On confond σ et σ̂
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Substitutions

Une substitution est un endomorphisme de T (X , Σ) en T (X ,Σ).
Une substitution close est un morphisme de T (X ,Σ) en T (Σ).
Le domaine d'une substitution θ est l'ensemble
Dom(θ) = {x ∈ X | θ(x) 6= x}.
Une substitution est �ni si son domain est �ni. Dans ce cas, on
note θ = {x1/t1, . . . , xn/tn} si θ(xi) = ti pour tout 1 ≤ i ≤ n.
L'image d'une substitution est l'ensemble
Im(θ) = {θ(x) | x ∈ Dom(θ)}. On note V arIm(θ) l'ensemble⋃

x∈Dom(θ) V ar(θ(x)).
Un renommage θ est une substitution bijective de Dom(θ) sur
V arIm(θ).
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Stabilité par substitution

Une relation R sur T (X , Σ) est stable par substitution ssi t R t′

implique θ(t) R θ(t′) pour toute substitution θ.
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Uni�cation

Deux termes s et t sont uni�ables ss'il existe une substitution t.q.
θ(s) = θ(t) (θ est donc un uni�cateur de s et t).

La composition de deux substitutions θ et τ est dé�nie par
(θ ◦ τ)(x) = θ̂(τ(x)) pour toute variable x ∈ X .

Soient θ et τ deux substitutions. θ est une instance de τ (ou τ est
plus générale que θ) ss'il existe une substitution ρ t.q. pour toute
variable x ∈ X , (ρ ◦ τ)(x) = θ(x).

Soit S un ensemble de substitutions. Une substitution θ ∈ S est
principale ssi toute substitution τ ∈ S est une instance de θ.
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Uni�cateur principal

Théorème : Soit E l'ensemble (non vide) d'uni�cateurs de deux
termes s et t. Alors il existe un uni�cateur θ ∈ E appelé uni�cateur
principal t.q. pour tout τ ∈ E , θ est plus général que τ . De plus,
cet uni�cateur principal est unique à renommage près.

Exemple :

Une substitution θ est idempotente ssi θ ◦ θ = θ.

Théorème : Si s et t sont uni�ables, alors il existe un uni�cateur
principal de s et t qui est idempotent.

Mais comment construire cette uni�cateur ?
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Vers un algorithme d'uni�cation

� La construction d'un système d'équations à partir d'un problème
d'uni�cation

� Les règles pour transformer le système d'équations
� L'algorithme d'uni�cation
� L'interprétation du résultat de l'algorithme
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Les systèmes d'équations

Dé�nition : Une équation est une paire de termes de la forme
s

.= t. On dit qu'elle est uni�able ssi les termes s et t le sont.

Dé�nition : Un système/problème d'équations E est un
ensemble d'équations. On dit qu'il est uni�able ssi il existe une
substitution qui est uni�cateur de toutes les équations de E. Cette
substitution est appelée solution de E.

On s'intéresse aux systèmes d'équations �nis qu'on notera
{s1

.= t1, . . . , sn
.= tn}.
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Les formes résolues

Dé�nition : Un système d'équations E est en forme résolue ssi il
est de la forme {α1

.= t1, . . . , αn
.= tn}, où

� toutes les variables αi sont distinctes (i 6= j implique αi 6= αj)
� aucune αi n'apparaît dans un tj (∀i, αi /∈ ⋃

1≤j≤n V ar(tj))

Notation : Si E est un système en forme résolue
{α1

.= t1, . . . , αn
.= tn} on note ~E la substitution

{α1/t1, . . . , αn/tn}.
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Les règles de transformation

E ∪ {s .= s}
E

(e�acer)
E ∪ {t .= α} t /∈ X

E ∪ {α .= t}
(orienter)

E ∪ {f(s1, . . . , sn) .= f(t1, . . . , tn)}
E ∪ {s1

.= t1, . . . , sn
.= tn}

(décomposer)

E ∪ {α .= s} α ∈ V ar(E) α /∈ V ar(s)

E{α/s} ∪ {α .= s}
(remplacer)
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L'algorithme d'uni�cation d'un système E

1. On démarre avec un système d'équations E

2. On applique les règles de transformation tant qu'on peut, on
obtient un nouveau système P

3. Si le système P est en forme résolue
� alors renvoyer ~P

� sinon échec
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Vers la correction et la complétude de l'algorithme

Lemme :
1. L'algorithme termine.
2. Si σ est un uni�cateur d'une forme résolue P , alors σ = σ ~P .
3. Si une règle transforme un problème P dans un problème S,

alors les solutions de P et S sont les mêmes.
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Correction et complétude de l'algorithme

Théorème : (Correction) Si l'algorithme trouve une
substitution ~S pour le problème P , alors P est uni�able et ~S est
un uni�cateur principal de P .

Autrement dit,

Si P n'est pas uni�able, l'algorithme échoue.

Théorème : (Complétude) Si le système P est uni�able, alors
l'algorithme calcule l'uni�cateur principal de P .

Autrement dit,

Si l'algorithme échoue, alors le système P n'est pas uni�able.
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