La logique équationnelle




Equations : syntax et sémantique

Une >-équation est une paire de termes noté s = 1.

Une X-algébre A est un modéle d'une >-équation s = t, noté

A = s =, ssi pour toute A-assignation o on a o(s) = o (t).

On dit aussi que s =t est valide pour A.

Une X-algebre A est un modeéle d'un ensemble de >-équations &,

noté A = &, ssi A est un modéle de toute équation de £.

On dit aussi que & est valide pour A.



Consequénce sémantique

Soit £ un ensemble de X-équations et s =t une X-équation

quelconque.

L'équation s = t est une consequénce logique de |'ensemble &£, noté

E = s =t, ssi tout modéle de £ est aussi un modéle de s = t.

La théorie équationnelle engendrée par £ est |'ensemble
=c={(s,t) e T(X, X)) xT(X,X) | € Es=t}.

Exercice : Montrer que la relation =¢ est une congruence sur

T(X,Y).



Quelques problémes intéressants

Soit s =t une X-équation et £ un ensemble de X-équations.
Le probléeme du mot consiste a decider si £ = s = t.

Le probléeme d’unification sémantique consiste & trouver toutes les
substitutions o t.q. £ = o(s) = o(t).

Si & = () on parle du probléme d’unification syntaxique, sinon du
probléeme de E-unification.

Le probleme inductif consiste a décider si 7(X)/-. s =t.



Reégles syntaxiques pour le raisonnement équationnel

s=tef _ ..
(axiome) (réflexivité)
s=t S=3S
s=1 _ s=t t=u o
(symétrie) (transitivité)
t=s S =1u
s=1t o s=1t
(substitution) (contexte)



Dérivation

Une dérivation de |'équation s =t a partir d'un ensemble £ est un
arbre d’'équations t.q.

— La racine est s =t

— Si E est une feuille, alors E € £ ou E est une équation s = s.
- Si Eq,...,E, sont les fils de E, alors E est obtenue a partir de

Eq, ..., E, par une régle syntaxique.

| 'équation s = t est dérivée a partir de £, noté £+ s = ¢, ssi |l

existe une dérivation de s =t a partir de £.



La relation <—>§

=tecé& t
” (Vo) - (Vuup)

o(s) —¢ o(t) ulslp —e ult]y

¢ est la fermeture symétrique de —¢

«¢ est la fermeture réflexive, symétrique et transitive de —¢



A propos de ¢

Exercice : Montrer que <+ est stable par substitution.

Exercice : Montrer que <% est une congruence sur 7 (X, ).

Exercice : Montrer que £ = s =1 ssi s «¢ {.



Lemme de substitution (i)

Soit A une X-algébre, o une A-assignation et 6 une substitution.
Alors pour tout terme t € 7(X,3%) on a



Lemme de substitution (ii)

Considérons la Y-algébre T (X, %) ¢.

Soit o une 7 (X, X)¢-assignation et 6 une substitution t.q
o(x) = [6(x)] pour toute variable z € X. Alors pour tout terme
teT(X,X)on a



Le modéle T (X,X)"¢

Exercice : L'algébre T(X,X)"¢ est un modéle de &.
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Théoréme d’adéquation (Birkhoff 1933)

(Correction) Si £Fs=t, alors £ =5 =1.

(Complétude) Si £ E=s=t, alors EF s =1t.
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