CORRIGE

1 Bisimulation

1.

(a)

Soient R C X X Y une bisimulation entre 7' C X x A x X et
T"CYxAXxY,etx € X ety €Y deux éléments tels que
zRy. Soit u = (u;)o<ica € L(x,T) (o € INU{w}), il existe
donc une suite (z; =% ;11)o<i<a de transitions de T avec zy = z.
Puisque R est une simulation de 7T par 7', on en déduit par
récurrence sur ¢ une suite (y; = yit1)o<i<a de transitions de 7"
avec yo = y et x;Ry; pour tout 4, et donc u € L(y,T"). Du
fait que R~ ! est une simulation de T’ par T on en déduit de
fagon symétrique L(y,7") C L(z,T) et donc L(y,T") = L(z,T).
Supposons maintenant (u,a) € L£(z,T) c’est a dire 32’ € X :
5z A(Vo" € X : =(z' % 2")). Par le méme raisonnement que
précédemment on déduit ¢’ € Y tel que 2’ Ry’ et y — 3/, supposons
" €Y 1y 54" puisque R~ est une simulation de 7" par T on
devrait trouver un 2” € X tel que z"Ry" et ' % z” d’ou la con-
tradiction. Ainsi £°(z,T) C L%(y,T) et donc L(x,T) = Ly, T)
par symétrie.

Considérons les systémes de transitions 7" et 7" de la figure 1. On a
L(z,T) = L(y,T') = {e€, a,ab,abc,abd} et Lé(z,T) = L(y,T") =
{(u,e)|u € L(z,T)Ne € max(e)} ot max(e) = {a}, max(a) = {b}
et max(ab) = ) = max(abc) = max(abd). Néanmoins il n’existe
pas de bisimulation R entre 7' et 7" pour laquelle x Ry car sinon
on aurait soit x1; Ry; soit x15 Ry, le premier cas n’est pas possible
car (b,c) € L(y1,T") \ L(x11,T), et le second n’est pas possible
car (b,d) € L%(y1,T") \ L(x12,T).

2. Notons T, C X x A X X pour k € {1, ii, iii, iv, v, vi, vii} les systemes

(a)

de transitions de la figure 2; et x% désignera 1’élément de X} ayant
I’étiquette ¢ dans cette figure.

La relation R C X; x X,; donnée par 2¥Ra!, ssi (k = 1 et €
{10,20,30,---}) ou (k = 2 et [ € {11,21,31,---}) ou (k = 3 et
[ €{12,22,32,---}) est une bisimulation entre T; et T,;.
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Figure 1: Deux éléments non bisimilaires et ayant méme langage et méme
ensemble d’échecs

(b) La relation R C X;; x Xj, ci dessous est une bisimulation entre
Ei et T’iv-

1.1 2 .2 2 .3 3 .4 3 .5
R = {(x, 3,), (255, T3,))s (T3 T3 ), (@55, 23 )5 (T35 T3) }

(c) La relation R C X;; x X, ci dessous est une bisimulation entre
Tiii et T,.

1.1 2 .2 2 .3 3 .4 3 .5
R = {(3, 7))y (T35 T)s (%555 Ty ) (T35 T )5 (T35, T)

(d) Il n’existe aucune bisimulation entre T,; et T} pour k € { i, ii,
iii, iv, v, vi, }. En effet supposons que R C X x X,;; soit une
telle bisimulation; on peut trouver une suite (), v d’ éléments
de X, telle que pour tout entier n on ait z, — z,,; en utilisant la
bisimulation on construit par récurrence une suite infinie (x7,), v
d’ éléments de X,;; telle que pour tout entier n on ait z}, = =, ;.
Or dans T,; il n’existe aucun élément a partir duquel on peut
exécuter une suite infinie de transitions étiquetées a d’ou la con-
tradiction.

(e) Pour toutes les autres paires de sytémes de transitions on ne peut
pas trouver de bisimulation entre eux. Puisque la composée de
deux bisimulation est une bisimulation il suffit de le vérifier par
exemple pour les paires {T;, Tj;}, {T;, Tiii } et {Tii, Tiui}

i. Supposons que R C X; x X;; soit une bisimulation entre 7;
et T;;. Nécecessairement x? Rx? car ce sont les seuls éléments



Figure 2: Quelques systemes de transitions

Z autorise

ne 'autorise pas dans 7; d’ou la

de X, et X;; respectivement autorisant b. Mais x
a dans Tj; tandis que z?
contradiction.

ii. Par le méme argument il n’existe pas de bisimulation entre 7;
et Ti;.

iii. Supposons que R C X;; x Xj; soit une bisimulation entre T;;
et Tj;. Dans la mesure ou la seule action autorisée en z.. est
a, on a nécéssairement z) Rz}, mais puisque z},; > zL. et que

zl % x2 est la seule transition de Tj; étiquetée a et d’origine

z). on en déduit x% Rz}, mais laction b est autorisée en %

mais pas en z).;, d’olt la contradiction.

3. Considérons les deux systemes de transitions de la figure 3. L’application



Figure 3: Deux systemes de transitions non bisimilaires mais qui se simulent
mutuellement

f: X — Y donnée par f(z;) = y; pour i € {0,1,2} et f(x3) = y; est
une simulation de 7" par 7'; de méme 'application g : ¥ — X don-
née par g(y;) = x; pour i € {0,1,2} est une simulation de 7" par
T. Par contre il n’existe pas de bisimulation entre T et T', en effet
si R C X XY est une telle bisimulation alors nécessairement xqRyq
car a est autorisé en xg et gy est le seul élément de Y dans lequel a
soit autorisé. On en déduit donc également que xRy, et x3Ry; et on
obtient une contradiction du fait que b est autorisée en 7, mais pas en
x3.

4. f: X -5 Y est uneréductionde T C X x Ax X surT"CY x AxY
si et seulement si (7)) Gy C X x Y est une simulation de 7" par 7" i.e.
z = z' dans T entraine f(z) = f(s') dans 7" (la premiere condition est
automatiquement vérifiée car G est une relation fonctionnelle) et (i)
GJTI est une simulation de 7" par T i.e. f est surjective, et f(z) % 4/
dans T’ entraine l'existence d’'un x dans X pour lequel z = z’ dans T
et f(2') = y'. Donc si f est une réduction injective, il s’agit d’une
bijection telle que z =% 2’ si et seulement si f(z) % f(z') c’est a dire
qu’il s’agit d’un isomorphisme entre 7" et 7".

2 Propriétés algébriques de la bisimulation

1. Toute congruence R C X x X de T' C X x A x X passe au quotient: on
peut définir un systeme de transition 7/R C X/R x Ax X/R en posant
[z] % [2'] dans T'/R ssi z % 2’ dans T. Soit 7" C X/R x A x X/R, la
projection canonique g : X — X/R est une réduction de 7" sur 7"



ssi (i) x5 2 = [a] % [2'] dans T" et (i1) [z] Sy dans T' = 2’ € X :
z 5z et y=[2]ie T'=T/R. Cest dire que la structure quotient
est I'unique structure de systeme de transitions sur ’ensemble quotient
qui fasse de la projection canonique une réduction.

. Soient f: X - Yet g: X — Z des réductionsde T'C X X A x X
sur 7" CY x AxY et T" C Z x A X Z respectivement. Puisque f
est surjective (G;le = idy) il existe une unique relation H CY x Z
telle que G, = GyH a savoir H = GJTIGQ ie. yHz ssi dr € X
y = f(x) A g(z) = z, et donc H est (le graphe d’) une application
h 'Y — Z si, et seulement si, ker(f) C ker(g). Donc une telle
application lorsqu’elle existe est unique (par surjectivité de f) et c’est
une réduction car son graphe est une bisimulation en tant que composée
de deux bisimulations.

. Soit T'C X X A x X un systeme de transitions. L’union R des au-
tobisimulations de T (bisimulations entre 7" et T') est une autobisim-
ulation, de plus il s’agit d’une relation d’équivalence car la relation
identité, I'inverse d’une autobisimulation et la composée de deux auto-
bisimulations sont des autobisimulations. Soit 7' = T'/R la structure
quotient. Montrons que la projection canonique est une réduction max-
imale 7 : T — T de T. Soit, par conséquent f : T' — T’ une autre
réduction de T ou 7" C X' x A x X'. Le noyau de cette applica-
tion ker(f) = G fGJT1 est une congruence de T. f est surjective et
ker(f) C R, il existe donc une (unique) application g : X’ — X/R telle
que T = go f. g est la réduction par (2).

. Soient TC X xAxX etT' CY x AxY deux systémes de transitions
et R C X X Y une relation, et T Ag 7" C R x A X R donnée par la
structure produit : (z,y) = (z/,9') si et seulement si xRy, 2’ Ry', = 5 2’
dans T et y 5 ¢’ dans T". Si les projections 7 : R — X et 1y : R =Y
sont des réductions de T Agr T" dans T et T respectivement, alors R =
G;!Gy, est une bisimulation entre T et T’ comme composée de deux
bisimulations. Réciproquement si R est une bisimulation montrons
que 7 (et donc my par symétrie) est une réduction. D’une part les
deux projections d’'une bisimulation sont des surjections, par ailleurs si
(z,y) = («',y') alors, par définition de TART", z % z', enfin si (z,y) > Z



dans T Ap T' cela signifie que Z = (2',y') avec z = ' dans T et y = o'
dans 7" et 2'Ry'.

. Soit = une congruence de T 4+ T", alors R C X x Y donnée par xRy
ssi (x,0) = (y,1) est une bisimulation entre 7" et T”. En effet les deux
projections de R sont surjectives car chaque classe de = contient au
moins un élément de X et un élément de Y, par ailleurs si xRy et
r 5o e (x,0) = (y,1) et (z,0) > (/,0), on déduit du fait que = est
une bisimulation que (y,1) = (3/,1) i.e. y % ¢’ dans T pour un certain
y tel que (2/,0) = (¢, 1) i.e. xRy, donc R est une simulation de 7" sur
T', R~! est par symétrie une simulation de 7" par 7. Réciproquement,
soit R une bisimulation entre 7" et 7" et soit = la relation d’équivalence
engendrée par R sur X + Y, c’est a dire == (R+ R ')*. Si on appelle
distance entre z et 2’ tels que z = 2’ le plus petit entier n pour lequel
z(R+ R71)"2' on vérifie par récurrence sur la distance entre z et 2’
que = vérifie la propriété de transfert: (z = 2’ et z % 2) = (32 :
2 %3 et 2 = 2'). De cette propriété de transfert et du fait que =
est une relation d’équivalence on déduit qu’il s’agit d’une congruence
de T + T'; de plus puisque les projections de R sont surjectives on
déduit que chaque classe de = contient au moins un élément de X et
un élément de Y.

. Soit R C X xY une bisimulation entre 7 C X xAxX etT' CYxAXY
et = la relation d’équivalence engendrée par R sur X + Y, c’est a dire
== (R+ R ')*. Nous avons vu qu’il s’agit d’une congruence de T + 7",
posons T'VgT' = (T'+T1")/ = le systeéme de transition quotient. Posons
j1 = moiny et jo = moing les compositions respectives de la projection
canonique 7 : X+Y — (X+Y)/ = avec les injections X 3 X+Y €Y,
ie. ji(xz) = [(z,0)] et jo(y) = [(y,1)]. Puisque chaque classe de =
contient au moins un élément de X et un élément de Y, ces applications
sont surjectives, de plus z % ' dans T' = (z,0) % (2/,0) dans T+ 7" &
[(z,0) % [(z',0)] dans T VR T', et inversement si [(z,0) % z dans TV T"
alors z est la classe d'un élément de X + Y qui peut étre choisi dans
X ie. de la forme z = [(2/,0)] et on a (z,0) > (2/,0) dans T + T"
(d’apres 2.1). Et donc z % ' dans T par définition de T+ T'. Ainsi
gi: T = TVgrT et jo: T — T Vg T sont des réductions. Montrons
que ces réductions vérifient la propriété universelle suivante: pour toute



paire de réductions T Lslr (avec S C Z x A x Z) pour lesquelles
fi(z) = fo(y) des que xRy, il existe une unique réduction f : TVxT" —
S telle que f; = foj; et fo = f o jy. Considérons par conséquent une
telle paire de réductions f; et fy. Par propriété de la somme, il existe
une unique application f : X +Y — Z pour laquelle f; = f oin; et
fo = f oing, & savoir f donnée par: f(z,0) = fi(x) et f(y,1) = fo(x).

La condition xRy = f1(z) = f2(y) exprime que R C ker(f) et comme
cette derniere est une relation d’équivalence on déduit =C ker(f) et
donc il existe une unique application f : (X +Y)/ =— Z telle que
f = fom et donc telle que foj; = fi et foj, = fo. Supposons que g
soit une autre application de (X +Y')/ = dans Z telle que go j; = fi
et gojo = fo. Alors fi = (gom)oing et fo = (gom) oing, dou
gom = fet g= f, ce qui prouve l'unicité de f. On montre que f
est une réduction de T+ T" sur S ce qui nous permet de déduire que
f = f/m est une réduction de T Vg T" sur S. f est surjective car f; et
f2 le sont en tant que réductions, une transition de 7'+ 7" est soit de la
forme (z,0) % (z/,0) pour z % 2z’ dans T ou de la forme (y,1) % (/,1)
pour y % ¢ dans 7’. Dans le premier cas on déduit fi(z) = fi(z')
ie. f(z,0) > f(2',0) lautre cas est similaire. Dans lautre direction
considérons f(u) % z une transition de S , si u = iny(z) pour x € X
alors cette transition s’écrit fi(z) % z et puisque f; est une réduction,
il existe 2/ € X tel que z = fi(z) et z 5 2', i.e. Ju' =inq(2’) e X +Y
cuS ' dans T+ T" et f(u') = 2. Le cas u = iny(y) pour y € Y est
similaire.

. T Ag T' vérifie la propriété universelle suivante: pour tout systéme de
transitions S C Z x A X Z et toute paire de réductions T g B3
telles que Vz € Z : fi1(2)Rfs(2), il existe une unique réduction f : S —
T ArRT'telle que fi =m o fet fo=mof.

. Montrons qu'’il y a équivalence entre les trois assertions suivantes : (i)
il existe une bisimulation entre T et 7", (ii) les systémes de transi-
tions T et T se réduisent en un méme troisieme et (iii) les sytémes de
transitions 7" et 7" sont des réductions d’'un méme troisieme.

(a) (i) = (ii) par 2.5.
(b) (i) = (iii) par 2.3.
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Figure 4: la relation R C X x Y donnée par (i,j)R(i,j') < ¢ = i’ est une
bisimulation de TC X x Ax X et T"CY x A XY

TART = (O

(c) (i) = (i)carsi f: T — T" et g:T" — T" sont des réductions
alors R = fg~! est (en tant que composée de deux bisimilations)
une bisimulation entre 7" et 7".

(d) (ii) = (i)carsi f:T" — T et g: T" — T’ sont des réductions
alors R = f~!g est (en tant que composée de deux bisimilations)
une bisimulation entre T" et T".

9. Les systeémes de transitions T Ag T" et T Vg T' sont représentés dans
la figure 4.

3 Bisimilarité

1. Une relation d’équivalence R C X X X est une congruence de T° C
X x A x X si et seulement si elle vérifie la condition suivante :

aQ, ! ! aQ, ! ! /
z—2 = dy.y—y and 'R
ny = a 1 yl Y a y/ ! yl
y—y = dx'.z— 2 and 'Ry
c’est a dire §'il s’agit d'un post-point fize de ’opérateur monotone F (i.e.
R C F(R)) défini comme suit sur le treillis des relations d’équivalence
sur X :

z5z = F.ySy and 2Ry
vFhy < { y5y = 7' .z5 2 and 'Ry
Le plus grand point fixe de F est la borne supérieure de ses post-
point fixes dans le treillis des relations d’équivalence de X, cette borne
supérieure est donnée par la réunion ensembliste du fait que cette réu-
nion est également un post-point fixe (c¢’est une autobisimulation de T
—i.e. une bisimulation entre 7" et T— car la classe des autobisimulations



est close par union arbitraire et c’est une relation d’équivalence car la
classe des post-point fixes de F contient la relation identité et est close
par passage a l'inverse et par composition) ainsi :

vF=\{R: RCFR)}={R: RCFR)}

Comme la relation d’équivalence (R U R™')* engendrée par une auto-

bisimulation R est également une autobisimulation (et donc un post-
point fixe de F) on en déduit que la relation de bisimilarité = qui est
par définition la réunion des autobisimulations de 7" est le plus grand
point fixe de F.

. on définit la suite (=,;n € IN) des approximations de la relation de
bisimilarité de la maniere suivante: =y désigne la relation universelle :
r =g y pour tous z et y dans X; et on pose =,,1= F(=,) pour
tout n € IN. C’est a dire que la suite des équivalences =, est la
suite des itérées =, = F"(1) de l'opérateur F a partir de la relation
universelle 1 = X x X qui est le plus grand élément du treillis des
relations d’équivalence sur X. Comme l'opérateur F est monotone
cette suite est décroissante et elle est minorée par vF car vF C 1 et
vF C R = vF =F(vF) C F(R). Donc vF C=, avec =,= |, [N =n-
Pour démontrer I'inclusion inverse (=,C vF) il suffit de démontrer que
=, est un post-point fixe de F c’est a dire

=,C F(=,)

Montrons donc que cette inclusion est vérifiée si le systeme de transi-

tions 1" est a images finies. Supposons = =, y, c’est a dire que pour
tout entier n, on a xr =,41 Y :

rSc =y WSy, AT =9

et la condition symétrique (y >y’ = 3!, : (z >z, Azl =, V).
Puisque T est a branchement fini il existe une infinité d’indices n procu-
rant un meéme y,, autrement dit sous I’hypothése z % z’ on déduit
Iexistence d'un élément 7' tel que y = ¢’ et tel que 2’ =,, ¥’ pour une
infinité d’indices n. Mais comme la suite de relations =,, est décrois-
sante d’intersection =,, cette dernieére condition entraine 2’ =, 3. De
facon symétrique on obtient

y =y =37 (a:ﬂmvl/\fclzwy')



Et donc zF(=,)y.

3. Montrons par récurrence sur n € IN que z, =, Yn =n Tn + Yn €t
Ty ?_én—f—l Un $én+1 Tn + Yn $—én+1 Ty

(a)

Pour n = 0: zg =¢ yo =¢ To + Yo car =, est la relation universelle;
x =, y ssi Init(x) = Init(y) ou Init(z) = {a € A| Jy xSy}
est I'ensemble des lettres de A autorisées en x. Init(xy) = {b},
Init(ye) = {c} et Init(zq + yo) = {b,c}, donc xq #; yo #1 vo +
Yo #1 Zo-

Supposons la propriété pour n et vérifions la pour n + 1. Notons
que x =11 yssiVa € Amy(z.a) = m,(y.a) ot z.a = {ylz = y} est
I’ensemble des éléments accessibles a partir de x par une transition
étiquetée a; et si E C X, m,(F) = {[z]=, |r € E} est 'ensemble
des classes d’éléments de E modulo I’équivalence =,. pour sim-
plifier les notations écrivons [z], pour [z]=,. Pour b # a, x,11.b =
Ynt1-b = (-Tn—|—1 + yn—|—1)-b =0 et Tpt1-@ = {-Tn + yn}a Yn+1-0 =
{-Tnayn} et (*Tn—l—l + yn-l—l)'a = {-Tnaynal‘n + yn}a par hypothése
de récurrence on en déduit m,(x,11.0) = T (Yni1.a) = 7 ((Tng1 +
Ynt1)-0) €t Tp i1 (Tng1-@) # Tng1 (Ung1-@) # Tng1 (Tng1+HYns1)-a) #
Tnt1(Tnt1.a) par conséquent Tpi1 =pi1 Ynt1 =nt1 Tntl + Ynp1 e
Tnt1 Fnt2 Yntl Ent2 Totl + Yntl Ent2 Tnil-

Logique de Hennessy et Milner

T,x =0 n’est jamais vraie
T.xE=eVYy ssi TyaEp ou Tyx =1
T.xEVYep ssi Yy : (z 2y = Ty E o)

2. On définit par récurrence les formules ¢,, et 1, par @ = Fp1, ¥ = 3.1,
Oni1 = Ja(On Ap) et Uy = Va[(on A 0Un) V (mpn Ahy)]. Alors @, est
vérifiée en x,, mais pas en y, tandis que v, est vérifiée en y,, mais pas
en o,.

3. Montrons que si T" est a images finies les relations définies par

=y ssi Vo e HML, (ToaE o e T,y @)
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coincident avec les approximations de la relation de bisimilarité. =,
est la relation universelle il suffit donc de montrer F(£2,) =2, ,; pour
tout entier n.

(a)

Montrons par la contraposée que F(2,) C=, 1. Supposons donc
x et y ne vérifiant pas x =,,; y cela signifie qu’il existe une
formule ¢ € HML,; qui distingue = et y c’est a dire qui est
vérifiée par I'un d’eux mais pas par autre. Si cette formule est
une négation ¢ = - alors ¥ € HML,,,; distingue aussi x et y, si
c’est une conjonction ¢ = ¢ A 9 alors I'une des formules ¢; ou
9 (qui sont dans HML,, ;1) distingue également z et y. On peut
donc supposer ¢ de la forme 3,7 avec v € HML,,. Sans perte de
généralité on peut supposer que z vérifie ¢ et y ne la vérifie pas.
C’est & dire qu'il existe une transition z = z’ ou 2’ vérifie ¢ tandis
que pour toute transition y % ¢/, 1'état ¢’ ne vérifie pas 1), c’est
a dire qu’aucun de ces y’ n’est équivalent modulo les formules de
HML, (i.e. par &,) a 2/, autrement dit xF (=, )y n’est pas vérifiée.

On montre par la contraposée que 2, ,1C F(2,). Supposons donc
x et y tels que —(zF (2, )y). Cela signifie qu’il existe une transition
z 5 2’ telle que pour toute transition y % ¢’ on ait 2’ %, v’ (ou
bien la condition symétrique). Donc il existe une formule ¢, €
HML,, vérifiée par =’ mais pas par y'. Cette formule dépend de
y' néanmoins comme le systéme de transition est a images finies
on peut prendre la conjonction de ces formules ¢ = A{py |y = ¢'}
qui est donc vérifiée par ' et par aucun des ' tels que y = y'. La
formule ¢ = 3, est alors une formule de HML,,,; qui est vérifiée
par x et pas par y et ainsi x 2,11 y.
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