CORRIGE

1 Reéseaux ambigus

1.1  La figure ci dessous indique des étiquetages localement bijectifs et
non injectifs qui montrent que les réseaux correspondants sont ambigus.

1.2.1 Supposons que deux sommets similaires s et s’ aient des voisinages
non disjoints, soit " € V(s)NV (s') alors s et s’ sont deux sommets de V(s"”)
qui ont la méme valeur par ¢ ce qui contredit le fait que o est localement
bijectif et donc injectif en restriction au voisinage de s”.

Deux arétes non disjointes similaires sont des arétes de la forme {s; s’} et
{s;5"} avec §' et s” similaires, ce qui signifie que s’ et s” sont des sommets
similaires ayant des voisinages non disjoints ce qui est impossible comme on
vient de le voir : cela contredit le fait que o est injectif en restriction au
voisinage de s.

1.2.2  Montrons [simy(s)| = [sim,(s’)| lorsque s et s’ sont wvoisins. Soit
simy(s) = {s, $1,- .., Sk_1}, deux sommets similaires ont des voisinages simi-
laires et disjoints donc il existe des sommets s, € V(s;) similaires a s’ € V(s),
ces sommets étant de plus distincts entre eux et distincts de s’. Ainsi
|simy (s")| > [simy(s)| et donc [simy(s)| = [simy(s")| par symétrie. Comme le
graphe est connexe, on en déduit que 'identité |sim)(s)| = [simy(s')| reste
valide pour toute paire de sommets s et s'.

Les arétes similaires a 1'aréte a = {s1; so} sont de la forme {s}; s} avec s;
similaire & s et s, similaire & s5,, comme deux arétes similaires sont disjointes



on en déduit que |simy(a)| < [sim,(s;)|. Maintenant chaque sommet similaire
a s; contient un voisin similaire & s, (car des sommets similaires ont des voisi-
nages similaires) et ces sommets sont tous distincts (car les voisinages de deux
sommets similaires sont disjoints); ceci nous donne [simy(a)| > [simy(s1)| et
donc [simy(a)| = [simy(s1)]-

Dire qu'une bijection locale est d’ordre 1 revient a dire qu’elle est injec-
tive, par conséquent un réseau dont toutes les bijections locales sont d’ordre
1 est non ambigu.

1.3 Comme toute paire de sommets d’un graphe complet sont voisins
et que (par 1.2.1) deux sommets similaires par une bijection locale ne peu-
vent étre voisins on en déduit qu’une bijection locale d’un réseau complet est
nécessairement injective, c’est a dire qu'un tel réseau est non ambigu.

1.4  Larelation de similarité définie sur 'ensemble des sommets du réseau
est une relation d’équivalence, par 1.2.2 toutes ses classes ont la méme car-
dinalité on en déduit que si un réseau a un nombre premier de sommets,
soit il y a une seule classe ou chaque classe ne contient qu'un élément. Par
hypothese le réseau possede au moins deux sommets voisins et ceux ci ne
sont pas similaires donc le premier cas est exclu et on en déduit que toute
bijection locale est d’ordre 1 et donc qu'un tel réseau est non ambigu.

De la méme facon, la relation de similarité définie sur ’ensemble des arétes
du réseau est une relation d’équivalence, par 1.2.2 toutes ses classes ont la
meéme cardinalité on en déduit que si un réseau a un nombre premier d’arétes,
soit il y a une seule classe ou chaque classe ne contient qu'un élément. Dans
le premier cas il s’agit du réseau réduit a une aréte qui est non ambigu car
il s’agit d’un réseau complet (1.3). Dans le second cas on en déduit que la
bijection locale est d’ordre 1. Un réseau ayant un nombre premier d’arétes
est donc non ambigu.

1.5 D’aprés 1.2.2 lordre d’une bijection locale d’un réseau divise a la
fois le nombre de ses sommets et le nombre de ses arétes. Or si le réseau est
un arbre ces deux nombres sont premiers entre eux (car |[A| = |S| — 1) et
donc toute bijection locale est nécessairement d’ordre 1, ainsi un arbre est
non ambigu.

1.6  Si o, —1r/s — 0y est une dérivation et o} est un état tel que Vs’ €



S\V(s) oi(s') = o01(s") alors o] — r/s — o} est une dérivation avec

! : !

o() = oa(s’) si s eV(s)
2 o1 (s') sinon

Ceci nous permet de construire par récurrence la suite de dérivations requises

avec
' orG)(s') si s'€V(s;q) pour 1<i<y
o7i(s') = o(s') sinon

et donc o, , ne dépend pas de la permutation 7:

Orn(s') = { oi(s") si s € V(si)

o(s') sinon

1.7 Soit o un état A\-compatible et ¢ — r/s — ¢’ une dérivation d’un pro-
tocole. Posons simy(s) = {si,...,s,} 'ensemble des sommets similaires a
s, avec disons s = s;. Si une regle d'un protocole est applicable en un état
A-compatible o au sommet s, elle 1’est également en cet état en chacun des
sommets similaires & s et la dérivation correspondante en s;, 0 —1r/s; — o;

on (ol : / )
est telle que o;(s') = { o'(pils) s sT€V(si) ol p : V(s;) = V(s) est

o(s") sinon
l’application qui associe a tout sommet de V(s;) le sommet de V(s) qui lui
est similaire. Par 1.2.1 les sommets similaires a s ont des voisinages disjoints,
on en déduit par 1.6 la dérivation parallele o — {r/s1,...,r/s,} — o" avec
O_II(SI) — { Oi(“’;l) S? s' € V(Si)

o(s') sinon
Pour cela considérons s’ et s” deux sommets A-similaires. Supposons que
s' € V(s;), comme s” est similaire & s’ on a s” € V(s;) pour un certain
j et alors o”(s") = o"(s") = o'(s") ou s est le sommet de V(s) simi-
laire & s’ et & s". Si &' & Uj<i<, V(s;) alors il en est de méme de s” et
O.II(SI) — 0(8') — U(S”) — O.II(SII)T n

Montrons que ¢” est A-compatible.

1.8  soit A une bijection locale d’ordre £ > 1 d’un réseau R = (S, A).
Supposons que P = (L, R) soit un protocole d’énumération pour R, c’est a
dire qu’il existe un état local £y € L pour lequel toute exécution du protocole
P sur le réseau R a partir de I'état oy, tel que Vs € S 0y(s) = £y, termine
et fournit une énumération de S, ce qui signifie que toute exécution a partir
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de I'état oy termine et fournit un résutat qui est une injection. Par con-
séquent tout état A-compatible ne peut étre le résultat d’une exécution du
protocole P & partir de og (puisque lui méme non injectif). Par conséquent
si (o; —ri/s;i = 0441,0 < i < m — 1) est une exécution finie du protocole P
a partir de oy conduisant a un état o, compatible avec la bijection locale A,
il existe une regle r € R qui peut s’appliquer en un sommet s € S pour I’état
om- Par 1.7 cette regle peut également s’appliquer en chacun des sommets
similaires & s et fournir une dérivation parallele o, — {r/s|s' € sim)} — ¢
ol ¢’ est un état A-compatible. Puisque I’état initial est constant et donc A-
compatible, on peut en itérant cette construction obtenir une suite infinie de
dérivation du protocole a partir de I’état oy, ce qui fournit la contradiction.

2 Un protocole d’énumération universel

2.1.1 Si f: X — IN est une fonction connexe non injective, soient x;
et xo deux éléments distincts de X ayant la méme valeur par f et k =

. _ , ] flx) st oz #E
max{ f(z)| x € X}, lafonction g : X — donnée par g(z) = { kil si o=

est connexe et plus grande que f.

2.1.2  g(X)N(IN\{0}) = [F(X)N(IN\{0})]U{k+1} ot k = max{f(y)| y €
Y}, puisque k£ € f(X) la fonction g est connexe.

213 A<B&VYacA\BIbeB\A a<b. Supposons A < B < C
et a € A\ C on doit exhiber ¢ € C'\ A tel que a < ¢. Posons f = max(B\ A)
et v = max(C \ B).

e supposons a ¢ B
alors a < [ puisque A < B. Si f € C alors le résultat est obtenu avec
c=p.S1p&Calors f<yety g Acary € A contredit A < B, le
résultat est alors obtenu avec ¢ = 7.

e supposons a € B
Puisque B < C, a < 7. v € A contredit A < B; donc v € C'\ A et le
résultat est obtenu avec ¢ = .

I’antisymétrie est évidente.



Si A et B sont deux ensembles distincts, alors au moins un des deux
ensembles A\ B et B\ A est non vide, ces ensembles n’ont aucun éléments
en commun on a donc max(A \ B) # max(B\ A) et donc A < B ou B < A.

2.2.1
( (0,0,0), )
0p = (Ovmaw)v
(0,0,0)
(1,0,{(1,0); (0,{1})}),
o= | (0,{1},{(1,0); (0,{1})}),
(0,0,0)
(1,0.{(1,0); (0,{1})}),
oy = | (0,{1},{(1,0); (0.{1})}),
(0,0.{(1,0); (0.,{11)})
(1,0,{(1,0); (0, {1})}),
o3 = | (0,{1;2},{(1,0); (0,{1}); (0.{1;2}); (2,0)}),
(2,0,{(1,0); (0,{1}); (0.{1;2}); (2,0)})
(1,0,{(1,0); (0,{1}); (0.{1;2}); (2,0)}),
ou = | (0,123 {(1,0): (0,{1}); (01:2)): (2.0)}),
(2,0,{(1,0); (0,{1}); (0.{1;2}); (2,0)})
(1, {3}, {(1,0); (0,{1}); (0{1; 2}); (2, 0)(1, {3}); (3,{1: 2}); (2, {3})}),
— | (3 {1523 {(1,0)5 (0, {11): (0.41:2)5 (2, 0)(1, {3)): (3, {1; 2} (2, {3D)),
(2, {3}, {(1,0); (0, {1}); (0{1;2}); (2,0)(1, {3}); (3, {1;2}); (2, {3})})

L’exécution est terminée car les trois boites a lettres sont égales et en chaque
sommet le registre est plus grand que les messages ayant le méme identifica-
teur que le sommet.

2.3.1  Si ny(s) # nir1(s) cest que m;y1(s) = max(N;(s)) + 1 et comme
ni(s) € Ny(s)) on déduit n;(s) < m;i1(s). Si Ri(s) # Riy1(s) cela signifie que
Rii1(s) = (Ri(s) \ {k}) U{K'} avec 0 < k < k' et donc R;(s) = Ri1(s). Les

boites a lettres quant a elles ne font que croitre.

2.3.2  On fait la preuve par récurrence sur . Pour ¢ = 0 il n’y a rien a
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prouver puisque ny(s) = 0 pour tout s € S. Supposons cette propriété pour
tout k tel que 0 < k < i. Supposons n;(s) =n > 0, si n;(s) = n;41(s) alors
la propriété est prouvée par 2.3.1 en prenant s’ = s. Si n;(s) # n;1(s), alors
il existe k£ < i et s, € S tels que ng(sg) = n et Ri(s) < Rg(sg). Sik =i
alors s # sy et donc n;(sg) = niy1(sk) et Ri(s) < Riy1(sg) ce qui prouve le
résultat. Si k£ < ¢, par hypothese de récurrence appliquée 7 — k fois on déduit
un s’ tel que n;(s") = n et R;(s) < R;(s'), on déduit comme précédemment
s# s et ni1(s') =n et Ri(s) X Riyi(s').

2.3.3  On fait la preuve par récurrence sur ¢. Le cas ¢ = 0 est trivialement
vérifié. Soit s € V(s) tel que n;41(s") =n > 0. Si n = n;(s’), par hypothese
de récurrence on déduit n € N;(s) et donc n € N;;1(s). Sin # n;(s") alors par
application du protocole en s', (n, Ri+1(s")) € Biy1(s') et donc n € Njiq(s).

2.3.4  On fait la preuve par récurrence sur 7. Le cas i = 0 est trivialement
vérifié. Supposons par I’absurde qu’il existe s',s” € V(s) distints tela que
nit1(8") = nip1(s") > 0. Sini(s') = nip1(s) et ni(s") = niy1(s”) Phypothese
de récurrence nous fournit la contradiction. Si par exemple n;(s") < n;y1(s")
(et donc n;(s") = niy1(s")) alors n;yq(s") > max(N;(s')). Puisque s” € V(s),
par 2.3.3 il vient n;(s") = n;11(s”) € N;(s), par Is condition du renommage
Ni(s) = Ny(s") d’ott njy1(s") > nipa(s").

2.3.5  On fait la preuve par récurrence sur . Le cas 7 = 0 est trivialement
vérifié. Supposons R;(s) = n;(V(s)\{s})\{0}. Si aucun des sommets voisins
de s n’a changé son identificateur en oy, alors R;1(s) = Ri(s) = ni(V(s) \
{sHh\{0} = n;:1(V(s)\{s})\{0}. Si au contraire il existe un sommet s’ voisin
de s pour lequel n;(s") # niy1(s'), alors Riy1 = (Ri(s) \ {ni(s')}) U{nis1(s")}
comme par ailleurs n;,1(V(s) \ {s}) = n;(V(s) \ {s,'}) U {n;y1(s")} la con-
clusion Ry 1(s) = ni1(V(s) \ {s}) \ {0} suit lorsque n;(s’) = 0 mais aussi
lorsque n;(s") > 0 en utilisant 2.3.4.

2.3.6  On fait la preuve par récurrence sur . Le cas 7 = 0 est trivialement
vérifié. Sin;, 1 = n; alors elle est connexe par hypothese de récurrence. Sinon
cela signifie qu'il existe s € S n;(s) < n;41(s) et alors ou bien n;(s) = 0 ou
bien 3j <i ds; € S ni(s) =nj(s1) > 0 et Ri(s) < R;(s'), par application
successive de 2.3.2 on déduit dsy € S ni(s2) = ni(s) et Ri(s) < Ri(s2) et



donc en particulier s # s,. Par conséquent on a

nipi(s') = ni(s") si s’ #s
HIPTT] max{ni(s")| s" € V(s)} +1 si s'=s
et n;(s) = 0 ou n;(s) = n;(sy) pour un certain sy # s; on en déduit par 2.1.2
que n;y1 est connexe.

2.3.7 On ordonne les états locaux du protocole par
(n,R,B)<(n,R',B") & n<n'AR<<RABCBH
Iordre sur les états qui s’en déduit est défini point a point:
c<o & VseS o(s) <d(s)

Soit 09 —s1 — 01 — Sy — 09... Op — Spy1 —> Opy1 ... UNe exécution du
protocole. Par 2.3.1, ¢; < 0,1 pour tout i > 0. De plus o; # 0;,1 car il

C
existe au moins un sommet s pour lequel o;(s) < 0;11(s) ou B;(s) # Bit1(s).
On en déduit que la suite des états

<o <...<o,<...

est strictement croissante. Par 2.3.6 0;(s) < |S|, par ailleurs tout B;(s) est
contenu dans ’ensemble {(k, W)| 0 <k < |S|AW C{1,2,...,|S|}}, il s’en
suit que 'exécution est nécessairement finie.

2.3.8 Si gy, est le résultat d’une exécution du protocole a partir de ’état
09, alors (i) toutes les boites a lettres sont égales et (7i) tous les identificateurs
sont non nuls en o, sinon une dérivation du protocole serait possible dans
cet état. (4ii) découle de 2.3.5. (iv) supposons 1., (s") = np,(s") et ny(V(s")\
{s'}) # nm(V(s") \ {s"}) par exemple n,(V(s') \ {s'}) < nm(V(s") \ {s"}),
i.e. par (ii) Ry(s'") < Rp(s") par ailleurs (n,(s"), Rm(s")) € Bn(s') donc
le protocole s’applique en s’ ce qui nous donne la contradiction. (v) suit de
2.3.4 et du point (iv) ci dessus.

2.3.9 Soit R = (S, A) un réseau et n, le résultat d’'une exécution du pro-
tocole sur R. L’application n,, est connexe par 2.3.6 et localement bijective
par 2.3.8(v). Par conséquent, ou bien n,, est une énumération (i.e. par 2.1.2
une application connexe sur S maximale) ou bien il s’agit d'un étiquetage
localement bijectif d’ordre £ > 1 montrant I’ambiguité du réseau.



