Les parties I et II sont indépendantes. La partie III peut étre traitée en admettant
les résultats de la partie I

Définitions et notations
— Un graphe G = (S, A) est constitué d’un ensemble fini de sommets S et d’un ensemble
d’arcs A C S x S. On consideére donc les graphes orientés sans arcs multiples mais pouvant
contenir des arcs bouclant sur un sommet.
— Un chemin ¢ dans un graphe est une suite de sommets

¢ =(80,81,---,5n)

telle que n € N et pour tout 7 € N tel que i <n —1, (s;,8;+1) € A. Le chemin c est appelé
un chemin de sg @ Sp. Sin = 0 le chemin ne contient pas d’arc : on parle alors de chemin
vide (réduit au sommet sg).

— Un graphe pondéré (S, A,w) est un graphe (S, A) muni d’une fonction de pondération
w: A — H ou H est un ensemble quelconque. w(a) est appelé poids de I'arc a. Si (H,®)
est un monoide (c’est-a-dire un semi-groupe muni d’un élément neutre), on peut étendre
w & I’ensemble des chemins :

W(80,81,---,8n) = w((s0,91)) ®w((51,52)) ® ... w((Sn—1,5n))



Le poids d’un chemin vide est évidemment 1, élément neutre du monoide.
— Un semi-anneau (H,®,R®) avec zéro 0 et unité 1 est une structure munie des deux
opérations @ et ® et respectant les quatre axiomes suivants.

(S1) (H,®) est un monoide commutatif avec 0 pour élément neutre,

(S2) (H,®) est un monoide avec 1 pour élément neutre,

(S3) ® est distributif par rapport & @& (Va,b,c € H,aQ (bdc) =a®bda®c
et (bdc)®a=bRad®cR a),

(S4) 0 est absorbant pour ® (Va € H,a®0=0®a = 0).

— Semi-anneauz de matrices : si (H,®,®) est un semi-anneau, on peut munir ensemble
H™™ des matrices de taille n x n(n > 1) d’une structure de semi-anneau, comme en
algebre linéaire classique. Le zéro est la matrice qui contient uniquement la valeur 0, et
I'unité est la matrice qui contient des 1 sur la diagonale et des 0 partout ailleurs.

I Probleme du chemin algébrique

Le probléme du chemin algébrique peut étre formulé de la fagon suivante : étant donné un
graphe orienté pondéré G = (5, A,w), avec w: A — H, ou H est un semi-anneau comme défini
précédemment, trouver pour tout couple (4,) de sommets la valeur d; ; définie par

dij= @ w0

¢ che-
min de %
a j dans
G

I’ensemble des chemins de 7 & j peut étre infini. Cependant, pour certains semi-anneaux, il
est possible de donner un sens & cette somme infinie, qui aura une valeur définie dans le semi-
anneau. Pour pouvoir parler de sommes infinies de fagon consistante, on supposera que les deux
propriétés suivantes sont vérifiées.

(S5) Soient I et J deux ensembles dénombrables, alors 1’égalité
D wobt-Duodr
(3,§)EIXT el jeJ

est vérifiée deés que les deux sommes de la partie droite sont définies.

Sg) Soient I,J et I; des ensembles dénombrables tels que {I; | j € J} est une
J J

partition de I, alors 1’égalité
Da=-DDa

il jeJ i€l
est vérifiée dés que la somme en partie gauche est définie.

Nous aurons besoin de calculer des sommes infinies de la forme suivante, pour lesquelles nous
introduisons la notation

ct = .gaoci:1®C®(C®6)@(C®C®C)@...
Z_

Applications du probléme du chemin algébrique

Question 1. Donner une structure de semi-anneau pour laquelle le probléme du chemin algébrique
se ramene a calculer la relation d’accessibilité dans un graphe orienté.

Question 2. Donner une structure de semi-anneau pour laquelle le probléme du chemin algébrique
se rameéne au probléme du calcul des plus courts chemins dans un graphe orienté.



Représentation matricielle A un graphe pondéré (S, A,w) on peut associer une matrice de
taille |S| x |S]

Question 3. Montrer que pour tout entier p,

P _ (1, (P) s (p) _

M? = (m;;’), oum;;’ = w(c)
c chemin dei a j
contenant ezac-

tement p arcs

Question 4. Montrer que calculer linverse d’une matrice a coefficients dans R peut se ramener
au probléme du chemin algébrique, pour un semi-anneau que l’on précisera. Les problémes liés
a lexistence d’une solution devront étre soigneusement pris en compte.

Version algorithmique On se propose de trouver un algorithme qui résout le probléeme du
chemin algébrique (sous I’hypothése qu’une solution existe). Les sommets intermédiaires d’un
chemin sont tous les sommets de ce chemin sauf le sommet initial et le sommet final. Soient 7 et
j deux sommets, et k un entier tel que 0 < k < n. On note Cg-c) I’ensemble de tous les chemins
de 7 & 7 dont tous les sommets intermédiaires z vérifient 1 <z < k et

) = @ «©

cECi(J’-C)

(et donc dans tous les Cgc )).
(i-1)

Par convention, le chemin vide qui commence et finit au nceud ¢ n’est pas contenu dans C;;
)

. i
En revanche, il est contenu dans CZ-(Z- .

Le chemin constitué d’un seul arc de 7 & 7 est contenu dans Cz-(jo )

Question 5. Donner les formules de récurrence permettant de calculer les pg-c)
(k

]

, en considérant

les valeurs respectives de i, et k et en partitionnant C ) de facon adéquate.

Question 6. Montrer précisément comment et pourquoi a partir de ces formules de récurrence
on peut se ramener a l’algorithme donné en figure 1, constitué de trois phases, ou N représente
le nombre de sommets du graphe.



PHASE 1:
pour ¢ de 1 a N
pour j de 1 a N
faire
pour k de 1 a min(s,j) —1
Pij = Pij @ Pik @ Pkjs
si i =7 alors p;; := pj;;
si ¢ >j alors p;; := pij QPpjj;
fait;
PHASE 2:
pour : de 1 a N
pour j de 1 a N
faire
si i <j alors p;j := p; ®pij;
pour k£ de min(s,j) +1 a max(s,j) — 1
Pij = Pij D Pik O Pkj;
si i <j alors p;; := pij ®pj;;
fait;
PHASE 3:
pour : de 1 a N
pour j de 1 a N
faire
si i>j alors p;; := pii @ pij;
pour k de max(i,j)+1 a N
Pij = Pij O Pik O Pkj;
fait;

F1Gg. 1 — Algorithme en trois phases pour le chemin algébrique.



II Réseaux systoliques

Principe. Un réseau systolique est une architecture spécialisée qui permet d’implanter un
algorithme effectuant un grand nombre de calculs simples de nature identique. Nous ne donnons
pas ici de définition formelle d’un réseau systolique, mais les trois principales propriétés qui le
caractérisent :

— parallélisme massif : un réseau systolique est constitué d’un grand nombre de cellules
(processeurs) élémentaires ; une cellule peut effectuer quelques calculs simples et dispose
de quelques registres; les cellules peuvent étre de plusieurs types, mais ce nombre de types
différents reste tres petit;

— localité : les cellules sont reliées entre elles, mais uniquement de facon locale : chaque
cellule ne peut étre connectée qu’aux cellules voisines (au sens spatial du terme) ; seules
les cellules situées & la frontiére du réseau communiquent avec le monde extérieur (un
processeur-héte qui alimente le réseau en données d’entrée et récupére les résultats en
sortie) ;

— synchronisme : les cellules évoluent en paralléle, sous le contréle d’une horloge globale ; les
calculs sont effectués simultanément dans tout le réseau ; & chaque cycle d’horloge, chaque
cellule recoit des données en provenance des cellules voisines (éventuellement complétées
par des données de ses registres internes), effectue un calcul simple, puis transmet les
résultats (toujours aux cellules voisines) un temps de cycle plus tard.

Fonctionnement général. Le fonctionnement d’un réseau systolique peut étre vu comme
celui d’'un ensemble de données qui se déplacent dans le réseau, en étant modifiées par les
cellules ou alors simplement transmises. Une méme cellule peut présenter des comportements
différents selon les temps d’horloge, grace & des mécanismes de contréle que nous n’aborderons
pas ici.

Pour une cellule donnée, chaque cycle d’horloge ne correspond pas obligatoirement & une
donnée valide : il peut y avoir un ou plusieurs cycles « a vide » entre le passage de deux données
consécutives. Méme si physiquement parlant il y a bien calcul ou transmission de données &
chaque cycle, les données non significatives — car ne participant pas au calcul du résultat
souhaité — ne sont pas prises en compte. Pour un cycle donné, une cellule sera dite active si
elle participe au calcul ou & la tranmission d’une donnée valide, et passive sinon.

Réseau pour la convolution non récursive. Notre but est d’implanter un algorithme
permettant de résoudre le probléme suivant : étant donnée une suite (z;);>1; de données réelles
et une suite finie (a1, ... ,a,) de valeurs réelles fixées, calculer pour tout ¢ > k la valeur de

k
Yi = E aj X Ti—j41
j=1

On propose un réseau systolique & une dimension, dont les cellules ont la forme suivante.

You—— Yin Tout (t + 1) = .’Ezn(t)
a yout(t + 1) = yin(t) +a X m'm('[f)
Xin D Xout
ou t est un entier représentant un cycle d’horloge.

L’élément représenté par un rectangle est un registre : il permet de mémoriser une valeur et
introduit un délai d’un cycle d’horloge entre son entrée et sa sortie. Le coefficient a correspond
a I'un des a;.



Le réseau proprement dit est constitué de la juxtaposition et de la connexion de k cellules
de type identique (qui ne différent que par la valeur de a). Les cellules sont numérotées de 1 &
k (de la gauche vers la droite), et sont pourvues du ceefficient a; adéquat.
e )

Cl % T %
(%) —

Les données (z;);>1 se déplacent de la gauche vers la droite, et les valeurs des (y;)i>; en
sens inverse, et avancent d’une cellule & chaque cycle d’horloge. Les données sont bien entendu
introduites dans le réseau dans l'ordre croissant de leurs indices, et les y; sont initialisés & 0
avant leur entrée.

Question 7. On suppose que linstant t = 1 correspond au cycle d’horloge ou la donnée x,
entre dans la cellule 1. Quelle valeur de la suite (y) doit se trouver au méme instant dans la
méme cellule ?

Question 8. On se place d l'instant t ot la donnée x; arrive dans la cellule 1. Ou doit alors se
trouver la donnée x;_1 ? Quelle est la valeur de (y) correspondante ?

Question 9. Pour p entier compris entre 1 et k, a quel instant la donnée x; doit-elle se trouver
dans la cellule p ¢ Méme question pour y;.

Question 10. Sous les hypothéses induites par les réponses aux questions précédentes, quel est
le débit (rapport entre le nombre de sorties valides et le nombre de cycles d’horloge) du réseau ?

Question 11. En supposant que les données sont introduites dans le réseau conformément auz
hypothéses des questions précédentes, montrer que le réseau calcule effectivement le résultat
souhaité.

Réseau pour la convolution récursive. On veut maintenant calculer les valeurs (y;);>k+1
définies par

k
Yi = E aj X Yi—j
j=1

ot (y1,-.-,Yyk) sont des valeurs initiales données.

Question 12. En supposant que les cellules disposent d’un mécanisme qui leur permet a cer-
tains instants de transmettre des données de droite o gauche sans les modifier, proposer une
modification du réseau précédent qui permet de résoudre ce probléme, et prouver sa validité.

Amélioration du débit

Question 13. Proposer un réseau pour la convolution non récursive ot les (x;) et les (y;) cir-
culent dans le méme sens, et qui améliore le débit de la premiére version.



IIT Réseau systolique pour le probleme du chemin algébrique

Notre but est d’implanter I’algorithme de la partie I & ’aide d’un réseau systolique. Nous
conservons les définitions et conventions de la partie II pour tout ce qui concerne les ca-
ractéristiques générales d’un réseau systolique. On notera N le nombre de sommets du graphe.

Réseau proposé. Le réseau proposé est un réseau bidimensionnel de taille (N +1) x (N +1),
composé de trois types de cellules. Les cellules sont disposées a l'intérieur d’un losange, et ont
chacune au maximum six voisins. L’organisation compléte du réseau est donnée en figure 2(a),
pour la valeur exemple N = 4. On pourra donc repérer une cellule du réseau par deux coor-
données : le numéro z de sa colonne (—N < z < N — 1), et le numéro p de la cellule dans sa
colonne, compté a partir du bas (1 < p < N— | z | +1 pour une valeur de z donnée). Par exemple,
la cellule signalée par une fleche sur la figure correspond aux coordonnées (z = 1,p = 3).
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(a) Le réseau et les entrées—sorties,
a t = 0. Les rectangles corres-
pondent aux données en entrée.
Les rectangles vides correspondent
4 des données non valides (donc &
de simples délais).

(b) Les cellules. Chaque fil de sor-
tie est muni d’un registre qui assure
le décalage d’un cycle d’horloge entre
entrées et sorties.

F1G. 2 — Le réseau et les différents types de cellules.



Types de cellules. Les trois types de cellules correspondent aux trois types de calculs suivants
(cf. figure 2(b)) :

~type A::=c®(a®b)

— type B (avec les variantes Bg et Bg) : b :=a®bouc :=c®b

— type C: ' =c*
A ceci s’ajoutent des cellules de type Dg, Dg et E, qui ne font que transmettre les données
avec un délai d’un cycle d’horloge. Les entrées et sorties des cellules sont précisées figure 2(b).
Chaque cellule dispose en outre d’un mécanisme de contréle (non détaillé ici), qui permet de
choisir entre calcul ou simple transmission des données (pour les cellules de type A et Bg), ou
entre plusieurs directions possibles pour la transmission des données (pour les cellules de type
Bg et DE)

Initialisation, lecture et écriture des données. On suppose que tous les registres sont
initialisés & la valeur zéro. Puis la matrice est introduite dans le réseau comme spécifié en
figure 2(a).

Lorsque des cellules de type Bg ou Dg recoivent des ccefficients de la matrice, ceux-ci sont
transmis vers le haut sans étre modifiés. Ces ccefficients sont ensuite acheminés et modifiés a
travers le réseau. Lors du passage d’un coefficient dans une cellule, trois cas se présentent :

— la donnée est passive : le ceefficient est simplement transmis d’une entrée vers une sortie;

— la donnée est écrite : le ceefficient est modifié par un calcul avant d’étre transmis;

— la donnée est lue : le ccefficient n’est pas modifié avant transmission, mais sa valeur est

utilisée pour modifier une autre donnée qui arrive au méme instant dans la méme cellule.
Les données peuvent donc étre écrites dans deux types de situations : soit lors du passage par
une cellule de type A, mais uniquement du bas vers le haut, soit lors du passage par une cellule
de type B (accompagné par un changement de direction).

Circulation des données. La circulation d’une donnée dans le réseau peut étre intuitivement
expliquée de la fagon suivante (cf. figure 3) :

— la donnée entre par un bord inférieur; elle circule alors de bas en haut en restant dans la
méme colonne ; pendant ce trajet, elle est d’abord passive, puis écrite : ceci correspond a
la premiere phase de ’algorithme;

— arrivée au bord supérieur, elle est transmise par une cellule D sur une diagonale descen-
dante jusqu’au bord inférieur opposé ; pendant cette phase elle est lue et sa valeur utilisée
pour modifier d’autres coefficients ;

— puis intervient la phase 2 de l'algorithme, & nouveau du bord inférieur au bord supérieur
sur une méme colonne;

— puis une nouvelle phase de transmission et lecture en diagonale;

— et enfin une derniére phase quasi identique a la premiere, sur la méme colonne que la
colonne d’origine : lors de cette derniére phase, la donnée est passive dans les cellules
ou elle était écrite initialement, et réciproquement. Les écritures effectuées lors de cette
derniere phase correspondent a la phase 3 de ’algorithme.

Les phases 1 et 3 de l'algorithme sont donc exécutées sur la méme colonne, dans des ensembles
de cellules complémentaires.

A 1a fin de cette dernitre phase, les données sont sorties vers le haut du réseau en passant

par les cellules Bg, Dg ou C.

Question 14. On suppose que linstant t = 1 correspond au cycle d’horloge ou le ceefficient
m1,1 entre dans la cellule (z = 0,p = 1). En distinguant les cas i < j et i > j, déterminer pour
chaque ceefficient m;; la date ou il parvient

1. a Uentrée du réseau

2. en haut de sa premiére colonne (fin de la phase 1 de l’algorithme)
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(a) Casi<j (b) Cas i >j

F1G. 3 — Chemin des données dans le réseau. Lors du passage dans une cellule, le coefficient m; ;
peut étre soit lu (symbole o), soit écrit (symbole ®), soit passif (symbole O).

en bas de sa premiére diagonale

3.
4. en haut de sa deuziéme colonne (fin de la phase 2 de l’algorithme)
5. en bas de sa deuziéme diagonale

6.

a nouveau en haut de sa premiére colonne (un cycle avant sa sortie du réseau)

Question 15. A quel instant le cefficient my 1 sort-il du réseau ? Méme question pour le ceef-
ficient my,, ,. Dans quel ordre de ses ceefficients et sous quelle forme la matrice résultat est-elle
fournie en sortie ?

Question 16. Montrer qu’il ne peut pas y avoir de conflit transmission/écriture dans les cellules
Bg, c’est-a-dire que les deuz actions suivantes

- une donnée arrive par le bas (en entrée) et est transmise vers le haut,

— une donnée arrive par la diagonale, est écrite et transmise vers le haut,
ne peuvent avoir lieu au méme instant.

Question 17. Méme question pour les cellules de type Dp.

Question 18. Pour i et j donnés, et pour k compris entre 1 et N, montrer qu’il existe un
instant et une cellule (et préciser lesquels) ot le ceefficient m;; rencontre les ceefficients m;y, et
my;. On distinguera suivant les valeurs respectives de i et j et les phases de [’algorithme. On
suppose que le mécanisme de controle des cellules est spécifié de telle facon que la donnée m;;
est mise a4 jour (écrite) 4 cet instant.

Question 19. En déduire — sous l’hypothése que les mécanismes de controle sont corrects —
que le réseau implante effectivement [’algorithme de la partie I

Question 20. Si l'on considére qu’une cellule n’est active que lorsqu’elle écrit (modifie) une
donnée, donner pour chaque instant entre le moment ou la premiére donnée entre dans le réseau
et celui ot la derniére en sort, le nombre de cellules actives.

Question 21. Quel est le rendement (nombre de cellules actives / nombre total de cellules)
moyen du réseau sur cet intervalle de temps ?

Question 22. Proposer un ou plusieurs moyens d’améliorer ce rendement.



