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1 Problemes de mots

Décrire la congruence«7, dans chacun des cas suivants :

1. a? <% af lorsquep etq ont la méme parité ;
2. u <7}, v lorsque les mots etv ont les mémes nombres d’occurrences: @ deb

3. u <7, v lorsque la différence entre ces deux nombres est la mémedgonnotsy, etwv.
Remarque : ces trois exemples correspondent & des présesitde monoides polt/27Z, N x N, etZ.
Ces problemes sont-ils décidables ? semi-décidables ?

1. Le probleme de la réduction en une étape est trivialenmésidable.
2. Le probléme de la réduction est trivialement semi-ddtejanais il n’est pas décidable.

3. Idem pour le probléme de la congruence.

Pour montrer 'indécidabilité du probléme de la réduction,code le probléme d’arrét sur piles vides
pour une machine déterministe a 2 piles et a 2 symboles. Htemtée une telle machine pour laquelle
ce probléme est indécidable, on considére I'alphabfetrmé des symboles, b, ¢y, . . . , ¢

On représente :

— la pile de gauche par un mete {a,b}*, le sommet de la pile étant & droite ;
— la pile de droite par un mat € {a,b}*, le sommet de la pile étant & gauche ;
— une configuration de la machine par un mot de la forim@, olui représente I'état, et, y les piles.

On introduit une régle de réécriture par instruction d’dempint, et deux par instruction de dépilement :

— ¢; — ac;j ouc; — be; pour I'empilement a gauche ;
— ¢ — cja0uc; — cjb pour 'empilement a droite.
— ac; — cj etbe; — ¢, pour le dépilement a gauche ;
— ¢;a — cj ete;b — ¢ pour le dépilement a droite.

Soit R I'ensemble de ces régles. Clairement, le meist accepté par la machine si et seulement si on a
xcy —5 ¢m- Ainsi, le probleme de réduction est indécidable pour léesysy, R.

De plus, comme la machine est déterministe, on montre queti sont deux mots de la formez;y,
on au <7 v si et seulement si il existe, également de la formec;y, tel queu —7}, w etv —} w.
Commec,, estirréductible, on a donecy <7, ¢, Si et seulement sicy —% c¢,,. Ainsi, le probléme de
la congruence est lui aussi indécidable.



2 Calcul des prédicats

Construire une machine a 2 registres pour chacune des opéiiahs suivantes (sulN) :
\oici par exemple la machine pour la division euclidienne Dée registrey doit étre initialisé a 0) :

0. sip = 0, aller a 4, sinon décrémentgrt allera 1;

1. sip = 0, aller a 3, sinon décrémentgiet aller a 2;

2. incrémenter etallera 0;

3. incrémentep et allera 4;

4. le quotient est dans le registyet le reste dans le registpe

Exprimer chaque instruction de la machine comme une formulep; de telle sorte que la formule
Do NP1 A ANdm—1 ANpo Ro g0 = pR; g est prouvable si et seulement 9 R; ¢ dans le modéleM.

Définition des formule®; :

— incrémentation a droiteg; = Vz. Vy. (R y = 2 R; Sy);
— décrémentation a droitep; = Vz. (zR;0 = 2R;0) AVy. (xR; Sy = 2Ry v));
— idem pour l'incrémentation ou la décrémentation a gauche.

Par exemple, si on considére la machine ci-dessus, on blagequatre formules suivantes :
$o=Vy. (0Rogy = ORyy) AVz. (STRoy = zR1y)),

¢1=V"y. (0R1y = OR3y) AVz. (SzR1y = 2 Ray)),
¢ = V. Vy. (xRoy = 2Ry Sy),
¢3 =Vr. Vy. (tR3y = Sz Ry vy).

Par construction, chacune des formule®st satisfaite par le modélet, ainsi que la formuleg Ry qo.
Sila formulegg A o1 A -+ A dm—1 A poRoqgo = pR; g est prouvable, alors elle est satisfaite par le
modéleM, donc on g R; ¢ dans le modélev.

Réciproquement, si on @R; ¢ dans le modeéleV, alors en partant de I'état 0 aveg et ¢ dans les
registres, on peut arriver dans I'éiadvecp et ¢ dans les registres. Par récurrence sur la longueur de ce
calcul, on peut construire une preuve de la formgjer g1 A -+ A ¢m—1 ApoRoqo = pR,i g.

Montrer que le probleme d’arrét des machines a 2 registres seéduit au probléme de prouvabilité
en calcul des prédicats.

De méme, on montre que la formde. Jy. (pg A1 A« A dpm—1 Apo Ro g0 = = Ry, y) est prouvable
si et seulement si elle est satisfaite par le modefec’est-a-dire si et seulement si la machine s’arréte.

Peut-on coder de méme l'arrét des machines de Turing dans lalcul des prédicats ?

On code I'arrét d’'une machine de Turing en utilisant par g¥dermn symbole de fonction unai®* pour
chaque symbole de la machine, et un symbole de prédicat bin&fepour chaque symbole et pour
chaque état de la machine. Dans ce cas, les deux argumenig{deorrespondent a la partie gauche et
a la partie droite du ruban de la machine, le symbole lu etant

La prouvabilité est-elle décidable ? semi-décidable ?

La prouvabilité est semi-décidable, mais elle est inddat@goarce que l'arrét des machine a registres
(ou des machines de Turing) est indécidable.



3 Langage de I'arithmétique

En utilisant les connecteurs logiques et les quantificatesr exprimer chacun des prédicats suivants
dans le langageC (pour le modéle standardN) :

1. -2 =0;

2. Vy.z xy=uy,;

.. (y=1Ae=y+ - +y);

4. dz. x4+ z=1y;

S. ny<u;

6. z.xxz=y;

7. z<zxzNJt.y=zxt+z;

8. 7(x=1)AVy.Vz. (r=yxz=>y=1Vz=1);

9. z est premien\ y est premien\ x < y A - Jz. (z estpremienz < z Az < y);

[
o

. Vy. (y est premien\ y divisex = y = 2).

Quels sont ceux qui peuvent s’exprimer en n’utilisant que &ddition (ou la multiplication) ?

On remarque que = 1 peut aussi s'écrire #0AYy. Vz. (r=y+2z2=y=0V 2z =0).

1, 2, 3, 4, 5 s’expriment en n’utilisant que I'addition, e2]1 6, 8 en n'utilisant que la multiplication.
Exprimer le prédicat 2* = y dans le langage_.

On écritp < g si p et ¢ sont des nombres premiers consécutifsySt p; < - -+ < p,,, ON associe a tout
entier naturek la suite finiea mod pg, a mod p1,...,a mod p,. Réciproquement, toute suite finie peut
étre obtenue de cette facon : il suffit d'appliquer le lemmieais pour unp, assez grand.

Si on applique ce résultat a la suite arithmétigue, ..., n et a la suite géométriqug 2,...,2" en
utilisant la méme suitgy < p1 < - - - < p,, ON obtienta etb satisfaisant les formules suivantes :

a mod pg = 0, b mod pg =1, a mod p, = n, b mod p,, = 2",

Vr.Vs (p<rAr<asAs<g=amods=(amodr)+1Abmods=(bmodr) x2).
Soit¢(a, b, p, q, x,y) la conjonction de ces formules, oy, p,, n sont remplacés par les variabjes, «
et2” pary. Alors le prédicaR® = y s’exprime ainsi :

Ja. 3b. Ip. Jq. (p est premien g est premien\ p < g A ¢(a,b,p,q,x,y)).

D’aprés la premiéere guestion, cette formule s’exprime datsngage’l.
Les prédicats récursifs sont-ils exprimables dans le langge £ ?

En utilisant ce principe, on exprime tous les prédicats pifirécursifs, puis tous les prédicats récursifs.

4 Théorie de la réécriture

Décrire £ dans chacun de ces exemples.
1. L estle langage find|a ;
2. L estle langage régulier |b* ;
3. L est le langage régulién*bb*aa)*(a*|a*bb*|a*bb*a) ;
4. L est le langage fini|a|b|ab|ba|aba.



En général, que peut-on dire du langage. ?

L est 'ensemble de tous les mots qui n’ont pas comme sous4moiembre gauche de regle. Comme il
y a un nombre fini de régles, ce langage est toujours régulier.

Montrer que la terminaison et la confluence impliguent I'existence et I'unicité de la forme réduite.

Pour toutz, il existe uny réduit tel quex —7% y, car sinon, on pourrait construire une chaine infinie
T =Xy —R Tl —R T2 =R - —R Tpn —R - Deplus, sic =} y etx —% z avecy et z réduits,
alors la confluence donndel quey —7, t etz —7, ¢, d'oly =t = 2.

Dans ce cas, la forme réduite de: est-elle calculable ?
Oui : il suffit d’appliquer les regles jusqu’a ce qu’on obtienun mot réduit.
Montrer que la terminaison et la confluence locale impliquehla confluence.

Soit z pour lequel la confluence n’est pas satisfaite. On a don¢ tels quex —7, y' etz —J, 2/,
mais il n’existe aucun’ tel quey’ —7, t' etz’ —7, t'. En particuliery’, 2’ # x. On a dongy, = tels que
r—ry—5 Yy ete —r 2z —7 2. Parla confluence locale, ort el quey —7, t etz —7, t. Alors I'un
des motg, z, t ne vérifie pas la confluence, car sinon, on pourrait consttlir

AN
A

/

On construit ainsi une chaine infinie= rg —g 1 g 2o R -+ —R T —R "
Etudier les propriétés de terminaison et de confluence dang$ exemples ci-dessus.
Les quatre exemples vérifient la propriété de terminaison :

— dans les deux premiers cas, la longueur d’'un mot décroiaguehétape de réduction ;
— dans les deux derniers cas, soit la longueur décroit, lsiteste la méme, et le mot devient plus petit
pour I'ordre lexicographique.

Seul le troisieme exemple n’est pas confluent, car éabab — r abaab et babab — r baaba, oU les
deux motszbaab etbaaba sont réduits.

Trouver un critére simple de confluence locale.

Il suffit de tester la confluence locale dans le cas ou les tiéhscr — y etz — g 2z portent sur des
sous-mots qui ne sont pas disjoints. Il n'y a qu’un nombredinconfigurations a tester, qui sont soit des
chevauchements soit des inclusions de membres gauchs<(igues).

Dans les exemples ci-dessus, il N’y a que des chevaucherRantsxempleaa, bbb, bbab, babb etbabab
pour le dernier cas.

En déduire que si la propriété de terminaison est satisfaitealors on peut décider si la propriété de
confluence est satisfaite.

Si la propriété de terminaison est satisfaite, il suffit deetela confluence locale pour un nombre fini de
pics critiques. Etant donnésy, z tels quex —r y etz —p z, on teste la confluence en calculant une
forme réduitey’ dey et une forme réduite’ de z, puis en vérifiant qug’ = 2’
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5 Machines a registres

Montrer que les applications suivantes sont calculables paine machine a 1 registre :
Voici par exemple la machine pour la fonctigg(z) = x mod 2 :

0. siz = 0 aller a 3, sinon décrémenteret allera 1;
1. siz = 0 aller a 2, sinon décrémenteret aller a0
2. incrémenter et allera 3;

3. le résultat est dans le registre

Montrer que I'application f : N — N est calculable par une machine a 1 registre si et seulement si
'une des deux conditions suivantes est satisfaite :

— soit il existep € Z tel quef(z) = x + p pour toutr assez grandcgs affing;
— soit il existep > 0 tel quef(z + p) = f(z) pour toutr assez grandcés périodiqug

On construit facilement une machine a 1 registre dans lefias &comme poutrf; et f5) et aussi dans
le cas périodique (comme poyi). Réciproquement, considérons une machine déterministegistre.
Pour unxz > m donné, il faut au moing: étapes pour arrivera= 0. Il y a deux cas :

— soit la machine s’arréte en étapes ou moins. Alors la suite d’instructions exécutéela @eme pour
toutz > m. On est donc dans leas affine

— soit la machine repasse au moins deux fois par le méme élatva@eur du registre augmente ou reste
la méme entre ces deux passages, alors la machine ne sjam@is. Sinon, elle diminue de> 0 et
cep est le méme pour tout > m. On est alors dans leas périodique

Montrer que les applications suivantes sont calculables paine machine a 2 registres :

Voici par exemple la machine pour la fonctigg (le registrey doit étre initialisé a 0) :

o

siz = 0, aller a 3, sinon décrémenteret allera 1;
siz = 0, aller a 5, sinon décrémenteret aller a 2;
incrémentey et allera 0;
siy = 0, aller a 9, sinon décrémentgret aller a 4;
incrémenter: et aller a 3;
incrémenter: et aller a 6;
siy = 0, aller a 9, sinon décrémentgret aller a 7;
incrémenter: et aller a 8;

incrémenter: et allera 6;

© ©®© N o o~ wDdPE

le résultat est dans le registre

Sont-elles calculables par une machine a 1 registre ?

Non, car aucune de ces fonctions ne satisfait le criterdi éadessus.

Montrer qu’'une machine a n registres peut étre simulée par une machine a 2 registres.

On utilise la décomposition en nombres premiers pour cade&gistres sur un seul. Par exemple, les
valeursz, y, z sont codées par la valeRf3¥5%. Les instructions d’'incrémentation et de décrémentation
deviennent alors des multiplications et des divisions para 5, qui se calculent avec un second registre.
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6 Coloriages

Donner le nombre de coloriages du graph&-, suivant, dont le sommet supérieur est déja colorié :
Il'y a 2™ coloriages possibles.

Montrer que les deux graphes suivants représentent des opgtions booléennes bien connues :

On vérifie aisément que le premier graphe représente laiogget le second représente la conjonction.

Montrer que pour toute formule propositionnelle A, on peut construire (en temps polynomial) un
graphe partiellement colorié G(A) tel que A est satisfaisable si et seulement §(A) est coloriable.

On commence pak, oun est le nombre de variables propositionnelles de la forrul®n y attache
un graphe représentant la fonction booléenne définiedparonstruit en utilisant les graphes pour la
négation et la conjonction. Finalement, on relie la sdrtia@ deux sommets portant les couleurs @.et

\oici par exemple les graphés(p A —q) etG(p A —p) :

*

0 * 0 *

Par construction, le grapl@(A) est coloriable si et seulement si la formuleest satisfaisable.

Montrer que le probléme du coloriage des graphes partiellerant coloriés se raméne au probleme
du coloriage des graphes.

Etant donné un graphe partiellement col6féon ajoute le triangle suivant :

*

AN

0 1

Puis on relie chaque sommet deportant une couleur aux deux sommets du triangle portarguess
couleurs. En supprimant toutes les couleurs, on obtientaphgG’ qui est coloriable si et seulement si
le graphe partiellement color@ est coloriable.

Que peut-on en déduire sur la complexité algorithmique de ceprobléemes ?

Comme le probleme de la satisfaisabilité d’'une formule psitipnnelle est NP-complet, et comme les
réductions définies ci-dessus sont polynomiales, on enitdgulel le probléme du coloriage des graphes
est NP-complet.



