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Préparation : 45 minutes. Interrogation : 45 minutes.

1 Problèmes de mots

Soit Σ un alphabet fini. On noteΣ∗ le monoïde libreengendré parΣ, et ε le mot vide. On considère un
système de réécrituresurΣ, c’est à-dire un ensemble finiR ⊂ Σ∗ × Σ∗.

Si (x, y) ∈ R et u, v ∈ Σ∗, on écrituxv →R uyv (réduction en une étape). Si x →R y ou y →R x, on
écritx ↔R y. Enfin, on note→∗

R la clôture réflexive transitivede→R, et↔∗

R celle de↔R.

Décrire la congruence↔∗

R dans chacun des cas suivants :

1. Σ = {a} etR = {(aa, ε)} ;

2. Σ = {a, b} etR = {(ba, ab)} ;

3. Σ = {a, b} etR = {(ab, ε), (ba, ε)}.

On s’intéresse aux problèmes suivants, pourΣ etR quelconques (finis) :

1. Etant donnésx, y ∈ Σ∗, a-t-onx →R y ? (réduction en une étape)

2. Etant donnésx, y ∈ Σ∗, a-t-onx →∗

R y ? (réduction)

3. Etant donnésx, y ∈ Σ∗, a-t-onx ↔∗

R y ? (congruence)

Ces problèmes sont-ils décidables ? semi-décidables ?

Indication : on pourra coder leproblème d’arrêt sur piles videspour unemachine déterministe à 2 piles
et à 2 symboles. Une telle machine est donnée par un ensemble fini d’états numérotés de 0 àm (0 pour
l’ état initial etm pour l’état final), avec pour chaque étati 6= m :

– soit l’instruction d’empilement d’un symbole (à gauche ouà droite) et unétat suivantj ;
– soit l’instruction de dépilement (à gauche ou à droite) et un branchementj, k (selon le symbole lu).

On dit qu’un motx à 2 symboles estaccepté par la machinesi, en partant de l’état 0 avec le motx dans
la pile gauche et rien dans la pile droite, la machine finit pars’arrêter dans l’étatm avec les 2 piles vides.

Bien entendu, si la machine exécute une instruction de dépilement alors que la pile correspondante est
vide, le calcul échoue et le mot n’est pas accepté. On admettra l’existence d’une machine déterministe à
2 piles et à 2 symboles pour laquelle l’ensemble des mots acceptés n’est pas récursif.
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Préparation : 45 minutes. Interrogation : 45 minutes.

2 Calcul des prédicats

Une machine déterministe à 2 registresest donnée par un ensemble fini d’états numérotés de 0 àm
(0 pour l’état initial etm pour l’état final), avec pour chaque étati 6= m :

– soit uneinstruction d’incrémentationet unétat suivantj ;
– soit uneinstruction de test à 0 avec décrémentationet unbranchementj, k (selon le résultat du test).

Les registres contiennent des entiers positifs ou nuls. La décrémentation n’est donc pas appliquée lorsque
le registre est nul.

Construire une machine à 2 registres pour chacune des opérations suivantes (surN) :

1. l’addition :(p, q) 7→ p + q ;

2. la multiplication par 2 :p 7→ 2p ;

3. la division euclidienne par 2 :p 7→ (p ÷ 2, p mod 2).

On pourra s’inspirer de la syntaxe des langages impératifs pour écrire les instructions.

On considère le langage du premier ordre constitué d’un symbole de fonction unaireS, d’un symbole de
constante0, et d’un symbole de relation binaireRi pour chaque étati de la machine. Sip ∈ N, on écrit
p comme abréviation pour le termeSp

0.

On fixep0, q0 ∈ N. On considère le modèleM constitué de l’ensembleN avec l’interprétation standard
deS et0, le prédicatRi étant défini parpRi q si, en partant de l’état 0 avecp0 et q0 dans les registres,
on peut arriver dans l’étati avecp et q dans les registres.

Exprimer chaque instruction de la machine comme une formuleφi de telle sorte que la formule
φ0 ∧ φ1 ∧ · · · ∧ φm−1 ∧ p0 R0 q0 ⇒ pRi q est prouvable si et seulement sipRi q dans le modèleM.

On pourra utiliser les règles de la déduction naturelle.

Montrer que le problème d’arrêt des machines à 2 registres seréduit au problème de prouvabilité
en calcul des prédicats.

Peut-on coder de même l’arrêt des machines de Turing dans le calcul des prédicats ?

La prouvabilité est-elle décidable ? semi-décidable ?
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Préparation : 45 minutes. Interrogation : 45 minutes.

3 Langage de l’arithmétique

On considère le langage du premier ordreL constitué des deux symboles de fonctions binaires+ et× et
du symbole de relation binaire=.

Notez qu’il n’y a aucun symbole de constante dans ce langage.Dans le modèle standardN, on peut
toutefois exprimer le prédicatx = 0 par la formulex + x = x, ou encore par la formule∀y. x × y = x.

En utilisant les connecteurs logiques et les quantificateurs, exprimer chacun des prédicats suivants
dans le langageL (pour le modèle standardN) :

1. x 6= 0 ;

2. x = 1 ;

3. x = n (pourn ∈ N donné) ;

4. x ≤ y ;

5. x < y ;

6. x divisey ;

7. x 6= 0 etz est le reste de la division dey parx ;

8. x est un nombre premier (on ne considère pas 1 comme un nombre premier) ;

9. x ety sont des nombres premiers consécutifs ;

10. x est une puissance de 2.

Quels sont ceux qui peuvent s’exprimer en n’utilisant que l’addition (ou la multiplication) ?

Remarque : il n’est pas nécessaire d’écrire explicitement la formule dans chaque cas. Il suffit d’expliquer
comment on la construit.

Exprimer le prédicat 2x = y dans le langageL.

Indication : on pourra coder les suites finies d’entiers en utilisant le lemme chinois. Plus précisément, on
admet que sip1, . . . , pn sont des nombres premiers distincts et sia1, . . . , an sont des entiers naturels tels
quea1 < p1, . . . , an < pn, alors il existea tel quea1 = a mod p1, . . . , an = a mod pn.

Les prédicats récursifs sont-ils exprimables dans le langageL ?
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Préparation : 45 minutes. Interrogation : 45 minutes.

4 Théorie de la réécriture

Soit Σ un alphabet fini. On noteΣ∗ le monoïde libreengendré parΣ, et ε le mot vide. On considère un
système de réécrituresurΣ, c’est à-dire un ensemble finiR ⊂ Σ∗ × Σ∗.

Si (x, y) ∈ R et u, v ∈ Σ∗, on écrituxv →R uyv (réduction en une étape). On note→∗

R la clôture
réflexive transitivede→R. On dit qu’un motx ∈ Σ∗ estréduit s’il n’existe aucun moty tel quex →R y.
On supposera queε est réduit. On noteL l’ensemble de tous les mots réduits.

On considère les exemples suivants :

1. Σ = {a} etR = {(aa, ε)} ;

2. Σ = {a, b} etR = {(ab, ε), (ba, ε)} ;

3. Σ = {a, b} etR = {(bab, aba)} ;

4. Σ = {a, b} etR = {(aa, ε), (bb, ε), (bab, aba)}.

Décrire L dans chacun de ces exemples.

En général, que peut-on dire du langageL ?

On s’intéresse aux propriétés suivantes :

1. terminaison: il n’existe aucune chaîne infiniex0 →R x1 →R x2 →R · · · →R xn →R · · · ;

2. confluence locale: si x →R y etx →R z, alors il existet tel quey →∗

R t etz →∗

R t ;

3. confluence: si x →∗

R y etx →∗

R z, alors il existet tel quey →∗

R t etz →∗

R t ;

4. existence et unicité de la forme réduite: pour toutx, il existe un uniquey réduit tel quex →∗

R y.

Montrer que la terminaison et la confluence impliquent l’existence et l’unicité de la forme réduite.

Dans ce cas, la forme réduite dex est-elle calculable ?

Montrer que la terminaison et la confluence locale impliquent la confluence.

Indication : supposer qu’il existe unx pour lequel la confluence n’est pas vérifiée et construire unechaîne
infinie x = x0 →R x1 →R x2 →R · · · →R xn →R · · ·

Etudier les propriétés de terminaison et de confluence dans les exemples ci-dessus.

Trouver un critère simple de confluence locale.

Indication : remarquer que la propriété est évidente dans lecas où les réductionsx →R y et x →R z
portent sur des sous-mots disjoints.

En déduire que si la propriété de terminaison est satisfaite, alors on peut décider si la propriété de
confluence est satisfaite.
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Préparation : 45 minutes. Interrogation : 45 minutes.

5 Machines à registres

Une machine déterministe àn registresest donnée par un ensemble fini d’états numérotés de 0 àm
(0 pour l’état initial etm pour l’état final), avec pour chaque étati 6= m :

– soit uneinstruction d’incrémentationet unétat suivantj ;
– soit uneinstruction de test à 0 avec décrémentationet unbranchementj, k (selon le résultat du test).

Chaque instruction concerne l’un desn registres. Les registres contiennent des entiers positifsou nuls.
La décrémentation n’est donc pas appliquée lorsque le registre est nul.

On dit qu’une application (c’est-à-dire une fonction partout définie)f : N → N est calculable par cette
machine si, en partant de l’état 0 avec la valeurx dans le premier registre, la machine finit par s’arrêter
dans l’étatm avec la valeurf(x) dans ce même registre.

Montrer que les applications suivantes sont calculables par une machine à 1 registre :

f1(x) = x + 1, f2(x) = max(x − 1, 0), f3(x) = x mod 2.

On pourra s’inspirer de la syntaxe des langages impératifs pour écrire les instructions.

Montrer que l’application f : N → N est calculable par une machine à 1 registre si et seulement si
l’une des deux conditions suivantes est satisfaite :

– soit il existep ∈ Z tel quef(x) = x + p pour toutx assez grand (cas affine) ;
– soit il existep > 0 tel quef(x + p) = f(x) pour toutx assez grand (cas périodique).

Indication : si le calcul est assez long, on doit passer deux fois par le même état.

Remarque : il n’est pas nécessaire de détailler la preuve. Ilsuffit de donner l’idée générale.

Montrer que les applications suivantes sont calculables par une machine à 2 registres :

g1(x) = 2x, g2(x) = x ÷ 2, g3(x) =

{

x/2 si x est pair,
x si x est impair.

Sont-elles calculables par une machine à 1 registre ?

Montrer qu’une machine à n registres peut être simulée par une machine à 2 registres.

Indication : utiliser la décomposition en nombres premiers.
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Préparation : 45 minutes. Interrogation : 45 minutes.

6 Coloriages

Un graphe coloriéest un grapheG dont tous les sommets sont coloriés, et tel que 2 sommets reliés par
une arête ne portent jamais la même couleur. Dans la suite, onpartira degraphes partiellement coloriés,
c’est-à-dire dont certains sommets sont déjà coloriés, et on se limitera aux coloriages qui étendent ce
coloriage partiel. On n’aura droit qu’à 3 couleurs : les 2 booléens 0, 1, et une couleur auxiliaire∗.

Donner le nombre de coloriages du grapheG0 suivant, dont le sommet supérieur est déjà colorié :

Yn

∗

Y1 Y2

Soit G un graphe partiellement colorié avecn sommets d’entréeX1, . . . ,Xn et 1sommet de sortieY .
On dira queG représentel’opération booléennef : B

n → B si les conditions suivantes sont réalisées :

1. Pour tout(x1, . . . , xn) ∈ B
n, il existe au moins un coloriage deG tel que chaque sommet d’entrée

Xi porte la couleurxi ;

2. Pour tout coloriage deG tel que chaque sommet d’entréeXi porte la couleurxi ∈ B, le sommet
de sortieY porte nécessairement la couleurf(x1, . . . , xn).

Montrer que les deux graphes suivants représentent des opérations booléennes bien connues :

0

Y

X1 X2X

Y

∗
1

Montrer que pour toute formule propositionnelle A, on peut construire (en temps polynomial) un
graphe partiellement coloriéG(A) tel queA est satisfaisable si et seulement siG(A) est coloriable.

On se contentera d’expliquer le principe de la construction, et à titre d’exemple, on dessinera les graphes
G(p ∧ ¬q) etG(p ∧ ¬p).

Montrer que le problème du coloriage des graphes partiellement coloriés se ramène au problème
du coloriage des graphes.

Que peut-on en déduire sur la complexité algorithmique de ces problèmes ?
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