Oral d’'informatique

Concours d’admission en troisieme année a 'ENS de Cachan

1-2 juin 2006

Préparation : 45 minutes. Interrogation : 45 minutes.

1 Problemes de mots
Soit ¥ un alphabet fini. On not&* le monoide libreengendré pak, ete le mot vide On considére un
systeme de réécritugur X, c’est a-dire un ensemble fild C 3X* x X*.

Si(z,y) € R etu,v € X*, on écrituzv — g uyv (réduction en une étapeSixz —r y oOUy —pr =, ON
écritz < p y. Enfin, on note—7, la cléture réflexive transitivele — g, et«7, celle de—g.

Décrire la congruence«7, dans chacun des cas suivants :

1. ¥ = {a} etR = {(aa,e)};
2. % = {a,b} et R = {(ba, ab)} :
3. % = {a,b} et R = {(ab,2), (ba,e)}.

On s’intéresse aux problemes suivants, powt R quelconques (finis) :

1. Etantdonnés,y € ¥*, a-t-onz — g y ? (réduction en une étape
2. Etantdonnés,y € ¥*, a-t-onz —7% y ? (réduction
3. Etantdonnés,y € ¥*, a-t-onz <7 y ? (Congruencg

Ces problemes sont-ils décidables ? semi-décidables ?

Indication : on pourra coder lgrobléme d’arrét sur piles vidgsour unemachine déterministe a 2 piles
et & 2 symboledUne telle machine est donnée par un ensemble fini d’étatg€ruiés de 0 an (0 pour
I' état initial et pour I'état fina), avec pour chaque étatt m :

— soit I'instruction d’empilement d’un symbole (a gaucheaodroite) et urétat suivant; ;
— soit I'instruction de dépilement (a gauche ou a droite)rdbnanchemeny, k£ (selon le symbole lu).

On dit gu’'un motz a 2 symboles estccepté par la machinsi, en partant de I'état 0 avec le motans
la pile gauche et rien dans la pile droite, la machine finitg@@mréter dans I'état: avec les 2 piles vides.

Bien entendu, si la machine exécute une instruction deatépint alors que la pile correspondante est
vide, le calcul échoue et le mot n'est pas accepté. On adirExistence d’'une machine déterministe a
2 piles et a 2 symboles pour laquelle 'ensemble des motpt&Es@’est pas récursif.
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2 Calcul des prédicats
Une machine déterministe a 2 registrest donnée par un ensemble fini d’états numérotés den0 a
(O pour I'état initial et pour I'état fina), avec pour chaque étatt m :

— soit unenstruction d’incrémentatioret unétat suivant; ;
— soit unenstruction de test a 0 avec décrémentatairunbranchement, & (selon le résultat du test).

Les registres contiennent des entiers positifs ou nulsécadentation n’est donc pas appliquée lorsque
le registre est nul.

Construire une machine a 2 registres pour chacune des opéiiahs suivantes (suN) :

1. l'addition : (p,q) — p+q;
2. la multiplication par 2 p — 2p;
3. la division euclidienne par 2p:— (p + 2,p mod 2).

On pourra s'inspirer de la syntaxe des langages impératifs ¢crire les instructions.

On consideére le langage du premier ordre constitué d’un sigrde fonction unair&, d’un symbole de
constanted, et d'un symbole de relation binail®; pour chaque étatde la machine. S € N, on écrit
p comme abréviation pour le tern$¢0.

On fixepg, g0 € N. On considéere le modél&1 constitué de 'ensembl avec I'interprétation standard
deS etO, le prédicatR; étant défini pap R; ¢ si, en partant de I'état 0 aveg et ¢o dans les registres,
on peut arriver dans I'étatavecp etq dans les registres.

Exprimer chaque instruction de la machine comme une formulep; de telle sorte que la formule
o NP1 N Ndm—1 NpoRoqo = pR; g est prouvable si et seulement $i R; ¢ dans le modeleM.

On pourra utiliser les reégles de la déduction naturelle.

Montrer que le probleme d’arrét des machines a 2 registres seéduit au probléme de prouvabilité
en calcul des prédicats.

Peut-on coder de méme l'arrét des machines de Turing dans lalcul des prédicats ?

La prouvabilité est-elle décidable ? semi-décidable ?
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3 Langage de l'arithmétique
On consideére le langage du premier ordreonstitué des deux symboles de fonctions binairext x et
du symbole de relation binaire.

Notez qu'il n’'y a aucun symbole de constante dans ce landages le modéle standaid, on peut
toutefois exprimer le prédicat = 0 par la formuler + x = x, ou encore par la formuléy. x x y = .

En utilisant les connecteurs logiques et les quantificatesr exprimer chacun des prédicats suivants
dans le langageC (pour le modéle standardN) :

1. 2#0;
2. x=1;
3. x =n (pourn € Ndonné);
4.z <y;
5 z<y;
6. x divisey;
7. x # 0 etz est le reste de la division deparz ;
8. x est un nombre premier (on ne considére pas 1 comme un noneImeep) ;
9. x ety sont des nombres premiers consécultifs ;
10. z est une puissance de 2.

Quels sont ceux qui peuvent s’exprimer en n’utilisant que addition (ou la multiplication) ?

Remarque : il n'est pas nécessaire d’'écrire explicitenafarimule dans chaque cas. Il suffit d’expliquer
comment on la construit.

Exprimer le prédicat 2* = y dans le langage_.

Indication : on pourra coder les suites finies d’entiers disant lelemme chinoisPlus précisément, on
admet que sp1, . . ., p, Sont des nombres premiers distincts et;Si . . , a,, sont des entiers naturels tels
quea; < pi,-..,a, < pp, alors il existen tel quea; = a mod pq, ..., a, = a mod p,.

Les prédicats récursifs sont-ils exprimables dans le langge L ?
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4 Théorie de la réécriture
Soit Y un alphabet fini. On not&* le monoide libreengendré pakE, ete le mot vide On considére un
systéme de réécrituiur Y, c’est a-dire un ensemble fidl C ¥* x ¥*.

Si(z,y) € Retu,v € ¥¥ on écrituzv —pg uyv (réduction en une étapeOn note—7, la cléture
réflexive transitivele — z. On dit qu’un motx € ¥* estréduit s'il n’existe aucun moy tel quexr — g v.
On supposera queest réduit. On not& I'ensemble de tous les mots réduits.

On considére les exemples suivants :

1. ¥ ={a} etR = {(aa,e)};

2. ¥ ={a,b} etR = {(ab,¢), (ba,e)};

3. % = {a,b} et R = {(bab, aba)} ;

4. % ={a,b} etR = {(aa,¢), (bb,¢), (bab, aba)}.

Décrire £ dans chacun de ces exemples.

En général, que peut-on dire du langage. ?

On s'intéresse aux propriétés suivantes :

terminaison: il n’existe aucune chaine infiniy - 11 —wp 9 —R -+ —R Tn —R " |

confluence localesiz —r y etz — g 2, alors il existet tel quey —5 t etz —7% ¢,
confluence siz —7% y etz —7 z, alors il existet tel quey —5 t etz —5 ¢,

El S A

existence et unicité de la forme réduitgour toutz, il existe un uniquey réduit tel quer —7, .

Montrer que la terminaison et la confluence impliguent I'existence et I'unicité de la forme réduite.
Dans ce cas, la forme réduite de est-elle calculable ?
Montrer que la terminaison et la confluence locale impliquenla confluence.

Indication : supposer gu'il existe unpour lequel la confluence n’est pas vérifiée et construirechaine

Etudier les propriétés de terminaison et de confluence dang$ exemples ci-dessus.
Trouver un critére simple de confluence locale.

Indication : remarquer que la propriété est évidente daesagdeou les réductions — y etx —g 2
portent sur des sous-mots disjoints.

En déduire que si la propriété de terminaison est satisfaitealors on peut décider si la propriété de
confluence est satisfaite.
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5 Machines a registres
Une machine déterministe a registresest donnée par un ensemble fini d’états numérotés den0 a
(O pour I'état initial et pour I'état fina), avec pour chaque étatt m :

— soit unenstruction d’incrémentatioret unétat suivant; ;
— soit unenstruction de test a 0 avec décrémentatairunbranchement, & (selon le résultat du test).

Chagque instruction concerne 'un desegistres. Les registres contiennent des entiers posiifisuls.
La décrémentation n’est donc pas appliquée lorsque letregist nul.

On dit qu'une application (c’est-a-dire une fonction pattdéfinie) f : N — N est calculable par cette
machine si, en partant de I'état 0 avec la valewtans le premier registre, la machine finit par s’arréter
dans I'étatn avec la valeurf (z) dans ce méme registre.

Montrer que les applications suivantes sont calculables gaine machine a 1 registre :
filx) =241, f2(2) = max(z — 1,0), f3(x) = x mod 2.

On pourra s’inspirer de la syntaxe des langages impératifs gcrire les instructions.

Montrer que I'application f : N — N est calculable par une machine a 1 registre si et seulement si
I'une des deux conditions suivantes est satisfaite :

— soitil existep € Z tel quef(z) = x + p pour toutr assez grandcés affing;
— soit il existep > 0 tel quef(z + p) = f(z) pour toutr assez grandcés périodiqug

Indication : si le calcul est assez long, on doit passer deisxfar le méme état.
Remarque : il n’est pas nécessaire de détailler la preuseffit de donner I'idée générale.
Montrer que les applications suivantes sont calculables paine machine a 2 registres :

x/2 six est pair,

gi(e) =2z, gr)=z+2,  g(z)= { z  sizestimpair.

Sont-elles calculables par une machine a 1 registre ?
Montrer qu’'une machine a n registres peut étre simulée par une machine a 2 registres.

Indication : utiliser la décomposition en nombres premiers
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6 Coloriages

Un graphe coloriéest un graph&: dont tous les sommets sont colorié€s, et tel que 2 sommeés ifedir
une aréte ne portent jamais la méme couleur. Dans la suifgrtina degraphes partiellement coloriés
c’est-a-dire dont certains sommets sont déja coloriésneteolimitera aux coloriages qui étendent ce
coloriage partiel. On n’aura droit qu'a 3 couleurs : les 2lBens 0, 1, et une couleur auxiliaike

Donner le nombre de coloriages du graph&-, suivant, dont le sommet supérieur est déja colorié :

*

i Yo Yy,

Soit G un graphe partiellement colorié avecsommets d'entré&(y, ..., X,, et 1sommet de sorti&".
On dira queG représentd’opération booléenng : B™ — B si les conditions suivantes sont réalisées :

1. Pourtout(zy,...,x,) € B", il existe au moins un coloriage detel que chaque sommet d’entrée
X, porte la couleur; ;

2. Pour tout coloriage d€ tel que chaque sommet d’entrég porte la couleur;; € B, le sommet
de sortieY” porte nécessairement la couleitry, . .., z,).

Montrer que les deux graphes suivants représentent des opgtions booléennes bien connues :

X X3 Xo
*
0
Y
Y
Montrer que pour toute formule propositionnelle A, on peut construire (en temps polynomial) un
graphe partiellement colorié G(A) tel que A est satisfaisable si et seulement 6i( A) est coloriable.

On se contentera d’expliquer le principe de la construcib® titre d’exemple, on dessinera les graphes
G(p A —q) etG(p A —p).

Montrer que le probléme du coloriage des graphes partiellerant coloriés se raméne au probleme
du coloriage des graphes.

Que peut-on en déduire sur la complexité algorithmique de ceproblemes ?



