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L’épreuve dure deux heures (pour les deux problemes). Tout docu-
ment est autorisé. Les deux parties doivent étre traitées sur deux
copies séparées portant chacune vos nom, prénom et email.

Construction centralisée de réseau logique effi-
cace

Cette partie s’intéresse a la construction d’un « overlay » (ou réseau logique)
avec faible densité (peu d’arétes) et faible étirement des routes quand on connait
la matrice des distances entre nceuds. Il est inspiré des articles suivants :
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1 Définitions

Métrique. On considere un ensemble V' de n neeuds distribués dans I'internet
et I’on suppose avoir acces au temps d’aller retour (RTT) d(u, v) entre toute paire
de noeuds u et v. On appelera d(u,v) la distance entre u et v. On suppose que d
est bien une métrique : pour tous u, v, w, d(u,v) = d(v,u), d(u,v) =0 ssi u = v
et d(u, w) < d(u,v) + d(v,w).



Boule. On note B,(r) la boule de centre u et de rayon r constituée des nceuds
a distance au plus r de u (soit B,(r) = {v|d(u,v) < r}).

Réseau logique. Un réseau logique est défini par un graphe GG de sommets V.
On note N (u) 'ensemble des voisins de u. Les nceuds sont étiquetés par des labels
et des tables de routage permettent de décider a quel voisin envoyer un paquet
pour une destination de label donné. (Le calcul de G, des labels et des tables
de routage sera toujours centralisé avec une connaissance totale de la matrice de
distances.) Pour étre efficace, la taille des labels doit étre de I'ordre log n, le degré
de chaque nceud doit étre faible et la longueur de chaque route de 'ordre de la
distance entre la source et la destination.

Facteur d’étirement. La longueur dans G d’'une route de w a v passant
par u = uy,...,u; = v est définie par dg(u,v) = S0} d(us, ui1). Le facteur
d’étirement de la route est dg(u,v)/d(u,v). Le facteur d’étirement du réseau lo-
gique est le facteur d’étirement maximal d’une route.

2 Routage avec facteur d’étirement 3 pour une
métrique quelconque

Overlay : voisins proches. On vise ici un overlay de degré O(y/nlogn). Pour
commencer, on suppose que chaque nceud u est voisin des /nlogn nocuds les
plus proches de lui. Pour cela, on suppose qu’il existe un rayon r, tel que B, ()

a cardinal |B,(r,)| = vnlogn et que B,(r,) € N(u).

Question 1. Donner un algorithme probabiliste trivial pour élire un ensemble
L de nceuds vérifiant avec forte probabilité :
— la taille |L| de L est en O(y/nlogn),
— pour tout u € V, LN B,(r,) # 0 (L intersecte toutes les boules de voisins
proches).
Pour justifier les bornes avec forte probabilité, on se contentera d’utiliser le lemme
suivant.

Lemme. Sion lance m balles dans n urnes de maniere aléatoire, équiprobable et
indépendante avec m = Q(nlogn), alors chaque urne contient avec forte probabi-
lité au moins une balle et au plus O(m/n) balles. (Pour la culture : f(n) = Q(g(n))
s'il existe ¢ et N tels que pour n > N, f(n) > cg(n). Forte probabilité signifie
avec probabilité supérieure & 1 — 1/n%M (il existe f(n) = Q(1) telle que la pro-
babilité soir supérieure & 1 — 1/n/™). Ce lemme se déduit facilement des bornes
de Chernoff par exemple.)



Overlay : voisins étalés. On considere le graphe G ou le voisinage de tout
noeud u est constitué de By (r,) U L. (Les sommets de L sont donc connectés a
tout noeud u € V.) Le degré moyen de ce graphe est O(y/nlogn).

Question 2. Proposer une maniere de router dans ce graphe de sorte que le
facteur d’étirement soit inférieur a 3.

Question 3. Proposer une construction randomisée d’overlay ou tout nceud a
degré O(y/nlogn) (avec forte probabilité) en conservant une maniére de router
avec facteur d’étirement 3.

3 Meétriques doublantes bornées : définitions

Métrique doublante bornée. Une métrique d est dite a-doublante bornée si
toute boule de rayon r peut-étre couverte par au plus 2* boules de rayon r/2. On
appellera cette propriété « la propriété de couverture de boule » formellement
définie ci-dessous.

Propriété de couverture de boule. Pour toute boule B,(r) de centre u et
de rayon r, il existe uy, ..., u avec k < 2% tels que B,(r) C US_ B,.(r/2). a est
appelée la dimension doublante de d.

Aspect ratio. L’aspect ratio A est le rapport entre la plus grande distance et
la plus petite. Quitte a normaliser d, on supposera que la plus petite distance est
1, et que la plus grande est A.

r-net. Un r-net est un ensemble S de noeuds tel que pour tout u € V, il existe
v € S a distance au plus r (soit d(u,v) < r) et tel que deux noeuds u, v € S sont
toujours a distance au moins r (soit d(u,v) > ).

4 Meétriques doublantes bornées : Préliminaires

Question 4. Montrer qu’on a la relation suivante entre le nombre n de noeuds
et 'aspect ratio A (log désigne le logarithme en base 2) :

1
1+ [logA] > —logn
@
Question 5. Proposer un algorithme glouton simple pour calculer un r-net.

Question 6. Montrer que toute boule de rayon ’ > r contient au plus (4r'/r)®
noeuds d'un r-net donné.



5 Routage avec facteur d’étirement 1 + ¢ pour
une métrique doublante bornée

Overlay. On se donne € €]0,1/2[. Pour chaque j = 0,...,[logA], on choisit
un A/29-net S;. Pour tout u € V, on appelle j-itme anneau de u l'ensemble

Ay = By(rj) N S; avec r; = 22 N(u) = U]DZO%MAW constitue 'ensemble des
voisins de u.

Question 7. Donner une borne sur le nombre d’arétes de ’overlay ainsi défini.

Labels. Pour tout nceud ¢ il existe f;; dans S; a distance au plus A/27 de ¢. Le
label de t sera constitué des identifiants des noeuds fio, . . . fifloga]-

Question 8. Borner la taille des labels.

Question 9. Etant donné un nceud source u et un neeud destination ¢, montrer
quon a f;; € A,j pour j assez petit. Montrer qu’on peut de plus obtenir d( fi;,t) <
ed(u,t) pour un certain j.

Question 10. Donner une maniere de router en O(log D/logt) sauts avec
facteur d’étirement au plus 1 + 4e.

Question 11. Comment faire en sorte que chaque r-net soit inclus dans le sui-
vant : Sg € 51 C -+ C Shoga) 7 En déduire une structure d’arbre dont les noeuds

de V sont les feuilles. Enumérer avec précaution les sommets de cet arbre pour ob-
O«
tenir des labels de [log n] bits avec des tables de routage de (%) @ log nlog A bits

tout en conservant des routes de O(log D/ log %) sauts avec facteur d’étirement
au plus 1 + 4e.



Correction

Construction centralisée de réseau logique effi-
cace

2 Routage avec facteur d’étirement 3 pour une
métrique quelconque

Question 1. Mettre dans L cy/n logn nceuds choisis aléatoirement uniformément.
Une boule B,(r,) pour u donné peut-étre considérée comme une urne parmi

n' =n/y/nlogn = /n/logn urnes dans lesquelles on jette m = |L| = cy/nlogn

balles. Comme m > 2¢n’logn/, on peut appliquer le lemme.

Variante plus facile a implémenter : Mettre chaque noecud dans L avec
probabilité £y/nlogn. Par les bornes de Chernoff, [L| = (1 + o(1))y/nlogn et
|L N B,(ry)| > 1 avec forte probabilité (E[|L N By, (r,)|] = logn).

Question 2. Pour router de u a v, u envoie le message directement a v si
v € By(ry). Sinon, u envoie le message a un neeud [ € L N B, (ry,) qui l'envoie a
v. L'inégalité triangulaire implique d(u,() + d(l,v) < 2d(u,l) 4+ d(u,v). Comme
v ¢ By(ry), on a d(u,l) < d(u,v), ce qui donne un facteur d’étirement d’au plus
3 dans ’équation précédente.

Question 3. Chaque noeud v choisit son propre ensemble L, a partir d'une
fonction pseudo-aléatoire initialisée avec une graine [, qui fait partie du label de
v. Ainsi tout nceud u peut calculer B, (r,) N L,. Le routage de u a v est direct si
v € B,(r,) et passe par [ € B,(r,) N L, sinon.

Pour borner le degré d’un noeud u, il faut compter combien d’ensembles L,
peuvent le contenir. Comme u € L, avec probabilité v/nlogn/n, u peut étre
considéré comme une urne parmi n/v/nlogn dans lesquelles on jette n balles. u

a donc degré O(y/nlogn) d’apres le lemme.

Variante plus facile a implémenter : Chaque nceud v choisit son propre en-
semble L, a partir d'une fonction pseudo-aléatoire f, qui renvoie un réel aléatoire
entre 0 et 1. On pose L, = {w|f,(w) < Z/nlogn}. (Par exemple, on asso-
cie a chaque noeud w une suite [, de bits aléatoires et on calcule f,(w) par un
générateur pseudo-aléatoire classique initialisé avec la graine [,[, constituée des
bits associés a w et v. Ainsi, tout noceud peut tester 'appartenance d’un noeud
w a L, connaissant [, et [,.) Le degré de tout noeud est alors (3 + o(1))y/nlogn
avec forte probabilité.



4 Meétriques doublantes bornées : Préliminaires

Question 4. V est couvert par la boule de rayon A centrée en un nceud quel-
conque. En appliquant k fois la propriété de couverture des boules, on obtient une
couverture de V par au plus 2°* boules de rayon A/2*. En prenant k = 1+ |log A |,
ce rayon est strictement inférieur a 1 et chaque boule contient exactement un
neeud d’ott n < 20(+logAl),

Question 5. Construire une suite Vj, ..., V; d’ensemble de la maniére suivante.
Prendre Vy = V. Choisir ug € Vj et poser Vi = Vy — B, (r). Itérer ainsi ensuite
avec uy € Vi,... jusqu'a uy, € Vi et Viyg = 0. Poser S = {uy, ..., u;}. Les nceuds

de S sont distant d’au moins r par construction. Tout nceud v € V' est a distance
au plus r de u; ou V; est le dernier ensemble qui contient v.

Question 6. Considérons une boule B, (r’). En appliquant 2+ |logr’/r] fois la
propriété de couverture de boules, elle est couverte par au plus 2¢Hog™/7) Hhoules
de rayon strictement inférieur a /2. Chacune de ces boules contenant au plus un
neeud du r-net, on obtient bien la propriété demandée.

5 Routage avec facteur d’étirement 1 + ¢ pour
une métrique doublante bornée

Question 7. D’apres la question 6, A,; contient au plus (16/€)* nceuds. Le
nombre total d’arétes est donc O(n(16/¢)* log A).

Question 8. O(log Alogn).

Question 9. Pour d(u,t) < 25 onad(u, fy;) < d(u,t)+d(t, fi;) < 32%—1—37% <r
(en utilisant € < 2), et donc fi; € A,;. (Ceci est au moins vérifié pour j = 0.)
Pour £ < d(u,t) < 2A (le plus grand des j vérifiant I'inégalité précédente), on

obtlent d(u t) > d(ftj, )/e

Question 10 Pour tout v, on note j(v,t) la valeur de j telle que 2+ <
d(v,t) < 2](1) - On route de v = wg vers ¢ en passant par u; = fijuq, U2 =
Jtjturt)s - - - Jusqu’a tomber sur wy, voisin direct de t = ugy1. Les j(u;,t) croissent
avec i puisque la distance est inférieure d’un facteur au moins 1/e > 2 a chaque
fois. Comme d(u;,t) < €'d(u,t), le routage se fait en O(log; . A) sauts. En com-
binant d(u;,t) < €'d(u,t) et d(uj,uir1) < d(ui,t) + d(uisg,t) < (1 + €)d(uy,t),
la longueur de la route est bornée par S8 o d(us, uip1) < S8 (1 + €)efd(u,t) <
d(u,t) (1 + % ) < d(u,t)(1+ 4¢) (on a supposé € < 1/2).



Question 11. Obtenir S;;1 en opérant ’algorithme glouton a partir S;. Chaque
nceud de z € Sj4q est ainsi couvert par un noeud pj(z) € S; a distance au plus
A/27 (on pose pj(xz) = z si z € S;). On obtient ainsi un arbre de feuilles V
ou une copie du noeud z apparait a tous les niveaux j tels que x € S;. Comme
d(z,pj(x)) < A/27 pour tous z,j, le sous-arbre de racine un nceud x de niveau
j est inclus dans la boule de centre z et de rayon A/2771. Numéroter les nceuds
selon un parcours DFS de l'arbre : = est numéroté des que la premiere copie
de z est rencontrée. On note D(x) son numéro (codé sur [logn] bits), et on
I'utilise comme label pour x. Pour un nceud x apparaissant au niveau j de 'arbre,
on peut alors coder l'ensemble Tj(x) des noeuds apparaissant dans son sous-
arbre par 2[logn| bits (il s’agit d'un intervalle dans I'ordre d’énumération). Ainsi,
il suffit & u de connaitre le codage de L;(v) pour tout voisin v € A,; pour
pouvoir, connaissant le label D(t) d’une destination ¢, trouver fi; € A,; tel que
d(fij,t) < A/27" En utilisant plutot Aj; = B,(r;) N Sj41 on peut trouver
fii € Ay tel que d(fy;,t) < A/27 (le degré est alors multiplié par un facteur 2%)
et reprendre le schéma de routage précédent avec des labels de [logn| bits cette
fois.



