
Corretion du Problème IILaurent MassouliéMarh 29, 20071. On utilise la onstrution suivante des k|C| arêtes issues des sommets i ∈ C. On sedonne k|C| variables aléatoires U1, . . . , Uk|C|, i.i.d. et uniformément distribuées sur [0, 1].La destination de la nème arête est spéi�ée par l'indie Jn ∈ {1, . . . , M} tel que Un ∈
[(Jn−1)/M, Jn/M [. Clairement ette onstrution produit des arêtes dont les destinationssont i.i.d. et uniformément distribuées sur V2.On note Dn l'ensemble {J1, . . . , Jn−1}, et Zn la v.a. qui vaut 1 si la destination Jn appar-tient à Dn, et vaut zéro sinon. Don la taille de l'ensemble Γ(C) s'érit:

|Γ(C)| = k|C| −
k|C|
∑

n=1

Zn.Pour haque sous-ensemble D de {1, . . . , M} de taille inférieure ou égale à k|C|, on se donneun sous-ensemble F (D) tel que D ⊆ F (D) et |F (D)| = k|C|. Pour tout n = 1, . . . , k|C|,on dé�nit la v.a. Z ′
n par:

Z ′
n =

{

1 si Jn ∈ F (Dn),
0 sinon.Clairement, Z ′

n ≥ Zn. Par ailleurs, pour tous z1, . . . , zn ∈ {0, 1}, on véri�e aisément parréurrene sur n que:
P(Z ′

1 = z1, . . . , Z
′
n = zn) =

n
∏

i=1

(

k|C|
M

)zi
(

1 − k|C|
M

)1−zi

.Cei établit que k|C|−∑k|C|
i=1 Z ′

n est une v.a. Binomiale, de paramètres k|C| et 1−k|C|/M .Le résultat annoné déoule alors de l'inégalité
|Γ(C)| = k|C| −

k|C|
∑

n=1

Zn ≥ k|C| −
k|C|
∑

n=1

Z ′
n.2. D'après la dé�nition d'un graphe (ǫ, (1 − δ)k)-expansif, on a l'égalité

1 − π = P(∃C ⊂ V1 : |C| ≤ ǫN et |Γ(C)| < k(1 − δ)|C|).En majorant la probabilité d'une union par la somme des probabilités, et en notant que laprobabilité qu'un ensemble C soit tel que |Γ(C)| < k(1 − δ)|C| ne dépend que de la taille
|C| de et ensemble dans le modèle de graphe aléatoire onsidéré ii, on obtient:

1 − π ≤
ǫN
∑

a=1

(

N

a

)

P(|Γ(Ca)| ≤ k(1 − δ)a),1



où Ca = {1, . . . , a}. D'après le résultat de la première question, la probabilité dans ettesomme est majorée par
P(Bin(ka, ka/M) ≥ kδa).On peut remplaer le terme kδa par ⌈kδa⌉ dans ette expression puisqu'une variable bino-miale est à valeurs entières. En représentant une telle v.a. binomiale omme la somme dev.a. Z ′

n i.i.d, à valeurs dans {0, 1}, et de moyenne ka/M , la probabilité i-dessus s'éritenore:
P(Bin(ka, ka/M) ≥ kδa) = P(∃1 < n(1) < · · · < n(⌈kδa⌉) ≤ ka : Z ′

n(i) = 1, i = 1, . . . ⌈kδa⌉).En majorant à nouveau la probabilité de l'union par la somme des probabilités, on obtientla borne supérieure (

ka
⌈kδa⌉

)

(ka/M)⌈kδa⌉, e qui implique le résultat reherhé.3. Il est faile d'établir que le terme binomial (

u
v

) est majoré par uv/v!. Une version ra�néede la formule de Stirling donne
v! =

(v

e

)v √
2πveα(v)où α(v) ∈ [1/(12v + 1), 1/(12v)]. La majoration de (

u
v

) par (ue/v)v peut s'en déduire. Ona don, par des simpli�ations élémentaires, et en remplaçant M par αN :
(

N

a

)(

ka

⌈kδa⌉

) (

ka
M

)⌈kδa⌉ ≤
≤

(

Ne
a

)a (

kae
kaδ

)kδa+1 (

ka
M

)kδa

≤
[

(

a
N

)kδ−1
B

]aoù la onstante B vaut
B =

(

k

α

)kδ
(e

δ

)kδ+1

.Il reste à établir que, pour tout δ > 0 tel que kδ > 1, il existe un ǫ > 0 tel que la somme
S :=

ǫN
∑

a=1

[

( a

N

)kδ−1

B

]atend vers 0 lorsque N tend vers l'in�ni. On hoisit ǫ > 0 tel que ǫkδ−1B < 1/2. On sépareensuite S en deux sommes S1 et S2 selon que a ≤ N1 ou a > N1, pour un terme N1 àdéterminer.On a:
S1 ≤ N1B (N1/N)

kδ−1et
S2 ≤

ǫN
∑

a=N1+1

[

ǫkδ−1B
]a ≤ 2−N1 .Il su�t maintenant de hoisir N1 tendant vers l'in�ni lorsque N tend vers l'in�ni, su�sam-ment lentement pour que la borne sur S1 préédemment établie tende vers 0. Par exemple,

N1 = log(N) onvient. 2



4. On note p la probabilité qu'un noeud arbitraire de V1 soit onneté à un noeud de V2 parplusieurs arêtes. La probabilité de ne pas avoir d'arêtes multiples vaut alors pN . Un simpleargument ombinatoire permet d'établir que
p =

M(M − 1) · · · (M − k + 1)

Mk
=

k−1
∏

i=1

(1 − i

M
).On a don:

P(pas d'arêtes multiples) =
[

∏k−1
i=1 (1 − i

M
)
]N

=
[

1 − ∑k−1
i=1

i
αN

+ O(1/N2)
]N

= exp
(

−∑k−1
i=1 i/α + O(1/N)

)

= exp(−k(k − 1)/(2α)) + O(1/N).En ombinant e résultat et le résultat préédent, il vient
P(gN,M,k sans arêtes multiples et (ǫ, k(1 − δ))-expansif) = exp(−(k(k − 1)/(2α)) − o(1).Cei garantit, pour k > 1 et δ > 0 tel que δk > 1, l'existene de graphes bi-partites quisont (ǫ, (1 − δ)k)-expansifs, dont tous les sommets de V1 ont un degré k, et qui n'ont pasd'arêtes multiples.5. Supposons qu'il existe deux mots odes x et y dont la distane de Hamming est inférieurestritement à ǫN . Alors, omme les mots odes onstituent un espae vetoriel, le veteurnul est à distane de Hamming stritement inférieure à ǫN du mot ode z := y − x. Onherhe à établir une ontradition.Soit C l'ensemble des indies i ∈ V1 tels que zi = 1. Par hypothèse, C est non vide,et de taille inférieure à ǫN . Comme le graphe est (ǫ, (1 − δ)k)-expansif, néessairement
|Γ(C)| ≥ (1 − δ)k|C|. Pour que z soit un mot ode valide, il faut que haque noeud de
Γ(C) soit inident à un nombre pair d'arêtes, don au moins deux arêtes. Notant d(v) ledegré d'un noeud v ∈ V2, on a:

∑

v∈Γ(C)

d(v) ≥ 2|Γ(C)| ≥ 2k(1 − δ)|C|d'après l'expansivité. Par ailleurs, ∑

v∈Γ(C) = k|C|. On arrive ainsi à la ontraditionreherhée: 1 > 2(1 − δ) est impossible si δ < 1/2.

3


