
Problème IILaurent MassouliéMarh 28, 2007Graphes �expansifs� et odes orreteurs d'erreursLe graphe aléatoire gN,M,k est dé�ni de la manière suivante. C'est un graphe dont les sommetssont partitionnés en deux ensembles V1 et V2, de tailles respetives N et M . Les arêtes sontspéi�ées au moyen de variables aléatoires Zi(j), i = 1 . . . , N , j = 1 . . . , k, qui sont indépendanteset identiquement distribuées, uniformément sur {1, . . . , M}. Le ième sommet de V1 est inidentà k sommets de V2, déterminés par les valeurs de Zi(1), . . . , Zi(k) (pour le moment on n'exlutpas la possibilité d'arêtes multiples).Finalement, pour tout ensemble C ⊂ V1, on note Γ(C) le sous-ensemble des sommets de V2qui sont inidents à un sommet i appartenant à C:
Γ(C) = {j ∈ V2 : ∃i ∈ C tel que (i, j) arête de gN,M,k}.1. Etablir que pour tout C ⊂ V1, tout ℓ ∈ [0, k|C|], on a:

P(|Γ(C)| ≤ k|C| − ℓ) ≤ P (Bin(k|C|, 1 − k|C|/M) ≤ k|C| − ℓ) · (1)2. On dit qu'un graphe bi-partite tel que gN,M,k est �(ǫ, m)-expansif� s'il véri�e la propriétésuivante:
∀C ⊂ V1, |C| ≤ ǫ|V1| ⇒ |Γ(C)| ≥ m|C|. (2)On note π la probabilité que gN,M,k soit (ǫ, (1 − δ)k)-expansif, pour deux paramètres ǫ,

δ ∈]0, 1[ donnés. Etablir l'inégalité:
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· (3)3. On suppose maintenant N grand, M ∼ αN pour un α > 0 �xé, et k �xé. Montrer que,pour tout δ > 0 tel que kδ > 1, il existe ǫ > 0 tel que, ave probabilité tendant vers 1lorsque N tend vers +∞, gN,M,k est (ǫ, (1− δ)k)-expansif. On pourra par exemple majorerle terme binomial (

N
a

) par (Ne/a)a dans l'inégalité (3) i-dessus, où e = exp(1).4. Montrer que, lorsque N tend vers +∞, pour k �xé et M ∼ αN , la probabilité que gN,M,kn'admette pas d'arêtes multiples tend vers exp(−k(k − 1)/2α). En déduire, pour k > 1 et
δ > 0 tel que δk > 1, l'existene de graphes bi-partites qui sont (ǫ, (1− δ)k)-expansifs, donttous les sommets de V1 ont un degré k, et qui n'ont pas d'arêtes multiples.5. Soit un graphe bi-partite omme dans la question préédente, en partiulier tel que haquesommet de V1 est de degré k. On l'utilise pour former un ode orreteur d'erreurs de la1



manière suivante. On onsidère qu'un mot ode x de N bits x1, . . . , xN , appartenant à
{0, 1}N , est valide si et seulement si pour tout j = 1, . . . , M , on a:

N
∑

i=1

Aijxi = 0 mod(2)où l'addition est modulo 2, et Aij vaut 1 si le ième sommet de V1 est onneté au jèmesommet de V2, et 0 sinon. Les mots odes sont don les veteurs du noyau d'une appliationlinéaire de {0, 1}N dans {0, 1}M , et sont au moins au nombre de 2N−M .Etablir que, lorsque le graphe est (ǫ, (1 − δ)k)-expansif, ave δ < 1/2, alors deux motsodes distints x, x′ sont tels que leur distane de Hamming ∑N

i=1
|xi − x′

i| est stritementsupérieure à ǫN . Cei garantit que des orruptions de moins de ǫN/2 bits lors de latransmission d'un mot ode peuvent être orrigées sans ambiguité.Indie: on se ramènera au as où l'un des mots odes est le veteur nul.
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