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3.4 Files de priorité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.5 Gestion des partitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

3.5.1 Le problème 〈〈union-find 〉〉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.5.2 Union pondérée et compression des chemins . . . . . . . . . . . . 62
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4.2 Accessibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
4.2.1 Algorithme de Roy-Warshall . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
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8.3.3 L’algorithme du préflot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263
8.3.4 L’algorithme de Karzanov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 269
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8.4.3 Un algorithme primal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 275
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9.2.3 Automates déterministes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 297

9.3 Opérations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 301
9.3.1 Opérations booléennes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 301
9.3.2 Automates asynchrones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 301
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10.1.1 Un algorithme näıf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 339
10.1.2 L’algorithme de Morris et Pratt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 340
10.1.3 Bords . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 344
10.1.4 L’algorithme de Knuth, Morris et Pratt . . . . . . . . . . . . . . 346
10.1.5 L’automate des occurrences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 350
10.1.6 L’algorithme de Simon . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 354

10.2 L’algorithme de Boyer et Moore . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 358
10.2.1 Algorithme de Horspool . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 358
10.2.2 Algorithme de Boyer et Moore . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 360
10.2.3 Fonction du bon suffixe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 364

10.3 L’algorithme de Aho et Corasick . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 367
10.4 Recherche d’expressions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 369

10.4.1 Calcul efficace d’un automate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 370
10.4.2 Recherche d’occurrences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 372

Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 375
Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 376

11 Géométrie algorithmique 379
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12.1.3 Prétraitement des données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 440
12.1.4 Résolution du problème de translation . . . . . . . . . . . . . . . 445
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12.2.3 Exposé de l’algorithme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 450
12.2.4 Remarques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 455

Notes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 455

Index 457

Notes et Compléments 463
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2.6 Cas (2) : une rotation double rétablit l’équilibre. . . . . . . . . . . . 156
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3.1 Un problème de flot maximum et l’un de ses flots. . . . . . . . . . . 253
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6.3 Automate minimal obtenu à partir de celui de la figure 6.2. . . . . . 325
6.4 Un exemple. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 330
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1.2 Echec à la i-ième lettre du motif. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 341
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Avant-propos

〈〈Encore un livre d’algorithmique! 〉〉 Les ouvrages consacrés à l’algorithmique et
aux structures de données paraissent, depuis quelque temps, à un rythme soutenu
et régulier. Aussi devons-nous expliquer pourquoi un livre supplémentaire sur ce
sujet nous a paru utile.

Le présent livre se distingue d’autres traités d’algorithmique par deux aspects :
d’une part, un accent particulier est mis sur les nouvelles structures d’arbres ap-
parues ces dernières années (arbres bicolores, arbres persistants) ; d’autre part,
nous développons plus en détail trois applications de l’algorithmique : l’optimi-
sation combinatoire, la recherche de motifs dans un texte, et la géométrie al-
gorithmique. Outre leur intérêt propre et leur importance intrinsèque, ces trois
applications illustrent de façon exemplaire l’usage que l’on peut faire de struc-
tures de données sophistiquées, et les gains en temps et en place qui résultent de
leur emploi judicieux.

Pour chacun de ces trois thèmes, nous mettons en place les bases nécessaires, tant
algorithmiques que théoriques. Puis, nous présentons, à l’aide de problèmes ty-
piques, un échantillon des algorithmes les plus efficaces, employant des structures
de données intéressantes. Parmi les algorithmes et les structures de données qui
méritent d’être mentionnés plus spécialement, citons :

– le coût amorti des opérations de rééquilibrage dans les arbres 2–4 (cha-
pitre 6);

– les algorithmes de manipulation des arbres bicolores (ibid.) ;
– les arbres persistants (ibid.) ;
– les algorithmes de Goldberg–Tarjan et d’Ahuja–Orlin pour les flots (cha-

pitre 8);
– l’algorithme de Hopcroft de minimisation d’un automate fini (chapitre 9);
– les algorithmes de Simon, et de Boyer et Moore pour la recherche de motifs

dans un texte (chapitre 10);
– la gestion dynamique de l’enveloppe convexe d’un ensemble fini de points

(chapitre 11);
– l’algorithme de balayage de calcul d’une subdivision planaire à l’aide d’ar-

bres persistants (ibid.) ;
– l’algorithme de Fortune de calcul du diagramme de Voronöı (ibid.) ;
– deux algorithmes de planification de trajectoires (chapitre 12).

Version 6 février 2005



Avant-propos XV

A qui s’adresse ce livre ?

Ce livre est issu de cours donnés par les auteurs en licence et mâıtrise d’infor-
matique et de mathématiques dans les universités Paris VI et Paris VII, en magi-
stère, et pour partie dans divers DEA et DESS.

Dans sa forme présente, il s’adresse principalement aux étudiants en licence et
en mâıtrise d’informatique et de mathématiques, et aux étudiants des écoles
d’ingénieurs. Nous ne supposons chez le lecteur qu’une connaissance rudimen-
taire de l’informatique. Les premiers chapitres décrivent les bases algorithmiques
sur lesquelles s’appuieront les chapitres suivants. Le niveau d’exposition est, à de
rares exceptions près, celui des étudiants en licence d’informatique.

Organisation du livre

Ce livre s’organise en deux parties. La première partie, constituée des chapi-
tres 1 à 5, contient un exposé des bases algorithmiques et mathématiques, avec
notamment un chapitre sur les techniques d’évaluation de coûts d’algorithmes,
un bref chapitre sur les structures de données usuelles, un chapitre plus long sur
la théorie des graphes et un chapitre assez succinct sur les algorithmes de tri par
comparaison. Les trois premiers chapitres, et en partie les deux chapitres sui-
vants, peuvent être considérés comme des chapitres de référence, auxquels on se
reportera si nécessaire.

La deuxième partie, consacrée à des thèmes plus avancés, débute par un long
chapitre sur les arbres de recherche. Les deux chapitres suivants sont consacrés
à l’optimisation combinatoire. Puis viennent deux chapitres sur la recherche de
motifs dans un texte, et enfin deux chapitres sur la géométrie algorithmique et la
planification de trajectoires.

Présentation des algorithmes

Les algorithmes sont présentés dans un langage proche de Pascal ; assez rarement,
et principalement dans le chapitre 3 (Structures de données), des références ex-
plicites à Pascal sont faites, avec des programmes complets, prêts à cuire. Nous
nous efforçons de présenter les algorithmes avec suffisamment de détails pour que
l’écriture de programmes soit facile ; en particulier, nous décrivons soigneusement
les structures de données à employer.

Contenu du livre

Le premier chapitre contient la définition des diverses mesures du coût d’un al-
gorithme : coût dans le cas le plus défavorable, coût moyen, coût amorti ; il se
termine par une borne inférieure sur la complexité du tri par comparaison.

La première section du deuxième chapitre contient la définition des notations dites
de Landau, ainsi que des exemples de manipulation. Dans la deuxième section,
nous abordons la résolution de divers types d’équations de récurrence auxquelles
conduit l’analyse d’un algorithme. Nous décrivons notamment la résolution des
récurrences linéaires et des récurrences de partition.
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Dans le chapitre 3, nous passons en revue les structures de données élémentaires,
à savoir les piles, files, listes, ainsi que les arbres binaires et les arbres binaires de
recherche. Nous décrivons ensuite les files de priorité et leur implémentation au
moyen de tas. Nous terminons par un algorithme de gestion de partitions.

Le chapitre 4 est consacré aux bases de la théorie des graphes. Après les défi-
nitions, nous exposons l’algorithme de Roy-Warshall et d’autres problèmes d’ac-
cessibilité. Les parcours classiques d’un graphe (parcours en profondeur, en lar-
geur) sont décrits. Puis, nous présentons en détail l’algorithme de Tarjan de calcul
des composantes fortement connexes d’un graphe, qui est linéaire en fonction du
nombre d’arcs du graphe.

Le chapitre 5 présente trois algorithmes de tri interne éprouvés et efficaces : le
tri rapide, le tri fusion et le tri par tas. Nous en donnons l’analyse des coûts en
moyenne et dans le pire des cas. Le chapitre se termine par un algorithme de tri
externe, le tri polyphasé qui est fondé sur les suites de Fibonacci.

Le chapitre 6 contient la description de plusieurs familles d’arbres binaires de
recherche équilibrés. Nous décrivons les arbres AVL, puis les arbres a–b, avec
notamment des opérations plus élaborées comme la concaténation et la scission,
et évaluons le coût amorti d’une suite d’opérations. Ensuite, nous présentons les
arbres bicolores, et enfin une réalisation de structures persistantes sur ces arbres.

Le chapitre 7 traite deux problèmes fondamentaux d’optimisation combinatoire :
la recherche d’un arbre couvrant de coût minimum et la recherche des chemins
de coût minimum issus d’un sommet dans un graphe orienté valué. Pour le pre-
mier problème, nous présentons une implémentation efficace des algorithmes de
Kruskal et de Prim. Quant à la recherche des chemins de coût minimum, nous ex-
posons l’itération fondamentale de Ford, l’algorithme de Dijkstra pour des coûts
positifs et sa variante A∗, l’algorithme de Bellman pour un graphe sans circuits
et enfin l’algorithme Paps.

Le chapitre 8 traite des problèmes de flots optimaux dans les graphes. Nous
prouvons d’abord le théorème d’Hoffman sur l’existence d’un flot compatible,
puis étudions les décompositions d’un flot. Après avoir établi le théorème de
Ford et Fulkerson, nous analysons les algorithmes les plus performants pour le
calcul du flot maximum, à savoir l’algorithme primal des distances estimées au
puits (algorithme d’Ahuja et Orlin) et deux variantes efficaces de l’algorithme
dual du préflot, l’algorithme de Karzanov et l’algorithme des excès échelonnés.
Nous considérons ensuite le problème du flot de coût minimum et présentons un
algorithme dû à Goldberg et Tarjan. Nous terminons par l’algorithme d’Edmonds
et Karp pour la recherche d’un plan de transport de coût minimum.

Dans le chapitre 9, préliminaire au chapitre suivant, nous présentons les bases
de la théorie des automates finis. Après avoir démontré l’équivalence entre les
automates finis et les automates finis déterministes, nous établissons le théorème
de Kleene qui montre que les langages reconnaissables et les langages rationnels
sont une seule et même famille de langages. Nous prouvons l’existence et l’unicité
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d’un automate déterministe minimal reconnaissant un langage donné. Pour la
construction de cet automate, nous présentons l’algorithme de Hopcroft de mini-
misation.

Dans le chapitre 10, nous considérons d’abord le problème de la recherche d’une
ou de toutes les occurrences d’un mot dans un texte. Nous présentons l’algorithme
näıf, l’algorithme de Morris et Pratt, et sa variante due à Knuth, Morris et Pratt,
l’implémentation par automate fini et l’algorithme de Simon, et pour finir l’algo-
rithme de Boyer et Moore, dans sa version de Horspool et dans la version com-
plète. Ensuite, nous considérons la recherche d’une occurrence de plusieurs mo-
tifs, et décrivons l’algorithme de Aho et Corasick. Dans la dernière section, nous
étudions la recherche d’occurrences de mots décrits par une expression rationnelle.

La première section du chapitre 11 contient un rappel de quelques notations clas-
siques en géométrie euclidienne, ainsi que la mise en place d’outils qui seront utiles
dans les sections suivantes. La deuxième section est consacrée aux algorithmes de
calcul de l’enveloppe convexe d’un ensemble fini de points du plan. Nous termi-
nons par un algorithme plus sophistiqué de gestion dynamique d’enveloppes con-
vexes. Quelques problèmes de localisation d’un point dans le plan divisé en régions
sont étudiés dans la troisième section; on y utilise des structures de données assez
complexes, en particulier les ensembles ordonnés persistants. La dernière section
est consacrée aux diagrammes de Voronöı de points et de segments.

Dans le chapitre 12, nous étudions un problème de planification de trajectoires,
aussi appelé le problème du 〈〈déménageur de piano 〉〉. Nous donnons des algo-
rithmes performants dans deux cas particuliers typiques : l’algorithme de trans-
lation d’un segment dans un environnement polygonal dû à Schwartz et Sharir,
et celui du déplacement d’un disque dû à Ó’Dúnlaing et Yap. Ce dernier utilise
les diagrammes de Voronöı de segments.

Exercices et notes

Les chapitres sont en général suivis de notes et d’exercices. Les notes biblio-
graphiques sont volontairement succinctes. Leur but n’est pas de retracer la pa-
ternité des résultats ou des algorithmes présentés, mais de conseiller des lectures
complémentaires. On y trouvera notamment des renvois nombreux au Hand-
book of Theoretical Computer Science qui contient, lui, d’abondantes listes de
références bibliographiques.
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