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DEFINITIONS
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Comment représenter finiment un graphe infini ?

Motivation : Les jeux sur des graphes infinis sont naturels pour la
verification mais pour les étudier de ce point de vu, il faut qu’ils
possedent une représentation finie.

Une solution (tres générale) :  prendre le graphe de transition
G = (V, E) d’'une machine de Turing M :
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Comment représenter finiment un graphe infini ?

Motivation : Les jeux sur des graphes infinis sont naturels pour la
verification mais pour les étudier de ce point de vu, il faut qu’ils
possedent une représentation finie.

Une solution (tres générale) :  prendre le graphe de transition
G = (V, E) d’'une machine de Turing M :

® V estl'ensemble des configurations de M (i.e. les mots décrivant le
contenu du ruban et la position de la téte de lecture).
Exemple : agaq - - - arsagi1 - - - ap, represente la config. suivante. :

S

|

ap | a1 Ak |Ak+1 "t | OGn
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Comment représenter finiment un graphe infini ?

Motivation : Les jeux sur des graphes infinis sont naturels pour la
verification mais pour les étudier de ce point de vu, il faut qu’ils
possedent une représentation finie.

Une solution (tres générale) :  prendre le graphe de transition
G = (V, E) d’'une machine de Turing M :

® V estl'ensemble des configurations de M (i.e. les mots décrivant le
contenu du ruban et la position de la téte de lecture).

#® Larelation E simule celle de la machine : (C1,a,Cs) € E ssi depuis
C1 en lisant a la machine peut aller en (.
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Comment représenter finiment un graphe infini ?

Motivation : Les jeux sur des graphes infinis sont naturels pour la
verification mais pour les étudier de ce point de vu, il faut qu’ils
possedent une représentation finie.

Une solution (tres générale) :  prendre le graphe de transition
G = (V, E) d’'une machine de Turing M :

Partition des sommets entre Eve et Adam :
® Prendre une machine de Turing M’ : les configurations d’Eve sont
celles acceptées par M'.

® Cassimple:
® prendre une partition Qg L ) 4 des etats de contrble de M.

® un sommet appartient a Eve ssi son état de contrdle lui appartient.
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Cas particuliers

Si I'on part d’un automate fini :
® Les configurations sont les etats : le graphe de transition est donc fini.

® Les arétes traduisent la relation de transition.

a a
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Cas particuliers

Si I'on part d’un automate fini :
® Les configurations sont les etats : le graphe de transition est donc fini.

® Les arétes traduisent la relation de transition.
® Partitioner les configurations revient a partitioner les états de contrdle.
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Cas particuliers

Si I'on part d’un automate fini :
® Les configurations sont les etats : le graphe de transition est donc fini.

® Les arétes traduisent la relation de transition.
® Partitioner les configurations revient a partitioner les états de contrdle.

Exemples de graphe infinis :
® Graphes de transition d’automates a pile.

® Graphes de transition d’automates a pile de pile.
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Conditions de gain

Tout d’abord : La condition de gain doit étre finiment descriptible.

Comment faire ?

® Condition de gain externe : la décrire finiment (e.g. a I'aide d’une
machine de Turing).
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Conditions de gain

Tout d’abord : La condition de gain doit étre finiment descriptible.

Comment faire ?
® Condition de gain externe : la décrire finiment (e.g. a I'aide d’une
machine de Turing).

® Conditions de gain internes, quelques pistes :
® Choisir une fonction de coloriage () — C' et I'étendre aux
configurations.

® Considerer un langage (finiment décrit) L sur C.
® Une partie est remportée par Eve ssi son coloriage est dans L.
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Conditions de gain

Tout d’abord : La condition de gain doit étre finiment descriptible.

Comment faire ?
® Condition de gain externe : la décrire finiment (e.g. a I'aide d’une
machine de Turing).

® Conditions de gain internes, quelques pistes :
® Choisir une fonction de coloriage () — C' et I'étendre aux
configurations.

® Considerer un langage (finiment décrit) L sur C.

® Une partie est remportée par Eve ssi son coloriage est dans L.
Bien sir cela ne permet pas de tout avoir :
® "Eve gagne ssi il existe un sommet infiniment souvent visite"
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Conditions de gain

Tout d’abord : La condition de gain doit étre finiment descriptible.

Comment faire ?
® Condition de gain externe : la décrire finiment (e.g. a I'aide d’une
machine de Turing).

® Conditions de gain internes, quelques pistes :
® Choisir une fonction de coloriage () — C' et I'étendre aux
configurations.

® Considerer un langage (finiment décrit) L sur C.

® Une partie est remportée par Eve ssi son coloriage est dans L.
Bien sir cela ne permet pas de tout avoir :
® "Eve gagne ssi il existe un sommet infiniment souvent visite"

® On pourrait utiliser de la logique pour cela...

Q={A=vv;---|FveVtqg.Vi>035>it.q.v; =v}
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Mais attention! (1/2)

Les graphes peuvent étre trop expressifs :

® Soit G le graphe de configuration d’'une machine de Turing
guelconque M sans entree.

® Considerons le jeu d’accessibilité a un joueur sur G.
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Mais attention! (1/2)

Les graphes peuvent étre trop expressifs :

® Soit G le graphe de configuration d’'une machine de Turing
guelconque M sans entree.

® Considerons le jeu d’accessibilité a un joueur sur G.

On peut réduire le probleme de l'arrét pour M a I'existence d’une
stratégie gagnante pour Eve depuis la configuration initiale.

® En conclusion, si M est quelcongque, déecider le gagnant (méme dans
un jeu a un joueur) est indécidable.

°
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Mais attention! (1/2)

Les graphes peuvent étre trop expressifs :

® Soit G le graphe de configuration d’'une machine de Turing
guelconque M avec entrée.

® Considerons le jeu d’accessibilité a un joueur sur G.

® On peut réduire le probleme du vide pour M a I'existence d’'une
stratégie gagnante pour Eve depuis la configuration initiale.

® En conclusion, si M est dans une classe pour lequel le vide est
iIndecidable, décider le gagnant (méme dans un jeu a un joueur) est
iIndecidable.
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Mais attention! (1/2)

Les graphes peuvent étre trop expressifs :

® Soit G le graphe de configuration d’'une machine de Turing
guelconque M avec entrée.

® Considerons le jeu d’accessibilité a un joueur sur G.

On peut réduire le probleme du vide pour M a lI'existence d’une
stratégie gagnante pour Eve depuis la configuration initiale.

® En conclusion, si M est dans une classe pour lequel le vide est
iIndecidable, décider le gagnant (méme dans un jeu a un joueur) est
iIndecidable.

°

Et méme si les problemes précédents sont decidables : Il se peut que
les jeux a deux joueurs soient indécidables!
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Mais attention! (2/2)

Les conditions de gains peuvent étre trop puissantes :

Condition de gain externe : L(M) C A“ pour une machine M (e.g. un
automate a pile non deterministe).

A A

A

® y est gagnant Eve ssi L(M) # 0.
® v estgagnant Eve ssi L(M) = A¥.
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Mais attention! (2/2)

Les conditions de gains peuvent étre trop puissantes :

Conclusion :

| faut choisir pour modele de condition externe de gain une machine dont
le vide et I'universalité sont déecidables.
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Processus a pile : définition

Processus apile P=(Q,A, T, L, A):
® () :ensemble fini d’etats de contréle.
A : alphabet fini d’entrée.

[' : alphabet fini de pile.

1 : symbole de fond de pile.

A : fonction de transition.

o o0 o
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Processus a pile : définition

Processus apile P=(Q,A, T, L, A):
() . ensemble fini d’états de controle.
A : alphabet fini d’entrée.

[' : alphabet fini de pile.

1 : symbole de fond de pile.

A : fonction de transition.
® Push(q,3) € A(p, o, a).

°

o o0 o

p,

= .-
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Processus a pile : définition

Processus apile P=(Q,A, T, L, A):
() . ensemble fini d’états de controle.
A : alphabet fini d’entrée.

[' : alphabet fini de pile.

1 : symbole de fond de pile.

A : fonction de transition.
® Push(q,3) € A(p, o, a).

°

o o0 o

K

.
.
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Processus a pile : définition

Processus apile P=(Q,A, T, L, A):
() . ensemble fini d’états de controle.
A : alphabet fini d’entrée.

[' : alphabet fini de pile.

1 : symbole de fond de pile.

A : fonction de transition.
$ Pop(q) € Ap, a, a).

°

o o0 o

p,

= .-
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Processus a pile : définition

Processus apile P=(Q,A, T, L, A):
® () :ensemble fini d’etats de contréle.
A : alphabet fini d’entrée.

[' : alphabet fini de pile.

1 : symbole de fond de pile.

A : fonction de transition.
$ Pop(q) € Ap, a, a).

o o0 o

p, ] — 4,

y
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Processus a pile : définition

Processus apile P=(Q,A, T, L, A):
() . ensemble fini d’états de controle.
A : alphabet fini d’entrée.

[' : alphabet fini de pile.

1 : symbole de fond de pile.

A : fonction de transition.
® Skip(q) € A(p, a, a).

°

o o0 o

p,

= .-
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Processus a pile : définition

Processus apile P=(Q,A, T, L, A):
® () :ensemble fini d’etats de contréle.
A : alphabet fini d’entrée.

[' : alphabet fini de pile.

1 : symbole de fond de pile.

A : fonction de transition.
® Skip(q) € A(p, a, a).

o o0 o

P, : — > {,

S
2 ..
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Processus a pile : définition

Processus a pile P=(Q,A,T', L, A):
® () :ensemble fini d’etats de contréle.
A : alphabet fini d’entrée.

[' : alphabet fini de pile.

1 : symbole de fond de pile.

A : fonction de transition.
A:QxT'x A—{push(q,), pop(q), ,skip(q) | ¢ € Q, a € T\ {L}}

and s.t. Vq,q' € Q, Va € A, pop(q’) ¢ A(q, L, a).

o o0 o
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Graphe de jeu et jeux associes (1/3)

Q= {p,q,7}

I'={a,8, 1}

A(p,a) = {pop(q), push(r,a)}
A(q, a) = {pop(p), push(r,a)}
A(r, a) = {pop(p), pop(r)}

A(p, B) = {pop(p), push(p, )}
A(q, B) = {pop(p), push(r,a)}
A(r, B) = {pop(p), push(q, )}
A(p, L) = {push(p, a), push(r, B)}
A(q, L) = {push(q, @), push(r,a)}
A(r, L) = {push(q, B), push(r, )}

Olivier Serre.
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Graphe de jeu et jeux associes (1/3)

Q={p,qr}
I' = {a7 g, J—}
A(p,a) = {pop(q), push(r,a)}

(
A(g, o) = {pop(p), push(r, o)}
A(r, o) = {pop(p), pop(r)}
A(p, B) = {pop(p), push(p, )} p, L
A(q, B) = {pop(p), push(r,a)}
A(r, 8) = {pop(p), push(q, )}
A(p, L) = {push(p, a), push(r, 8)}
A(g, L) = {push(q, @), push(r,a)}
(

>

r, L) = {push(q, B), push(r,a)}
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Graphe de jeu et jeux associes (1/3)

Q= {p,q,7}

I'={a,8, 1}

A(p, ) = {pop(q), push(r, o)}
(¢, @) = {pop(p), push(r, )}
(r, @) = {pop(p), pop(r)}

(p, B) = {pop(p), push(p, )}
(¢, 8) = {pop(p), push(r, o)}
(7,
A(p,
A(q
A(r,

l>l>l>l>l>

B) = {pop(p), push(q, )}

1) = {push(p, @), push(r, B)}
, L) = {push(q, @), push(r, )}
L) = {push(q, B), push(r, a)}

Olivier Serre.
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Graphe de jeu et jeux associes (1/3)

Q= {p,q,7}

I'={a,8, 1}

A(p, ) = {pop(q), push(r, o)}
A(g, o) = {pop(p), push(r, o)}

A(r, o) = {pop(p), pop(r)}
A(p, B) = {pop(p), push(p, )}
A(g, B) = {pop(p), push(r,a)}
A(r, B) = {pop(p), push(q, )}
A(p, L) = {push(p, @), push(r, 8) }
A(

(

q, L) = {push(q, @), push(r, )}
r, L) = {push(q, B), push(r,a)}

>
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Graphe de jeu et jeux associes (1/3)

Q= {p,q,7}

I'={a,8, L}

A(p,a) = {pop(q), push(r,a)}
A(q, o) = {pop(p), push(r, o)}
A(r, o) = {pop(p), pop(r)}

A(p, B) = {pop(p), push(p, )}
A(g, B) = {pop(p), push(r,a)}
A(r, B) = {pop(p), push(q, )}
A(p, L) = {push(p, @), push(r, B)}
A(q, L) = {push(q, o), push(r,a)}
A(r, L) = {push(q, B), push(r,a)}

Olivier Serre.

p, 8L

r,0lL—>q afl ——>r, aalL

q, L
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Graphe de jeu et jeux associes (1/3)

Q=A{p.qr}

I ={a,B, L} p,BL - > -

A(p, a) = {pop(q), push(r, a)} \ \
A(g, @) = {pop(p), push(r, a)} rpl——>¢qafl——>raafl

A(r,a) = {pop(p), pop(r)} /' )
A(p, B) = {pop(p), push(p, o)} p, L e

A(q, B) = {pop(p), push(r, a)}

(g,
A(r, B) = {pop(p), push(q, )} pal > oal
A(p, L) = {push(p, a), push(r, 3)} /
A(q, L) = {push(q, ), push(r,a)} ! 1\ /
A(r, L) = {push(q, 8), push(r, )} bt .
T, Q
\ ;
<----- q, Ll
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Graphe de jeu et jeux associes (1/3)

Q= {p,q,7}

I'={a,8, 1}

A(p,a) = {pop(q), push(r,a)}
A(q, a) = {pop(p), push(r,a)}
A(r, a) = {pop(p), pop(r)}

A(p, B) = {pop(p), push(p, )}
A(q, B) = {pop(p), push(r,a)}
A(r, B) = {pop(p), push(q, )}
A(p, L) = {push(p, a), push(r, B)}
A(q, L) = {push(q, @), push(r,a)}
A(r, L) = {push(q, B), push(r, )}

Olivier Serre.
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Graphe de jeu et jeux associes (1/3)

Q= {p,q,7}

I'={a,8, 1}

A(p,a) = {pop(q), push(r,a)}
A(q, a) = {pop(p), push(r,a)}
A(r, a) = {pop(p), pop(r)}

A(p, B) = {pop(p), push(p, )}
A(q, B) = {pop(p), push(r,a)}
A(r, B) = {pop(p), push(q, )}
A(p, L) = {push(p, a), push(r, B)}
A(q, L) = {push(q, @), push(r,a)}
A(r, L) = {push(q, B), push(r, )}

Qe = {p, ¢} etQa = {r}

p(p) =0, p(q) =2, p(r) =1

Olivier Serre.

q, L

r, ool

\
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Graphe de jeu et jeux associes (2/3)

Soit G = (V, F) associé avec P =(Q,AT', L A):

® V=0Qx('\{L})*L:ensemble de sommets / configurations.
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Graphe de jeu et jeux associes (2/3)

Soit G = (V, F) associé avec P =(Q,A,T', L, A):

® V=0Qx('\{L})*L:ensemble de sommets / configurations.

® EFCV xAxV :ensemble darétes. ((¢,au),a, (¢',u')) € E sSi :
® push(q¢,0) € Alq,a,a) etu' = fau,

® oupop(q) € Alqg,a,a) etu' = au,
® ou skip(q') € Alg,a,a) etu' = w.
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Graphe de jeu et jeux associes (2/3)

Soit G = (V, F) associé avec P =(Q,A,T', L, A):

® V=0Qx('\{L})*L:ensemble de sommets / configurations.

® FCV xAxV:ensemble darétes. ((¢,au),a, (¢,u")) € E sSi:
® push(q¢,0) € Alq,a,a) etu' = fau,

® oupop(q) € Alqg,a,a) etu' = au,
® ou skip(q') € Alg,a,a) etu' = w.
® Remarque : Si Aesttrivial, ECV x V.
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Graphe de jeu et jeux associes (2/3)

Soit G = (V, F) associé avec P =(Q,A,T', L, A):

® V=0x(I'\{L})*L :ensemble de sommets / configurations.
® FCV xAxV:ensemble darétes. ((¢,au),a, (¢,u")) € E sSi:
® push(q¢,0) € Alq,a,a) etu' = fau,
® oupop(qd) € Alg,a,a) etu' = au,
® ou skip(q') € Alg,a,a) etu' = w.
® Remarque :SiAesttrivial, E CV x V.

Graphe de jeu G = (G, Vg, V4) associé avec Qrp Qs = Q :

® Vg =Qpx (I'\{L})*L : configurations contrdlees par Eve.
® Vy=Qux (I'\{L})*L : configurations controlées par Adam.
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Graphe de jeu et jeux associes (3/3)

Exemples de conditions de gain internes :

® Condition d’accessibilite :
® F C (@ :ensemble détats finaux.

® Vp=Fx(I'\{L})*L : ensemble de configurations finales.
L Qaccess — V*vaw
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Graphe de jeu et jeux associes (3/3)

Exemples de conditions de gain internes :

® Condition d’accessibilité.

® Condition de Buchi :
® F C (@ :ensemble détats finaux.

® Vp=Fx((I'\{L})*L :ensemble de configurations finales.
® QOpue={vvy---€V¥|Vk >0, In > ks.t. vy € Vp}.
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Graphe de jeu et jeux associes (3/3)

Exemples de conditions de gain internes :

®» Condition d’accessibilité.
» Condition de Buchi.

® Condition de parite :
® col: () — C :fonction de coloriage (C' C N ensemble fini de
couleurs).

® col:V — C définie par col((q,u)) = col(q).
® Opgr = {vvy--- € V¥ | liminf(col(v;));>0 €st pair}.
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Représentation graphique d’une partie, factorisation

Montrer I’évolution de la hauteur de pile

|

hauteur de pile

[
-

"tempS"
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Représentation graphique d’une partie, factorisation

Montrer I’évolution de la hauteur de pile

|

hauteur de pile

Marche / Bosse factorisation.
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JEUX D'ACCESSIBILITE.
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Jeu d’accessibilité : intuition

277. ..
Adam, tout le
monde t'attend! Joue'!

\

(p, L) e
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Jeu d’accessibilité : intuition

Ok, jempile « et
je vais dans I'état gq.

(¢, all)

(p, L) /
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Jeu d’accessibilité : intuition

Et maintenant ?

\

(¢, afl)
(p, L) /
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Jeu d’accessibilité : intuition

Je peux jouer de sorte que si «
est dépile et gu’entre temps aucune
configuration finale n’est visitée, le
nouvel état est dans R

(¢, all)

(p, L) /
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Jeu d’accessibilité : intuition

Super!
allonsen (r, L), r € R.

)
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Jeu d’accessibilité : intuition

A toi de jouer

)
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Jeu d’accessibilité : intuition

J'emplie 3 et
je vais dans I'état gq.

=

XQ

=
\/
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Jeu d’accessibilité : intuition

Je peux jouer de sorte que si 3 es
dépilé sans voir de conf. finale, le
ouvel état de contrdle est dans S

(¢, 8L)

-
|
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Jeu d’accessibilité : intuition

=

XQ

=
\/
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Jeu d’accessibilité : intuition

Quelques coups plus tards. ..

(r,51)

\

Olivier Serre. Jeux sur des graphes de processus a pile — p. 15/17



Jeu d’accessibilité : intuition

(r,51)

Y
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Jeu d’accessibilité : intuition

Victoire :
t¢ S|

S
(r; 1)

\

(t, L)
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Jeu d’accessibilité : intuition

Second scénario : tu aurais dd me croire

(r,51)

\
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Jeu d’accessibilité : intuition

Ah ah! tu aurais di
me croire ;. s € S

S
(r; 1)

\

(s, 1)
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Jeu d’accessibilité : intuition

Dernier scenario : le monde parfait

(r,51)

\
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Jeu d’accessibilité : intuition

-
| 8
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Jeu d’accessibilité : intuition

Mais qui gagnhe ?
gais qui gagne ? ) C aul 999 Q
A | v J.

\

Olivier Serre. Jeux sur des graphes de processus a pile — p. 15/17



Jeu d’accessibilité : intuition

gz les extrémités des fa@

-
| 8
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

Les informations importantes :

e I'état de contrdle (p) et son caractére final ou non
e le sommet de pile («)

e le dernier ensemble annoncé par Eve ((R))

R
(p, qu)

\
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

(p, o, R)

Les informations importantes :
e I'état de contrdle (p) et son caractere final ou non
e le sommet de pile («)

e le dernier ensemble annoncé par Eve ((R))
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

(r,51)

Y
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

Sidpop(r) € A(p,a)t.q.r ¢ R
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

0 .H

Second scénario : tu aurais dd me croire

(r,51)

\
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

Sidpop(r) € A(p,a)t.qg.r € R Sidpop(r) € A(p,a)t.q.7 ¢ R

£

A

)

Q

=

A4
@
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

Dernier scenario : le monde parfait

(r,51)

\
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

J'emplie ( et je change
I'état de contrdle en g.

Dernier scenario : le monde parfait

(¢, Bou)

\
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

Sidpop(r) € A(p,a)t.qg.r € R Sidpop(r) € A(p,a)t.q.7 ¢ R

r
V push(q,b) € A(p, @)
C @ T

A
s
L
=

A4

i
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

Je peux jouer de sorte que si «
est dépile et gu’entre temps aucune
configuration finale n’est visitée, le
nouvel état est dans S

Dernier scenario : le monde parfait

(¢, Bou)

\
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

Sidpop(r) € A(p,a)t.qg.r € R Sidpop(r) € A(p,a)t.q.7 ¢ R

r | ﬁ
l V push(q,b) € A(p, @)
< (p, o, R, q, 8) >

sz) Sl g Q

A
)
Q
=
A4

Olivier Serre. Jeux sur des graphes de processus a pile — p. 16/17



Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

Je peux jouer de sorte que si «
est dépile et gu’entre temps aucune
configuration finale n’est visitée, le
nouvel état est dans S

Dernier scenario : le monde parfait

(¢, Bou)

\
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

Super!
allons en (s,au), s € R

Dernier scenario : le monde parfait

(s, u)

\
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

If 3 pop(r) € A(p,a)st.r € R If 3 pop(r) € A(p,a) st.r ¢ R

G{t < (p, a, R) > ff
< (p, o, R, q, 8)

(SaaaR) \V/SGS
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

Je peux jouer de sorte que si «
est dépile et gu’entre temps aucune
configuration finale n’est visitée, le
nouvel état est dans S

Dernier scenario : le monde parfait

(¢, Bou)

\
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

(¢, Bou)

\
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

If 3 pop(r) € A(p,a)st.r € R If 3 pop(r) € A(p,a) st.r ¢ R

r I
l vV push(q,b) € A(p, @)
< (p, o, R, q, 8) >

A
=
Q
3
v
=

(Qaﬁas) (Sa&aR) \V/SES
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

Dernier scenario : le monde parfait

(p, qu)

\
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

Je vais en ¢q

(¢, au)

\
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

V skip(q) € A(p, @)

(g, R)

If 3 pop(r) € A(p,a)st.r € R T If 3 pop(r) € A(p,a) st.r ¢ R

r I
l vV push(q,b) € A(p, @)
< (p, o, R, q, 8) >

A
=
Q
3
v
=

(Qaﬁas) (Sa&aR) \V/SES
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Résultat principal

Théoreme. Soit p;,, € Q. Eve possede une stratégie gagnante dans G
depuis (p;n, L) si et seulement si elle posséde une stratégie gagnante

dans G depuis (pn, L, 0).
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