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Processus a pile : définition

Processus apile P=(Q,A, T, L, A):
() . ensemble fini d’états de controle.
A : alphabet fini d’entrée.

[' : alphabet fini de pile.

1 : symbole de fond de pile.

A : fonction de transition.

°

o o0 o
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Processus a pile : définition

Processus apile P=(Q,A, T, L, A):
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[' : alphabet fini de pile.

1 : symbole de fond de pile.

A : fonction de transition.
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Processus a pile : définition

Processus a pile P=(Q,A,T', L, A):
® () :ensemble fini d’etats de contréle.
A : alphabet fini d’entrée.

[' : alphabet fini de pile.

1 : symbole de fond de pile.

A : fonction de transition.
A:QxT'x A—{push(q,), pop(q), ,skip(q) | ¢ € Q, a € T\ {L}}

and s.t. Vq,q' € Q, Va € A, pop(q’) ¢ A(q, L, a).
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Graphe associé

Q= {p,q,7}

I'={a,8, L}

A(p,a) = {pop(q), push(r,a)}
A(q, a) = {pop(p), push(r,a)}
A(r, a) = {pop(p), pop(r)}

A(p, B) = {pop(p), push(p, )}
A(q, B) = {pop(p), push(r,a)}
A(r, B) = {pop(p), push(q, )}
A(p, L) = {push(p, o), push(r, B
A(q, L) = {push(q, o), push(r, o
A(r, L) = {push(q, B), push(r, «

Olivier Serre.
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Graphe associé

Q={p,qr}
I' = {a7 g, J—}
A(p,a) = {pop(q), push(r,a)}

(
A(g, o) = {pop(p), push(r, o)}
A(r, o) = {pop(p), pop(r)}
A(p, B) = {pop(p), push(p, )} p, L
A(q, B) = {pop(p), push(r,a)}
A(r, 8) = {pop(p), push(q, )}
A(p, L) = {push(p, a), push(r, 8)}
A(g, L) = {push(q, @), push(r,a)}
(

>

r, L) = {push(q, B), push(r,a)}
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Q= {p,q,7}

I'={a,8, 1}

A(p, ) = {pop(q), push(r, o)}
(¢, @) = {pop(p), push(r, )}
(r, @) = {pop(p), pop(r)}

(p, B) = {pop(p), push(p, o)}
(¢, 8) = {pop(p), push(r, o)}
(7,
A(p,
A(q
A(r,

l>l>l>l>l>

B) = {pop(p), push(q, )}

1) = {push(p, @), push(r, B)}
, L) = {push(q, a), push(r,a)}
L) = {push(q, B), push(r, a)}

Olivier Serre.

Graphe associé
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Graphe associé

Q= {p,q, 7}
I' = {a7 B7 J—}
A(p, o) = {pop(q), push(r, )}

A(q, ) = {pop(p), push(r,c)}
A(r, ) = {pop(p), pop(r)} //v

(
A(p, B) = {pop(p), push(p, o)} p, L
A(q, B) = {pop(p), push(r, )} \
A(r, B) = {pop(p), push(q, @)} pal > aal
A(p, L) = {push(p, a), push(r, 8)} /
A(g, L) = {push(q, @), push(r,a)} !
A(r, 1) = {push(q, B), push(r,a)} 4
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Graphe associé

Q={p,q,r}
I ={a,B8,1} p, 5L

A(p, o) = {pop(q), push(r, )}
r,0lL—>q afl ——>r, aalL

A(q, ) = {pop(p), push(r,c)}
A(r, ) = {pop(p), pop(r)} //v

A(p, B) = {pop(p), push(p, o)} p, L
A(g, B) = {pop(p), push(r,a)} \
A(r, B) = {pop(p), push(q, @) } D, od_/\ > ool
A(p, L) = {push(p, @), push(r, B)} /
A(q, L) = {push(q, o), push(r,a)} I
A(r, 1) = {push(q, B), push(r,a)} hE— o
q, L
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Graphe associé

Q= {p,q,7}

I'={a,B, 1}

A(p, ) = {pop(q), push(r,a)}
A(g, a) = {pop(p), push(r,a)}
A(r, o) = {pop(p), pop(r)}
A(p, B) = {pop(p), push(p, )}

A(g, B) = {pop(p), push(r,a)}
A(r, B) = {pop(p), push(q, )}
A(p, L) = {push(p, ), push(r, 8)}
A(g,

(7,

q, L) = {push(q, o), push(r, a)}
r, L) = {push(q, B), push(r,a)}

>

Olivier Serre.
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Graphe associé

Q= {p,q,7}
I={a,B,1} (p ALY - g ©
A(p, ) = {pop(q), push(r, o)}
A(q, a) = {pop(p), push(r, )} r, fL T O‘,O‘ﬂL
A(r,a) = {pop(p), pop(r)} ' 2
A(p, B) = {pop(p), push(p, )} <
A(q, B) = {pop(p), push(r,a)}
A(r, B) = {pop(p), push(q, )}
Alp, L) = {push(p, a), push(r, §)} no
A(q, 1) = {push(q, o), push(r,a)} A
A(r, 1) = {push(a, B), push(r, o)} @2 '
Qe ={p,q} etQa={r} v
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Graphe associé

Q= {p,q,7}

I'={a,8, 1}

A(p,a) = {pop(q), push(r,a)}
A(q, a) = {pop(p), push(r,a)}
A(r, a) = {pop(p), pop(r)}

A(p, B) = {pop(p), push(p, )}
A(q, B) = {pop(p), push(r,a)}
A(r, B) = {pop(p), push(q, )}
A(p, L) = {push(p, a), push(r, B)}
A(q, L) = {push(q, @), push(r,a)}
A(r, L) = {push(q, B), push(r, )}

Qe = {p, ¢} etQa = {r}

p(p) =0, p(q) =2, p(r) =1

Olivier Serre.
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Graphe de jeu associé

Soit G = (V, F) associé avec P =(Q,AT', L A):

® V=0Qx('\{L})*L:ensemble de sommets / configurations.
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Graphe de jeu associé

Soit G = (V, F) associé avec P =(Q,A,T', L, A):

® V=0Qx('\{L})*L:ensemble de sommets / configurations.

® EFCV xAxV :ensemble darétes. ((¢,au),a, (¢',u')) € E sSi :
® push(q¢,0) € Alq,a,a) etu' = fau,

® oupop(q) € Alqg,a,a) etu' = au,
® ou skip(q') € Alg,a,a) etu' = w.
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Graphe de jeu associé

Soit G = (V, F) associé avec P =(Q,A,T', L, A):

® V=0Qx('\{L})*L:ensemble de sommets / configurations.

® EFCV xAxV :ensemble darétes. ((¢,au),a, (¢',u')) € E sSi :
® push(q¢,0) € Alq,a,a) etu' = fau,

® oupop(q) € Alqg,a,a) etu' = au,
® ou skip(q') € Alg,a,a) etu' = w.
® Remarque : Si Aesttrivial, ECV x V.

Olivier Serre. Jeux sur des graphes de processus a pile : accessibilité — p. 5/20



Graphe de jeu associé

Soit G = (V, F) associé avec P =(Q,A,T', L, A):

® V=0Qx((I'\{L})*L:ensemble de sommets / configurations.
® FCV xAxV:ensemble darétes. ((¢,au),a, (¢,u")) € E sSi:
® push(q¢,0) € Alq,a,a) etu' = fau,
® oupop(q) € Alqg,a,a) etu' = au,
® ou skip(q') € Alg,a,a) etu' = w.
® Remarque : Si Aesttrivial, ECV x V.

Graphe de jeu G = (G, Vg, V4) associé avec Qrp Qs = Q :

® Vp=Qgx (I'\ {L})*L : configurations controlées par Eve.
® Vy=Qux (I'\{L})*L : configurations controlées par Adam.
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Jeu d’'accessibilité associé

Condition d’accessibilité :

® F C () :ensemble d’états finaux.

® Vp=Fx((I'\{L})*L :ensemble de configurations finales.
4 Qaccess = V*VpV®.
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Jeu d’'accessibilité associé

Condition d’accessibilité :

® F C () :ensemble d’états finaux.
® Vp=Fx(I'\{L})*L :ensemble de configurations finales.
£ Qaccess — V*VFVw

Théoreme. Decider le gagnant dans un jeu d’accessibilité sur un graphe
de processus a pile est un probleme ExPTIME-complet.
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JEUX D'ACCESSIBILITE.
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Jeu d’accessibilité : intuition

277. ..
Adam, tout le
monde t'attend! Joue'!

\

(p, L) e
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Jeu d’accessibilité : intuition

Ok, jempile « et
je vais dans I'état gq.

\

(¢, afl)
(p, L) /
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Jeu d’accessibilité : intuition

Et maintenant ?

(¢, afl)
(p, L) /

-
| 8
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Jeu d’accessibilité : intuition

Je peux jouer de sorte que si «
est dépile et gu’entre temps aucune
configuration finale n’est visitée, le
nouvel état est dans R

(¢, all)

(p, L) /
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Jeu d’accessibilité : intuition

Super!
allonsen (r, L), r € R.

\

(r, L)
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Jeu d’accessibilité : intuition

A toi de jouer

\

(r, L)
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Jeu d’accessibilité : intuition

J'emplie 3 et
je vais dans I'état gq.

(¢, 8L)

\

(r, L)
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Jeu d’accessibilité : intuition

Je peux jouer de sorte que si 3 es
dépilé sans voir de conf. finale, le
ouvel état de contrdle est dans S

(¢, 8L)

\
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Jeu d’accessibilité : intuition

(¢, 8L)

\
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Jeu d’accessibilité : intuition

Quelques coups plus tards. ..

(r,51)

\

Olivier Serre. Jeux sur des graphes de processus a pile : accessibilité — p. 8/20



Jeu d’accessibilité : intuition

S
(r; 1)

Y
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Jeu d’accessibilité : intuition

Victoire :
t¢ S|

S
(r; 1)

\

(t, L)
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Jeu d’accessibilité : intuition

Second scénario : tu aurais dd me croire

S
(r; 1)

\
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Jeu d’accessibilité : intuition

Ah ah! tu aurais di
me croire ;. s € S

S
(r; 1)

\

(s, 1)
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Jeu d’accessibilité : intuition

Dernier scenario : le monde parfait

(r,51)

\
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Jeu d’accessibilité : intuition

-
| 8
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Jeu d’accessibilité : intuition

Mais qui gagne ? ) @ais qui gagne ? Q

\
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Jeu d’accessibilité : intuition

gz les extrémités des fa@

-
| 8
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

Les informations importantes :

e I'état de contrdle (p) et son caractére final ou non
e le sommet de pile («)

e le dernier ensemble annoncé par Eve ((R))

R
(p, qu)

\
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

(p, o, R)

Les informations importantes :
e I'état de contrdle (p) et son caractere final ou non
e le sommet de pile («)

e le dernier ensemble annoncé par Eve ((R))
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

(r,51)

Y
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

Sidpop(r) € A(p,a)t.q.r ¢ R
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

0] E

Second scénario : tu aurais dd me croire

(r,51)

\
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

Sidpop(r) € A(p,a)t.qg.r € R Sidpop(r) € A(p,a)t.q.7 ¢ R

£

A

)

Q

=

A4
@

Olivier Serre. Jeux sur des graphes de processus a pile : accessibilité — p. 9/20



Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

Dernier scenario : le monde parfait

(r,51)

\
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

J'emplie ( et je change
I'état de contrdle en g.

Dernier scenario : le monde parfait

(¢, Bou)

\
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

Sidpop(r) € A(p,a)t.qg.r € R Sidpop(r) € A(p,a)t.q.7 ¢ R

r
V push(q,b) € A(p, @)
C @ T

A
s
L
=

A4

i
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

Je peux jouer de sorte que si «
est dépile et gu’entre temps aucune
configuration finale n’est visitée, le
nouvel état est dans S

Dernier scenario : le monde parfait

(¢, Bou)

\

Olivier Serre. Jeux sur des graphes de processus a pile : accessibilité — p. 9/20



Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

Sidpop(r) € A(p,a)t.qg.r € R Sidpop(r) € A(p,a) t.q.r ¢ R

Ghﬁ < (p, R)
< (p, o, R,q, 3

(p,o, R,q,3,95)

YV push(q, b E A(p, o)

sz) Sl g Q
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

Je peux jouer de sorte que si «
est dépile et gu’entre temps aucune
configuration finale n’est visitée, le
nouvel état est dans S

Dernier scenario : le monde parfait

(¢, Bou)

\
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

Super!
allons en (s,au), s € R

Dernier scenario : le monde parfait

(s, u)

\
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

If 3 pop(r) € A(p,a)st.r € R If 3 pop(r) € A(p,a) st.r ¢ R

G{t < (p, a, R) > ff
< (p, o, R, q, 8)

(SaaaR) \V/SGS
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

Je peux jouer de sorte que si «
est dépile et gu’entre temps aucune
configuration finale n’est visitée, le
nouvel état est dans S

Dernier scenario : le monde parfait

(¢, Bou)

\
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

(¢, Bou)

\
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

If 3 pop(r) € A(p,a)st.r € R If 3 pop(r) € A(p,a) st.r ¢ R

r I
l vV push(q,b) € A(p, @)
< (p, o, R, q, 8) >

A
=
Q
3
v
=

(Qaﬁas) (Sa&aR) \V/SES
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

Dernier scenario : le monde parfait

(p, qu)

\

Olivier Serre. Jeux sur des graphes de processus a pile : accessibilité — p. 9/20



Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

Je vais en ¢q

(¢, au)

\
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Mais c’est un jeu sur un graphe fini!

V skip(q) € A(p, @)

(g, R)

If 3 pop(r) € A(p,a)st.r € R T If 3 pop(r) € A(p,a) st.r ¢ R

r I
l vV push(q,b) € A(p, @)
< (p, o, R, q, 8) >

A
=
Q
3
v
=

(Qaﬁas) (Sa&aR) \V/SES
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Validité de la simulation

Théoreme. Soit p;,, € Q. Eve possede une stratégie gagnante dans G
depuis (p;n, L) si et seulement si elle posséde une stratégie gagnante

dans G depuis (pn, L, 0).
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Représentation graphique d’une partie, factorisation

Montrer I’évolution de la hauteur de pile

|

hauteur de pile

[
-

"tempS"
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Représentation graphique d’une partie, factorisation

Montrer I’évolution de la hauteur de pile

|

hauteur de pile

Marche / Bosse factorisation.
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Complexité

Théoreme Décider le gagnant dans un jeu d’accessibilité sur un graphe

de processus a pile depuis une configuration quelcongque est un
probleme ExXPTIME-complet.
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Buchi, Parité ?

Théoreme Décider le gagnant dans un jeu de parité sur un graphe de

processus a pile depuis une configuration quelconque est un probleme
EXPTIME-complet.

Olivier Serre.

Jeux sur des graphes de processus a pile : accessibilité — p. 13/20



Un peu d’intuition pour le cas des jeux de Buchi (1/3)

Condition de Buchi :  visiter infiniment souvent une configuration avec
un état de controle final.

-
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Un peu d’intuition pour le cas des jeux de Buchi (1/3)

Condition de Buchi : 1l existe une infinité de facteurs finaux.

-
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Un peu d’intuition pour le cas des jeux de Buchi (2/3)

277. ..
Adam, tout le
monde t'attend! Joue'!

\

(p, L) e
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Un peu d’intuition pour le cas des jeux de Buchi (2/3)

J'empile « et
je vais dans I'état gq.

A

(¢, all)

(p, L) /

Olivier Serre. Jeux sur des graphes de processus a pile : accessibilité — p. 15/20
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Un peu d’intuition pour le cas des jeux de Buchi (2/3)

Et maintenant ?

(¢, afl)
(p, L) /

\
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Un peu d’intuition pour le cas des jeux de Buchi (2/3)

Je peux jouer de sorte que si «
est dépilé, le nouvel état est dans
Ro si une config finale est visitée
entre temps et est dans R sin

(¢, all)

(p, L) /
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Un peu d’intuition pour le cas des jeux de Buchi (2/3)

Super!
allonsen (r, L), r € Ry.

A

N

(r, L)

-
|
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Un peu d’intuition pour le cas des jeux de Buchi (2/3)

gtoi de jouer )
A

N

(r, L)

-
|
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Un peu d’intuition pour le cas des jeux de Buchi (2/3)

J'empile 3
et je vais dans |'état q.

W)

(r, L)

-
|
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Un peu d’intuition pour le cas des jeux de Buchi (2/3)

e peux jouer de sorte
gue si J est depile
'état est dans S/5;

W)

Olivier Serre. Jeux sur des graphes de processus a pile : accessibilité — p. 15/20
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Un peu d’intuition pour le cas des jeux de Buchi (2/3)

(S0, 51)
(¢,6L)

-
|
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Un peu d’intuition pour le cas des jeux de Buchi (2/3)

Quelques coups plus tard. ..

(S0, 51)
(r, 8L)

-
|
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Un peu d’intuition pour le cas des jeux de Buchi (2/3)

(S0, 51)
(r, 8L)

Y
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Un peu d’intuition pour le cas des jeux de Buchi (2/3)

Victoire :
t & Spy!

(507 Sl)
(r, 6L1)

-
|

(t, L)
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Un peu d’intuition pour le cas des jeux de Buchi (2/3)

0 .H

Q
o

Second scénario : tu aurais dd me croire

(S0, 51)
(r, 8L)

\
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Un peu d’intuition pour le cas des jeux de Buchi (2/3)

Victoire!
s €5y

(SO7 Sl)
(r, 6L1)

-
|

(s, 1)
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Un peu d’intuition pour le cas des jeux de Buchi (2/3)

Dernier scenario : le monde parfait

(S0, 51)
(r, 8L)

\
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Un peu d’intuition pour le cas des jeux de Buchi (2/3)

-
|
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Un peu d’intuition pour le cas des jeux de Buchi (2/3)

Mais qui gagne ? ) @ais qui gagne ? Q

-
|
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Un peu d’intuition pour le cas des jeux de Buchi (2/3)

@ les facteurs/sommets@

\
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Un peu d’intuition pour le cas des jeux de Buchi (3/3)

V skip(q) € A(p, @)

(g, a, (Ro, R1), min(0, col(q)))

Si I pop(r) € A(p,a) t.9. r € Ry T Sidpop(r) € A(p,a) t.9. 7 ¢ Ry

p o, (Ro R1) 9)—)@

V push(q,b) € A(p, @)

l
Gromend)

VSo0,51 C Q

(p, o, (Ro, Rl) 0,q, 5, (So,51))

(q, 0, (SO,Sl),col( ) (s, a, (RO,Rl),Q,z) (s, o, (Ro, R1),min(0,1,col(s))) VseS;
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JEUX D'EXPLOSION.
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Conditions de non bornage

Condition d’explosion :  la hauteur de pile n’est pas bornée.

Explosion stricte
Hauteur de pile converge vers +oo.

Explosion répétitive

[
-

Y
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Stratégies gagnantes

Jeux sur G
® G :jeu d’explosion.

® Gq :jeu d’explosion stricte.
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Stratégies gagnantes

Jeux sur G
® G :jeu d’explosion.

® Gq :jeu d’explosion stricte.

Théoreme. Eve possede des stratégies sans mémoire pour gagner dans
G. Les ensembles de positions gagnantes sont donc les mémes dans G
et G, et Eve possede donc des stratégies gagnantes sans mémoire dans
les deux jeux. Le méme résultat est vrai pour Adam.

Olivier Serre. Jeux sur des graphes de processus a pile : accessibilité — p. 19/20



Stratégies gagnantes

Jeux sur G
® G :jeu d’explosion.

® Gq :jeu d’explosion stricte.

Théoreme. Eve possede des stratégies sans mémoire pour gagner dans
G. Les ensembles de positions gagnantes sont donc les mémes dans G
et G, et Eve possede donc des stratégies gagnantes sans mémoire dans
les deux jeux. Le méme résultat est vrai pour Adam.

Preuve (point clé). Ensemble gagnant pour Eve :

() Attrg(Q x T)

i>1
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Reformulation de condition d’explosion

Bosses bouclantes :

Soit A = vgvy - - - une partie dans G. Un facteur vy, - - - v, €St Une bosse
bouclante si |vg| = |vkin| €t |vg| < |vkas| pour tout 0 < i < h.
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Reformulation de condition d’explosion

Bosses bouclantes :

Soit A = vgvy - - - une partie dans G. Un facteur vy, - - - v, €St Une bosse
bouclante si |vg| = |vkin| €t |vg| < |vkas| pour tout 0 < i < h.

Nouveau jeu :
® ' ={)\]| X ne contient pas de bosse bouclante},

® G =(G,0)
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Reformulation de condition d’explosion

Bosses bouclantes :

Soit A = vgvy - - - une partie dans G. Un facteur vy, - - - v, €St Une bosse
bouclante si |vg| = |vkin| €t |vg| < |vkas| pour tout 0 < i < h.

Nouveau jeu :
® ' ={)\]| X ne contient pas de bosse bouclante},

® G =(G,0)

Proposition. Les jeux G, G, et G’ ont les mémes ensembles de
positions gagnantes
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