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Les notes qui suivenl servend de base au cours d’introduction du module de tronc commun
“Lambda-calcul”. En les 1édigeant, j°ai d’abord cherché 4 donner une préseniation intwitive des
nolions abordées, quitte & sacrfier parfois & une exposition complétement rogoureuse, gui pourra étre
trouvée dans les ouvrages donnés en référence. Ces noies ne constituent qu'une version proviseire.
Toule remarque, suggesiion est la bienvenue.
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1 Un tour guidé des A-calculs '

La notion de fonction peut &tre abordée de plusieurs points de vue. On peut, dans un premier point
de vue dit ezilensionnel, définir une fonction comme un graphe (ensemble de paires (argument,
valeur)). Cette présentation, généralement attribuée i Dirichlet, est intéressante pour résoudre
certains problémes (résolution d’équations différentielles, recherche d’une meilleure approximation)
mais elle perd son caractére intuitif dés lors que les valeurs rendues sont elles-mémes des fonctions.
Par exemple, cette difficulté se révéle loisque 'on veut définir la dérivée partielle d’une fonction.
L'interprétation des fonctions en tant que relations procéde de ce point de vue extensionnel et
conduit aux notions de domaine et codomaine de la théorie des ensembles, par exemple.

Le point de vue intentionnel considére qu'une fonction définit une régle de correspondance.
Loisqu’on applique cette régle de corvespondance 3 un argument, on obtient (si possible) une
valeur. La notion primitive ici est celle de I’application (notée souvent par simple.juxtaposition}.
Les régles de correspondance peuvent &tre exprimées de plusieurs: maniéres. On peut par exemple
introduite un symbole I et la régle Jx — z.(i.e. T appliqué 3.z s’évalue en z) pour exprimer
la fonction Identité. Dés lors, on peut évaluer JJ par exemple. Notez que cette définition de
Pidentité n’a pas utilisé la notion de variable : le = qui sert & exprimer la 1égle désigne un argument
quelconque et non la variable de la fonction. La Logique Combinatoire, I, est une théorie de
la fonctionnalité qui permet d’exprimer intentionnellement des fonctions sans utiliser de noms de
variable, dans I'esprit de Pexemple ci-dessus. Les théories des substitutions explicites rentrent aussi
dans ce cadre.

Le point de vue intentionnel semble donc plus général que le point de vue extensionnel : un
graphe peut toujours étie interprété comme une correspondance. La réciproque est fausse : aussi
bien en analyse (théoréme des fonetions implicites par:exemple) qu’en IC, on .peut établir des
propriétés de fonctions sans connaitie leur graphe. Cette discussion sur les liens entre Jes denx
points de vue se complique lorqu’an la prolonge a 1'égalité entre fonctions. Comment formuler
que deux fonctions sont intentionnellement (extensionnellement) égales? L’égalité intentionnelle
induit-elle Pégalité extensionnelle et réciproquement? Des réponses seront apportées dans la suite
du cours.

Le Lambda-calcnl est une théorie de la fonctionnalité; introduite & la fin des années 30 par le
logicien Alonzo Church, qui prociéde d’un point de vue. intentionnel. Une fonction y-est définie
comme |'abstraction d’un nom dans une expression, abstraction qui définit la correspondance. Par
exemple, abstraction du nom z dans Pexpression z+1 construit la fonction:z —3 =41, appartenant
4 ’ensemble ¥ —— N, qui peut &tre comprise comme un processus de calcul:du successeur. Cette
fonction n’a, a priori, nullement besoin d’étre nomimée. Ponr Putiliser, il suffit de pouvoir l!appliquer
Aunnombre donné : (z — 2+1)3 = 4. Les fonctions du A-caleul sont donc des fonctions-anonymes;
construites par abstraction (fonctionnelle) d’une variable (Az.) dans up terme. -Ce sont: donc:des
fonctions d'une (seule) variable. Elles peuvent étre appliquées  n’importe:quel terme dusd-calcul;
y compris & elles-mé&mes (la fonction identité Az.z peut &tre appliqnée & elle-méme).Ce: A-calcul;:
dit pur ou non-typé, propose donc une notion de fonction plus générale que celle de la théorie
classique des ensembles. En effet, celleci interdit d’appliquer une fonction & elle-méme (I’identité,
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fonction de 4 dans A, ne peut pas &tre appliquée A elle-méme, puisqu’elle appartient & Pensemble
A4, disjoint de A). La notion fondamentale qui sous-tend le A-calcul pur n’est pas celle d’ensemble
-— donc de domaine et de codomaine — mais celle de correspondance.

Pour retrouver une notion de fonction plus proche de celle de la théorie classique des ensembles,
il faut restreindre les régles de formation des termes, de fagon A interdire 'application d’une fonction
& elle-méme. Cela se fait & aide de la notion de typage. 1l existe plusieurs systémes de typage,
dont la complexité augmente avec le nombre de termes typables.

Le langage des types peut &tre défini par un ensemble de types de base ({Nat} par exemple) et
le constructeur —— . Le lambda-calcul ainsi obtenn est dit simplement typé. Une variable a un type
unique (La fonction identité (Aw : nat.xc) y est de type Nat —+ Nat). Elle ne peut &re appliquée
qu’a une expression de type Nal. Les fonctions retrouvent ainsi un domaine et un codomaine &t
ne peuvent &tre appliquées qu’a des valeurs de leur domaine. Les restrictions diies & ce typage
peuvent cependant sembler trop contraignantes. On ne peut pas, avec ce sysiéme de types, faire
apparaitre le fait que la définition de l'identité est indépendante du type de la variable abstraite —
la fonction identité se contenle de rendre son argument -— et qu'il suflit de s’assurer que Papplication
de I'identité est faite de fagon cohérente. Pour rendre compte de ce point, on enrichit le langage
des types par adjonction de variables de type (souvent représentées par des lettres grecques) et
de quantificateurs sur ces variables. On obtient ainsi le A-calcul typé polymorphe. Pidentité y est
définie comme la fonction Az : 0.z, qui a pour type Vo.(o —— ), oli o est une variable de type.
Elle peut &tre appliquée 3 une valeur de n’importe quel type, disons ¢, et elle rend un résultat de
type . Le noyau fonctionnel des langages ML est un A-calcul typé avec variables de type (les *a).
Les quantificateurs universels sur ces variables de type sont autorisés, mais seulement en position
prénexe (au début de Pécriture du type). Cette restriction permet de décider si un terme est typable
et donc d’offrir un algorithme de synthése de type au programmeur ML.

Les variables de type étant introduites, il devient possible d’eniichir le langage des types comme
on I’a fait pour le langage des termes. On pourra par exemple parler du type Jo.o -— 0. Plus
généralement, le langage des types peut &tre enrichi avec des produits, des sommes, etc. de maniére
3 représenter des types de données vérifiant certaines propriétés. Les M-calculs ainsi obtenus sont
dits avec typage d’ordre supéricur. Ils sont utilisés en informatique en particulier comme langages
de description de vérificateurs:de théorémes. Par exemple, le langage COQ, développé a I'INRIA,
repose sur un A-calcul typé d’ordre supérienr appelé langage des Consiructions dont le syteme de
types est trés riche; On-peut-y définir le type des listes de longueur n,Je systéme synthétise alos le
principe de récurrence sur ces listes. On peut y spécifiler un algorithme de tri d*une liste, prouver
que cette spécification construit une liste triée ayant les mémes eléments que la liste argument puis
extyaire antomatiquement de la preuve le programme implémentant le tri examiné.

Le A-calcul pur, malgré (ou peut-&tie A cause) de son laxisme au niveau de application, est une
théorie intéressante de plusieurs points de vue. Tout d’abord, du point de vue de la calculabilité,
les termes du A-calcul représentent exactement toutes les fonctions récursives partielles (résultat
de Kleene). Du point de vue de la programmation, le A-calcul est un outil essentiel puisqu’il
s'agit d'un systéme formel qui décrit la construction et ’évaluation des fonctions. Il apparait ainsi
comme le prototype des Jangages de programmation dits fonctionnels (ou de la partie fonctionnelle
des autres langages). Dans ces langages, un programme est d’abord une fonction. Il est donc
trés naturellement modélisé comme une expression du A- ‘caleul. L’expxessmn (Az.a) représente la
fonction de paramétre formel z, de corps a, le terme (Az.a)b correspond 3 I'appel de cette fonction
sur le paramétre effectif b. Le Iésxnlta-t de cet appel est une valeur, celle du corps de la fonction a,
dans lequel on a remplacé toutes les occurrences du paramétre formel z par Ja valeur effectivement
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fournie b. Cette évaluation est expiimée dans le A-calcul par la 1égle de F-réduction :
(Az.a)b —g a{b/z}

a{b/x} est le résultat de la substitution de = par bidans a.

L'étude du A-calcul renseigne donc les informaticiens sar leuts programmes. Par exemple,
plusieurs stratégies de calcul sont possibles pour:obtenir le résultat d'un programme. On peut
utiliser une régle simple —évaluer d’abord Vargument b — avec le Tisque que ce calcul s'avére
inutile si le parametre formel © ne figure pas dans a. On peut aussi ne calculer la valeur-des
paramétres effectifs que si cela devient nécessaire. Cette possibilité est intéressante car elle permet
de manipuler des structures de données potentiellernent infinies' comme des flots. Pour comparer
ces différents choix, prouver leur correction, il suffit d’étudier les dérivations (suite de réductions)
construites avec la régle de simplification ‘. Le résultat fondamental dans ce domaine est le
théoreme de confluence, dit encore propriété de Church-Rosser, pour la -réduction. 1 signifie que
'ordre dans lequel les différentes étapes de f-réduction sont menées, donc-lordre dans lequel les
évaluations sont effectnées, n’a pas d’importance : -on parvient:toujours a-la méme valeur. D’autres
théoremes affinent ce résultat : comparaison des différentes dérivations d'un terme, définition des
approximations syntaxiques d'un A-terme; etc.

On a abordé le A-calcul par quelques aspects:syntaxiques et montré son intérét. Encore faut-
il s’assurer que tout cette construction nlest-pas que syntaxe et qu'il est possible. de définir-des
modales (des réalisations effectives) du. A-calcul. La.question de la consistance —-existence d’un
modeéle dans lequel il existe au moins deux termes diflérents: n’ayant pas la-méme image — es’t
résolue ainsi. 1l n’existe pas d’ensemble; X, contenant son propre ensemble de fonctions X —+ X.
Mais, si 'on ajoute de la structure 3 X, par exemple une topologie, et si-on restreint. X 3 X
A ne contenii que les fonctions continues pour cetite topologie, alors on peut obtenir Pinclusion
de X -—— X dans X. Cette théorie des modeles, appelée sémantique dénotationnelle,: est- diie &
Scott (1969). Elle est importante car elle permet, non seulement de denner une signification 3 teut'
terme du A-calcul, mais aussi de modéliser la construction d’une fonction récursive par celle d'un
point-fixe et de prendre en compte des types de données.

Pour terminer ce tour guidé des A-calculs (qui est aussi un tour.guidé du tronc commun du
DEA), remarquons qu'il peut sembler surprenant qulup:langage: de.la logique, créé-avant:que
Pinformatique ne voie le jour, puisse se révéler.st utile:d la.programmation. Mais programmer un
tri par exemple n'est jamais que construiresune;prenve, de manitre-effective, que la;liste-résultat
est tride. Les questions soulevées par ces méthades effectives de construction rejoignent donc celles
des logiciens des années 30, qui essayaient de bitir une théorie constructive.des mathématiques.
Cela. explique cette convergence.

2 La syntaxe du A-calcul

Définition 2.1 Soit V un ensemble dé variables. L’ensemble des termes du A-calcul, noté Ay est
le'plus petit ensemble vérifiant :

1. VCAy

2. Sia€ Av ,alors Az.a € Ay
Az est dit lieur de la variable © dans le terme a. Az .a représente la fon\;tlon de la variable
z ( i.e. de paramétre formel ), avant pour corps 'expiession a.
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3. Siaetbe Ay, alorsab € Ay
(ab) est P'application (notée pax Juxtaposition) du terme a au terme b. Le terme (ab) peut

étre vu comine la valeur rendue par la fonction a, appliquée & 'argument (ie. au paramétre
effectif ) b.

Exercice 2.1 Pourguoi ce “plus petit ensemble” existe-1-il? Quelle méthode de vaiSonnement
déduit-on de son ezistence?

Notation L’opérateur d’application associe & gauche: abed = (((ab) ¢} d). D’autre part, on ye-
groupg des. abstractions successives sous un seul A : Az \y.a= Azy.a.

Appliquer la fonction Az.a au paramétre effectif b consiste & remplacer dans le corps a les
occurrences-du:paramétre formel = par b. Ce calcul rémplace donc le terme (Az.a}b par le terme
a{b/z} (a dans lequel b remplace ). Il peut ire compris comme une étape de rééeriture par une
régle'qui’est'natée £,

Avant, de déffhii précisément cette regle f}, il faut expliquer ce qu’est ce remplacement. Tout
d’abord, dans Pexpression Az.yz, les variables z et y ont des rdles trés différents. z est une variable
muette, qui pourrait étre changée en = par exemple & condition de changer aussi Az en Az. Quand
on appliquera cette fonction Az.yz 4 une valeur v, on remplacera z par v. y est réellement une
variable, c’est-3-dire un symbole dont la valeur est inconnue/quelconque/ indifférente/elle-méme ou,
version modéle; un-symbole qui recevra une valeur par une interprétation dans un domaine donné.
11 faut. donc.bien; faire la distinction entre variables libres (comme y dans Az.ys) et variables lides
(comme :z-daps Az.yz). Bien sir, une variable libre dans un sous-terme peut devenir liée dans Je
terme : par exemple, dans le terme Ay.(Az.yz), y est devenue libe. Toute valeur de y ne pourra dés
lors 8ire obtenue que par application de Ay.(Az.yz) & un argument.

Le remplacement ne concerne donc que les occurrences de la variable liée par le lieur de la
fonction. 'L atgiiment, qui peut &tre, rappelons-le, un terme quelconque, peut lui-aussi contenir des
variables libres..Examinons par exemple le terme (Ay.(A 2.2 y) y)(i 2). L’argument (t =) contient
deux variables libres ¢ et =. Si on se contente d’effectuer le remplacement textuel de la variable y
par le terme (£ 3} dans.((At.1y) y), on obtient le terme (A% .£(t ))(¢ z). Or, dans le sous-terme
{(Atiy)la _vai;ié.blg L est une variable muette, (At.1y) peut 8tre remplacé par {Af fy) it shagit
simplement d’un changement du nom du paramétre formel. Le résultat correct de la B-réduction
est donc : Y

(O F T ts/v) = (O ] (¢ 5)) (e 2)

‘e phénbmene ainsi'mis en évidence s’appelle la capture de variables (ici, de la variable ¢ par le
lieur At) et il faut bien six Péviter. Cela nous oblige & définir précistment les notions de variable
libre, variable liée et celle de remplacement, appelé en général substilution.

Définition 2.2 Soit a € Avy. V (a) désigne Pensemble des variables de a. FV{a), ensemble des
variahles libres de a et BV (a), ensemble des variables lides de a, sont définis par récurrence sur la
structurg d
1. FVi(z) = {z} et BV (z) = 0.

2..BV(ab) = FV(a)UFV (b) et BV(ab)= BV (a)u BV (b)
3. FY(As.8) = FV(a) \ {z} et BV{Az.a)=BV(a)U {z)

Exercice 2.2 Les ensembles FV (a) et BV (a) soni-ils nécessairement disjoints? Donner des ex-
emples pour étayer volre réponse.
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Définition 2.3 Soient ¢ et b € Av. La snbstitution du terme b a toutes les occuvrences libres de
la variable z dans le terme a est notée a{b/s} et est définie ainsi :

1L os{b/z}=bety{b/a}=ysiy £
2 (a1 as){b/x} = (ar{b/=}) (e2{b/>})
3. (Az.a){b/z})=Az.a

. (ya)b/e) = Ay (@ {b/s))
siyFzret (yg FV(blous & FV(a))

- (ya){b/z}= Az (a{z/y}) {b/=)
siyfoet (ye FV(byetz € FV(a)) ;2 ¢ V(ab).

Un Aterme a est dit fermé si FV{(a) = §.

A

ot

La définition de la substitution donnée ici permet d’éviter la capture de variables. La variable z
introduite par les clauses 4. et 5. est parfois dite variable fraiche. Ce changement du nom d’un
paramétre formel est axiomatisé par la rgle de a-conversion.

Définition 2.4 La régle de a-conversion est définie par:
Ata -2y X fa{f/t}

A condition de travailler modulo a-conversion, on peut remplacer les clauses 3-4-5 par la clause
suivante ( cf[1, p. 27} ) :
(Av.a){b/z} = Ay. (a {b/a})

que nous adopterons. Ce choix simplifie ndtablement les démonstrations : on fait Phypothése qu’a
chaque étape de la preuve, on peut choisir le “bor” représentant canonique et on ne mentionne
pas ce choix. Notorns ‘toutefois que cette solution n'est pas directement utilisable dans une implé-
mentation et qu’il faut donc gérer la a-conversion dés que Von souhaite construire un interpréteur
de A-termes. Nous reviendrons sur cette a-conversion au cours de I'étude des Ao-calculs.

Pour visualiser Popération de substitution, il est commode de représenter les A-termes sous
forme d’arbres. Les feuilles d’un tel arbre sont des variables et les noeuds sont soit des noeuds
application soit des noeuds abstraction. Un sous-terme -— donc un sous-arbre — est défini par le
chemin qui va de la racine de P’arbre & son propie sommet. La notion de chemin est formalisée par
celle d’eccurrence.

Définition 2.5 [’ensemble des oceurrences d’un terme a est un ensemble de mots sur Valphabet
{0, 1, 2}. Le sous-terme & loccurrence u de a, noté ap, et Vensemble des occurrences de a, noté
O(a), sont définis comme suit, par récurrence sur la structure de a :

1. O(z) = {€} (¢ le mot vide) et o), = a.
2. Oab) = {e} U10(a) U20(B). (ab)jyu = ay, el (), = by, .
3 OQza) = {e} U0O(a). (As.d)j, = ay,

On note afu +—b) le terme a dans lequel ay, esl remplacé textuellement par b. Deuz sous-termes
sonl dits disjoints si leurs occurrences sont disjointes.
Llensemble O(a) est muni d’un ordre partiel, défini par Uordre préfize.

'
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On peut maintenant localiser la notion de liaison.

Proposition 2.6 L'occurrence u d’une variable x dans un terme a est lie si et sevlement si

& = vw el a, = Az.b. Le heur de cetle occurrence w est Poccurrence v mazimale réalisant celte
condilion.

La démonstration se fait par récurrence sur la structure du terme. Le lecteur est vivement encouragé
4 la faire. e

Définition-2.7 Un contesie C[] est un terme contenant un “trou”. Plus précisément, un conlexte
est un terme défini de maniére analogue & un A-terme & partir de V ¢t de la constante Q, encore
notéé []. Le coniexte C[M) est construil & portir des conieztes C et M en remplagant teztuellement
Poceyrrence de St par M. Le contezie peut contenir plusieurs occurrences de ). Ce remplacement
textuel. i;e.ut donc conduire 6 des caplures de variable.

Temme 2.8 (Lemme de substitution) Sia, b, c€ Av, siz # y, siz & FV(c), alors:

a{b/zHe/y} = ale/yHb{c/y}/=)
8i, de plus, g FV'(b), alovs:
a{b/z}{c/y} = a{e/y}{b/=}

Preuve

La preuve:se fait par récurrence sur Ja structure de a.  #

Ayant défini la substitution, nous pouvons définir la -réduction.
2.1. définition de la A-réduction
‘E:D'éﬁniﬁé“xf 2:9 La notion dé f-réduction est la relation :
(Ae.M)N — M{N/sz}

Unsterme:de la forme (Az.M)N est appelé un f-radical (1edex en anglais). Le terme M {N/z} est
appelé:son-réduit ou contracié.

“Lai-f-réduction est la relation définie par : a LY
a = (Aa.M)N b= afu ¢~ M{N/s}]
Une sﬁi\;f; de f-réductions est appelée une f-dérivation.

‘Un terme @ se S-réduit donc sur un terme b 5%l posséde un F-radical 3 une occurrence u et
st'biest*obtenu-en remplagant dans a ce radical par son réduit. On va donner une définition plus
‘constructive —:ou moins opérationnelle — de la B-réduction. La premidre définition est la plus
intuitive mais-n’est pas trés facile & manipuler dans les preuves.

Définition .2.10 Une relation R sur Ay est compalible si :

(a R b) == (ac Rbc), (ca R cb), (Az.a R \z.h)

. ghevg:qngruence est une relation d’équivalence compatible.
Une ihéorie est définie par la donnée d’une famille de termes et d’une congruence sur ces termes.

LS
N
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Définition 2.11 Une notion de réduction est une relation binaire sur Avy.

Uhe relation de réduction -— ou réduction — sur Ay est la fermetnre compatible d"une notion de
réduction. '
Si R est une 1éduction, alors RB* désigne la fecmeture réfléxive et transitive de cette relation.

=g désigne la congruence engendrée par R. On la repiésente souvént par un zig-zag. Pourquoi?

Lemme 2.12 Une relation R est compalible si et seulement si elle vérifie la propriélé suivante:
{a Rb) = Ye € A,Vu € O(c), (clu ¢~ a] R c[u ¢+ b))

Preuve

Si la propriété est vérifide, en prenant ¢ = Az.x et u = 0 puis ¢ = zep et u = 1 puis ¢ = ¢z et
= 2, on montre que R est compatible. La réciprogue se montre par récurrence sur la longueur de

. Si u == Ov, alors ¢ est de la forme Az.cg. Par hypothise de récuirence, cofv +— e] R cplv +—b]. R

étant compatible, Az.colv ¢~ a] B Az.colv ¢— b]. Les deux autres cas se traitent de la méme fagon.
L

Définition 2.13 La S-réduction est la relation de réduction obtenue par fermeture de la notion
de réduction définie par:

(a.b) € Bssia= (Az.M)N et b= M{N/z}

Lemme 2.14 Les deux définitions de la §-réduclion sont équivalentes. \\l

Preuve )

Simple manipulation des définitions et lemmes précédents. Notez que la substitution fait partie des
deux définitions alors que le remplacement textuel devient implicite dans la seconde version. Iy
est internalisé par la propriété de compatibilité. e

Exercice 2.3 Denner les dérivations des termes suivants.
1I 0d I = (Az.z)

AA ot A = (Az.z )

WW od W= (Az.zzz).

Exercice 2.4 Soit R une relalion compalible. Montrer que, si a Rb, alors pour lout contexie C,
on a Cla] RC[b].

ors . . L s
Définition 2.15 Un terme a € Ay est en forme normale si aucun de ses sous-termes n'est un
B-radical.

Exercice 2.5 Donner des ezemples de A-termes en forme normale.

Donner des ezemples de A-termes qui ne sont pas en forme normale mais en possédent une.
Donner des ezemples de A-termes qui ne possédent pas de forme normale.

Est-ce que si, pour tout b tel que @ 5 b, on @ a = b, alors a est en forme normale?
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2.2 Définition de la S-interconvertibililé
Nous allons présenter le A-calcul comme une théorie équationnelle.

Définition 2.16 La relation de f-interconvertibililé, notée =g, est la fermeture réfléuive,
symétrique ‘el transitive de la f-réduction. On la note aussi A Fa=0».

Donner la définition de'la‘relation d'interconvertibilité par une famille de régles d’inférence.

Définition 2:17 :Une théorie T équationnelle est consislante s’il ezisie deuz termes clos ar elh les
que (a= b} ne soit:pas prowvable dans T .

Proposﬁiou 218 Le A-calcul, muni de la relation de B-interconvertibilité, est une théorie consis-
tante.

Preuve

Soient a-et b deux termes clos en forme normale, diffézents, et tels que a = b. Le théoréme de
. c . g : > 3 M N

Church-Rosser; vir plus tard, affirme qu’il existe un terme ¢ tel que a & cetd & ¢ Commea

est en forme normale, on a =¢. De méme,b=c. Donc,a=b. e

Exercice.2.68: Démontrer que la f-inlerconvertibilité est la fermeture par congruence de la notion
de f-réduction. Donner une aulre version de cette définition & aide de régles d’inférence.

Exe ‘357 S ay LA By, siay LS bz, peut-on affirmer que a,{az/z} LA by{by/2}? :
Montrer que, si ay =p ay, si by =p by, alors a; {by/z} =g az{ba/z}. On peut trailer d’abord les
deuz cas particuliers a; = ay et by = by,

Suppesons ‘b = bs. La démonstration se fait par récurrence sur Parbre de preuve de a; =5 ay.
Le cds a; = ag est trivial. 5i a; = (Az.M)N et a; = M{N/z}, il suffit d’appliquer le lemme de
substitution. Si‘la-preuve se termine par:
Mt =g N‘l M2 =g Nz
o) = M] Mg =g as = N] A’z
alors, ...

3 Cenfluence-du A-calcul
Proposition 8.1 La 8-réduction est faiblement confluente.

Preuve

Soit un terme e contenant deux radicaux R; = (Az.M)N & Voccurrence u et Ry = ()\y.P)Q a
Voceiireiice'v. ‘Posonis a2 bet a % ¢. Alots, b = afu ¢ M{N/z}] et ¢ = afv+— P{Q/y}]

les ,gccurrenges u et v sont disjointes, alots by, = R, et ¢j, = Ry. Il suflit de réduire b en v et ¢
en u pour obtenir le méme terme. Si u (par exemple) est un préfixe de v, on a deux cas suivant
que, By est dang. M, on dans N. Si v = ulw, alors Ry est dans M, il est donc transformé en
(Ay-P{N/zY)@{N/z}. On réduit ce radical dans b, on 1éduit R, dans c et on constate que on
aboutit au méme terme. Si v = u2w, alois Ry figure dans N, il est done dupliqué en autant de
copies qu'il y a d’ocurrences de © dans M. En réduisant chacune de ces copies d’une part dans b
et en véduisant Ry dans ¢, on obtient le méme terme. o
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Comme Ja B-réduction ne vérifie pas la propriété du diamant (cf. preuve de confluence locale),
comme elle n’est pas noethérienne (cf. Q), il fant une méthode originale powr montrer la confluence
de la B-rédnction 11 en existe plusieurs. Nous allons d’abord wutiliser celle de Tait et Martin-L8f.
Elle est fondée sur I'idée suivante: tiouver une 1elation, notée B, qui soit contenue dans B et quj
vérifie la propriété du diamant. Intuitivement, la relation B 1éduit un certain nombre de radicaux
en parcourant le terme depuis les feuilles.

Définition 3.2 la relation B est définie sur Av par :

i.aBa

B
g & .iL
rz.a B azb
B
g M j.fLéL'iﬁZ
albl —) aobg
4 a1 —-)2 bl_—) bg

(/\x Jll)b] —) az {bz/l’}

Proposition 3.3 5ia; e ag, 8¢ by E:] b, ‘alors ay{by/z} A az{by/z].

Preuve 5

La preuve se fait par récurrence sur la structure de Parbre de preuve de a; =+ ag, quel que soit
B

Parbre de preuve de b; = by, ¢

Proposition 8.4 FLa relation B st fortement confluente.

Preuve
Soita BbetaB e la preuve se fait par récurrence sur la construction de Parbre de preuve
dea B b, quel que soit 'arbre de preuve de o B . EBle s'appuie sur la remarque suivante. Si
Aza B b, alois b = Az.by. De plus,sia =ajas et a E: N , deux cas seulement sont possibles: ou
b= byby et a; £ bi, ou a1 = Ay.aig et b = byo{ba/z} et aro S byo €t ag 5 by, e

Proposition 3.5

C ﬁ

Théoréme 8.6 (Tait- Martin-Lof) la g-réduction est confluente
. . . B 8%
Théoréme 3.7 (Church-Rosser) 1. Sia=pb clors il existe c tel quea = celb =+ c.

2. Sia=gbetsibest en f-forme normale, alors a ’8—) b,
3. Tout terme a € Av a au plus une forme 3-normale.

4. Si deux termes distincts a et b sont en B-forme normale, alors a #g b. La théorie du A-caleul
est consistunte.
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Pieuve
Le premier point se montre par récurrence sur la preuve de a =g b. Cet énoncé est valable pour
toute relation confluente. Les autres points sont des conséquences évidentes du point 1. e

Exercice 3.1 Décrire les formes normales des A- Iermes

87 .
Montrer que si'a = Az13g- - Ty ~aby---by et sia ~—; AViy2 - Um-ye1 - cq, alorsh=m, p=gq
etz =y.

4 np-réduction

Le A-calcul peut &tre enrichi avec une régle supplémentaire de calcul, appelée la n-réduction.

Défiiiition 4:1 La rélation de n-réduction, notée 5, est la relalion définie par : a % b si

La n«xednctwn traduit donc le fait que la construction du terme (a :n) puis 'abstraction de z dans

(az) sont inutiles, si 2 ¢ FV(a). En effet, dans ce cas, (Az.(az))b % ab : la fonction Az.as n'est
done-pasidistingable -de la fonction a : appliquées toutes deux & un méme terme, elles donnent le
méme résultat.

Cette régle permet donc de supprimer des abstractions inutiles comme celle qui suit dans la
fonction CAML :
let f:=
let g = function y -> corps._g
in
function x => g xj;

qui s’écrirait aussi bien:

¥uhétion ¥ -> corps.g

Cette rigle est anssi utilisée dans "autre sens, essentiellement dans les A-calenls typés, car elle
: facilite' leprocessus d’unification de deux termes. On parle alors de 7-extension.

La théorie fn est Ja théorie engendrée par §U 1. Lextensionnalié pent aussi etre exprimée de
la maiiére suivinte. Soit ext la régle équationnelle donnée par -

Soit '€ V telle que ¢ FV(ab),stiaz =bz,alorsa=1b

Soit A + ext la théorie obtenue en étendant la relation =g par cette équation.

Proposition 4.2 Les théories A -|- ext et fn sont équivalentes.

Preuve
Montrons d’abmd que 7 est nne congéquence de A+ ext. Appliquons Az.a et a & une variable
¢ FVi(a): On-a (/\m,am)y = ay puisque 1 ¢ FV (a). Donc (Az.a 7) =) et a-
=;; ~Réciproquement, montrons que la régle ext est une conséquence de la théorie 8. Soient a et
b te]s que az =g, bz. Alors, gidce 3 la 18gle £, Az.az =g, Az.bx. Donc, a a=ggb =

"On val montrer que la 1éduction 87 est confluente, en utilisant le lemme de Hindley-Rosen.

:"‘Prbp'osxtion 43 L. 71 vérifie la propriété du diamant.
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2. 3% et p" commutent.
3. Bn esi confluente.

fieuve

. 7,
1. La preuve se fait par récuirence sur la preuve de ¢ - b, quelle que soit la preuve de e — ¢

2. On démontre d’abord que si deux relations Ry et Ry vérifiant le diagramme suivant, alors Bj
et Ry commutent.

Ry
M > N

Ry R

VoRue Y
P-tlsQ

Puis on montie que 7 et J vérifient ce diagramme, par cas sur les positions respectives des
radicaux. Le cas des radicaux emboités Az.{Ay.a)z utilise exphmtement la o-conversion. Dans
le cadre des A-calculs typés, ce cas peut poser probleme, si les A ne sont pas décorés du méme '
type.

3. Il resté A utiliser le lemme de Hindley-Rosen. 11 affirme que, si deux relations. R; et Ry sont
confluentes et si elles commutent, alors B, U R est confluente.

5 Le pouvoir d’expression du A-calcul

Nous allons montier que les fonctions récursives sont définissables dans le A-calcul. Donnons tout
d’abord quelques termes du A-calcul, permettant de définir les eléments essentiels d’un langage de
programmation.

5.1 Programmation en A-caleul

5.1.1 Les booléens

On pose :
true = Az y.z false= Az yy

Alors, true a b % aet false a b 5 b Dc’mc7 les A-lermes true et false agissent comme
des opérateurs de choix, c’est-a-dire qu’ils ne retiennent que Pun de leurs deux arguments. La
conditionnelle est définie par les dérivations suivantes:
8 ar
cand true ab~y a cond falseab—+b

On peut tenter de le construire tel que:

a &
cond true ab = trueab— a



DEA S.P.P. — Lambda-calcul . 13

Done, cond doit construire I"application de son argument booléen  ses denx autres arguments. I)’
ol, cond = Apzy.(ps y).

Le terme true est souvent appelé X. I} vérifie, pour tout a, Ka = Ay.a. Notons que, dans cet
énoncé, on fait usage de la canvention de renommage : y ¢ FV (a). Le teime false sera simplement
noté F dans la suite.

5.1.2 Les couples

Soient a et b € Av. On veut construire un terme € et deux termes C, et C; tels que :

afcat) & a calcab) L5 b
1} suffit d’obtenir:
cy(Cab)? Kab cy(Cab) s Fab
Or, Kab =g (Ac.cab)K. D' out les termes :
C=MAzyz.z3y CGi=Azz{Azy.a) C=rza{Azyy)

Vérifer que ces termes permettent bien de représenter les paires et les projections et que lon a
Pégalité suivante.:

ce{c M NY) (e MNY) B (e )

5.1.3 Les entiers et arithmétique entiére

eurs familles de termes qui peuvent représenter les entiers ainsi que les opérations
ers. En voici une. On peut la comprendre comme : un entier n est repiésenté par

= Xz.zet n 4 1=CF7. La fonction sucesseur est représentée par le terme S
Vérifier que ST =n 4 1.
= Az.zF. Vérifier que

Pn+1—netqueP
Le test d’égalité & Zéro est représenté par Je terme Z défini par : Z = lzzK. Véifier que
Zn+1=F et que Z 0 =K. les opérations seront définies un peu plus tald

5.1.4 Les combinateurs de point-fixe

Proposition 5.1 Quel que soit le A-lerme F, il ezisle un terme X lel que F X =g X. X est dit
ypoint-fize de F.

Prendre W = Az Flzz) et X =WW.
Deﬁmtmn 5.2 Un combinateur de point fize esl un lerme, disons fiz, tel que
Ya € A, a(fiza) = fiza
Les combinateurs les plus connus sont le combinateur de Cunry Y et le combinateur de Turing 8.

Y=ARWW 6=VV o V= Asyy(ssy)
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Proposition 5.3 Pour lout a € A, Ya =3 a(Ya) mais a(Ya) west pus un réduit de Ya.
Pour toul ¢ € A, ©a —3 ¥ a(Ba)

La preuve est laissée en exercice.

Exercice 5.1 Soit le ierme recfact = Afz.if n = 0 then 1 else f{n — 1). Soit le terme Fact
= O recfact. Monirer que Fact 3 = 6.

5.2 Complétude combinatoire

Dans le cas ol {z1,--+,3,} & FV(b;) U---U FV (b,), la substitution de b; & ; est indépendante
de Tordre des substitutions. On introduit donc une méia-notation de substitution simultanée
{by/2y - b,/z,} pour traduire ce fait. Chaque fois que cette notation sera utilisée, on supposera
que la condition précédente sur les variables est vérifide.

Proposition 5.4 Soit a tel que FV (a) € {z1,--,%,}. Hexiste un terme b vérifiantbzy-- -z, = a.
De plus, pour tous termes cy,-++,¢n, 00 a ber--cn = afey /oy - cafan}.

Prenve
1 suffit de poser b= Azq.- 2,0 @

Proposition 5.5 Soil a un terme tel que FV{a) C {f, z1,---,%,}. Il existe un terme F tel que
Feyoovep=a{F/f,e1/71,*  CafTa).

Prenve
1l ne suffit plus de faire 'abstraction des variables comme dans le cas précédent : F doit apparaitre
dans sa définition. On va donc utiliser un combinateur de point fixe. Soit G = Af.zy---z,.0 et

F=0G. Alors Foy -+ ca 25 a{F/f,c1/1, - enfBn). &

Exercice 5.2 Trouver un A-terme F tel gue Fab =g FbaF.

5.3 La définissabilité

On va montrer dans un premier temps que les fonctions récursives totales sont représentables dans
le A-calcul. Ce yésultat sera ensuite étendu aux fonctions récursives partielles.

Définition 5.6 Une fonction ¢ définie sur NP & valeurs dans N est dite A-définissable 5’il eziste
un A-terme F' tel que:

Vni,eo oy € N, PRy ---Tip = @(n, -+, nyp)

Proposition 5.7 Les projections Piy(ng,--+,n,) = n; (0 € i < p), la fonction constante égale’ &
8, la fonction successeur sont A-définissables.

Preuve
Les termes définissant ces fonctions ont été vus précédemment. o

Proposition 5.8 La classe des fonctions \-définissables est close par composition.

e
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Preuve

Soient ¢ et ¢y, ..., ¥, des fonctions M-définissables respectivement par G et H;. La fonction ¢
définie par :

. Opis--ope) = ¢(bi(pry i pr)s - 8alpr, - o))
est A-définie par le terme
. ‘ Aty wp G(Hywy - ap) - (Hpy - )
L]
'Propos%tion 5.9 La classe des fonclions A-définissables est close par récursion primitive.

Preuve

Soient ¢ la fonction- définie par récursion primitive comme suit:
¢(01 Ry )nk) = g(nh i ',le)

¢(P+ 1,m,- "“,Ttk) = L‘(¢(P; (nh o '17"):)):?1 KL TR ":nk)

‘et 1 A-définies respectivement par G et H. On veut donc définir un terme F tel

' Slip;oséixg
que :

. "éise H (F (Pp)ny---nk) (Pp)ny---my
C * donc défini par une équation de point-fixe. L'exercice sur les points-fixes permet
d:’-gi'ﬁirmel ‘que’ce iteynxié existe, Il doit &tre construit & partir de cond. < R
Ri montrer que'la classe des fonctions A-définissables est close par minimalisation. 11 faut
dofic définit un A-terme calculant la plus petite valeur “vérifiant une propriété”. Pour tout A-terme
P, oii pose +
- Hp = 0 (Mhz. if (Pz) then z else h(5z))
u{(P) = Hpl

Proposition 5.10 Soit P un A-terme tel que, pour foul 7, PRi=X ou PR=F. Alors:
1:
Hpz & it (Pz) then z else Hp{Sz)
2. SiAn P(R) =X, on pose m = un.{A|P(f) = X}. Alors n(P) =7i.

Pieuve
Le point 1. s’obtient par un simple calcul (2 faire).

Pour le point 2. , on montre que, si P(R) = X, alois Hp(W) = & On montre ensnite que si
P(@) =F, alors Hp(A) = Hp((rn +1)). D'ot le résultat. =

Proposition 5.11 La classe des fonctions A-définissables est close par minimalisalion.

s
IS
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Preuve
Soit, Ja fonction définie par:
By -y np) = pm(@(ny, - - -, np, m) = 0)
ol % est une fonction A-définie par G, telle que Yn,, -, np, 3m, G((na. - -, 7, m) = 0. Clest ici
qu’intervient hypothése de totalité des fonctions. Il suffit de définir F' par:
Fay -y = j(Ay.2 (Gey - - 5py))
8
Théoréme 5.12 (Kleene) Les fonctions \-définissables sont evaclement les fonclions récursives.

Preuve

Rappelons que toutes les fonctions considérées sont des fonctions totales. L’ensemble des fonctions
récursives est pat définition le plus petit ensemble contenant les projections, le tesga zéro, la: fonction
successeur, clos par composition, récursion primitive et minimalisation. Il est dopc contenu dans
Pensemble des fonctions A-définissables. Réciproquement, si ¢ est A-définissable par F, alors son
graphe est récursivement énumérable: il suffit d’éntimérer les n-uplets de A-termes (7, -~ -\ Tip, W)
vérifiant (F 7 - -7, =m). La fonction ¢ est donc1écursive.

Le systeme d’entiers choisi pour traiter de la déﬁnissabilf)t.é, appelé systéme d’entiers standard,
pent &tre remplacé par nlimporte quelle suite (d;) de A-termes & condtion que cette suite vérifie
les piopriétés suivantes. Les d; sont des termes clos ayant tous une forme normale et il existe des
termes Succ, Pred et Zero tels que:

1. Succ d,, = dpyy.
2. Zaro dg = K el Zero dpp =F.
3. Pred diyy = d;.
Par exemple, les entiers de Church constituent un tel systéme. Ils sont définis par:
1. dog= }\f:c.a;!et dy = Afz. fha.
2. Suce = Anfz. f(nfz).
. Zero= Anyv.n(Ka)y
. add = dmafz.(mf)(nfz).

. mult = Amnp.m{np)

(= I

. exp = Amn.nam

Les entiers de Church sont souvent appelés itérateurs de Church. Pourquei?

La définition directe du prédecesseur est plus compliquée. On peut tout simplement se ramener
aux entiers définis précédemment en construisant un terme f tel que f7 =p d, et un ierme Fotel
que fY(d,) =g 7.

Pour f, on peut choisir le terme solution de Péquation suivante:

f = M.if 2z then dg else Suce(fPz)

Pour f~1, on peut choisir le terme Az.zS0.

De méame, on peut utiliser ces inter-tiaductions pour définir les opérations sur Jes entiers stan-
dard.
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Proposition 5.13 Théoréme du double point fize Pour tous lermes f et g, il exisie des termes a
et b lels que a = fab et b= gab.

6 Stratégies de calcul

Certains A-termes n’ont pas de forme normale (par exemple Q), d’autres ont une forme normale
mais possédent anssi des dérivations infinies (par exemple (Azy.y)€), enfin, certains termes ont une
forme normale forte : toutes leurs dérivations conduisent & cette forme normale. It ¥ a donc deux
problémes A résoudre.

o Si un terme posséde une forme normale, existe-t-il une stratégie de dérivation qui ¥ améne &
coup sir?

o Parmi toutes les dérivations menant 3 la forme normale, y en a-t-il de meilleures? {Que veut
d’ailleurs dire “meilleure™?).

Exemple 6.1 Soit A =zzzet I= Ayy
Examinons les'deux dérivations suivantes:

A(Iz) L

A(tz) & (12)(12) & 2(12) B oo

La premiére. dérivation qui réduit d’abord les radicaux les plus internes (les plus profonds dans
Parbre) est.donc plus courte que la dérivation réduisant d’abord le plus externe. Considérons
ensuite les dérivations suivantes:

(a1 Ay (Ae)) B (hwoT) (ulya) (02)) 5 Oulym) eI S (1)(12)

(PzaD) M (A(z) 5 (AT S A2 S Az - 22

ign réduisant toujours le radical le plus interne est cette fois plus longue que la seconde
dérivation. Trouver une stratégie optimale n’a donc rien d’évident. Ce probleéme a d’ailleurs été
résolu. trés récemnment (travaux de Lamping, Khatail puis Abadi, Lévy et Gonthier puis Asperti,
etc. ), ces travaux s’appuyant eux-mémes sur les résultats fondamentaux de Lévy sur Poptimalité.

6.1 Les résidus

Pour étudier les stratégies de calcul, il fant pouvoir suivre les radicaux d’un terme ou d’un réduit
‘au cour_si une dérivation. Soit @ un terme contenant une famille de radicaux R;. Soit
¢.a E) b. Un radical de b peut provenir d'un radical Ry de a : il sera dit: résidu de By
dangs: ;. Il:peut aussi &tre créé par la réduction (par exemple , (Az.za)(Ay.y) 5 (/\y.flj)a). Tout
radical de u est soit réduit par la réduction, soit eflacé, soit posséde au moins un résidu dans b.
Nous:allons: définir précisément la notion de résidu d’une occurrence (sous-entendu d’un radical).

Déﬁn o0;6.2 . Soit: une dérivation p de e vers b. Soit u € Oce(a) tel que al, soit un radical. On
note u/p.lensemble des résidus de u aprés p donc les résidus de u dans b. Cet ensemble est défini
par:

-
"
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1. si p=1, alors u/p = {u}.
2. u/(po) = (v/p)/a = {w|w € v/o et v € u/p}.
3. sipl=1sia 3 b alars:

(a) si u et v disjoints, alors u/p = {u}.

{b) siu< v, alors ufp={u}.

(¢) st w=v, alows u/p =0,

(d) st v < u, alors a, = (Az.M)N. si u = v10u, alors u/p = {vw}. Si u = v2uy alors
u/p = {vwus|w t.q. Heur(v10w) = v1}.

Exemple 6.3 On va souligner le radical considéié et ses résidus. Soit A = Az.zz et [ = Ag.y.

(A=) 5 12)((1=)12))

)
I(A(I2)) & 1((I2)(Iz))

Aliz) S (1) (1)

AA S AA

Remarque 6.1 1. Une occurrence résidu d’un radical est encore un radical. D’od la notation
R/p, désignant les résidus (de I'occurrence ) du radical R aprés p.
2. 51 § € R/p, alors S peut &tre différent de R :
8
Az.(Ay.zy)a))b = (Ay.by)a{b/z)).

3. Soient p : a E obeto:a B b Alos u/p et uf/o peuvent étre différents. Soient les

dérivations p et o sunivantes:
\

I(Ia) - Iz et I{Iz) 5 Iz N

Dans cet exemple, ¢/p = B et ¢/o = {¢}. Les rébidus dépendent'donc des dérivations effectuées
et non pas'seulement des termes de départ et d’arrivée.

4. Les 1ésidus de deux radicaux disjoints peuvent ne pas &tre disjoints. Soit le terme a =
(As.R1)Ry ot By = (Au.z)v. Soit la réduction a -5 (Au.Ry)v. Le résidu de B; contient le
tésidu de Rs.

5. Un méme radical peut avoir des 1ésidus emboités.
A(Az.1z) 5 (AzIz)(Az.Iz) LA I(Az.1z)

6. Un radical de b est dit créé par la réduction a -% b 'l n'est pas résidu d™un radical de a. 1}
n’y & que trois cas possibles de créations:
(a) aly = (Az.(Ay.M))N P et u = vl. Le radical créé est (\y.M{N/z})P.
(b) aly = (Az.z)(Ay.M)N et u = vl. Le radical ¢166 est (My.M)N.
{¢) el. = (As.(C{zM ]))(Ay.N). Le radical créé est (Ay.N)M.

N
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6.2 Le théoréme des Développements Finis

‘ Pl
Le théoréme des Développements Finis affitme que, si I'on se contente de réduire les radicaux
présents dans un terme et leurs 1ésidus, alors, quelle que soit la stxategle suivie, on obtient le méme
terme, &n un nombre fini d’étapes. !
Pour. démontrer le théoréme des Développements Finis, mais aussi pour prouver un certain
nombire.dautres résultats, on a besoin de marquer certains radicaux. On va donc introduire cette

notion & travers un exercice. Ce marquage de radicaux permet de se dispenser de manipuler
explicitement:les:ensembles résidus.

Bxercice. 6.1. La piupart des questions de cel exercice sont trés simples. La solution consisie le
plug, soyvent en ung reformulgtion de preuves vues en cours.

Soit V un ensemble de variables. Soit M un ensemble de marques. Lensemble A,, des A-termes
(avec radlcmlx) marqués est le plus petit ensemble tel que :

1. VeAn
2. Az.a€ApetadbeApsiaetbe A,

3. (Amz a)b EApsiaethe Ay, et me M. Ce terme est dit marqué avec m.

1, Dpnne des exemples de termes marqués. Définir la substitution dans A,,. On conservera la
notation de Avy.

2. La notion de réduction sur A, est la réunion de 3 et f,, définies par:
(z.a)b B afb/z}  (Amz.a)b %5 afb/z)

Définix la réduction associée notée mf et la relation d’interconvertibilité.

iz la fonction By, sur A, qui véduit en une seule étape tous les radicanx marqués d’un
t,grme,n On ‘pourra s’inspirer de la définition de B. Pourquoi B,, est—e]!e bien une fonction et
pas seulement une relation?

4. Soit la fonction | 't Ay = Ay qui enléve les marques. Démontrer que si a g b, alors
la} LN 16} et réciproquement.

5. Soient a et b € A,,. Montrer que:
Bm(a{b/ID = (Bm(a)) {Bm (b)/x}
6. Démontrer la propriété suivante:

mpg*
ﬁm«> b ’

"

Bn(a) -~ B (b)

s

N
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< Bt
7. Démontrer que |a} =+ Bpa.

8. Strip Lemma Démontier que:

@ e > b
8 g
e -y Br(b)

9. En déduire la confluence de la B-réduction.

Preuve
Les points 1., 2. et 3. sont des reformulations des notions analogues pour la g-réduction. Le point
4. repose sur la remarque que le marquage conserve les radicaux et que la relation mg contient la
relation 3.

Le point 5. se montre par vécurrence structurelle sur a, en montrant au passage un lemme de
substitution pour 8.

Le point 6. se montre par récurrence sur la longueur de la mg dérivation.

Le point 7. se montre par récurrence structurelle sur a.

Le point 8. se montre en marquant le radical réduit dans a pour obtenir ¢ et en utilisant tous
les résultats précédents.

®

Définition 6.4 Sait F un ensemble d’occurrences de radicaux d’un terme a. On note F/p

Pensemble {v|lv € u/p et u € F}. L’ensemble des dérivations relatives & F est le plus petit
sous-ensemble, noté D(F), des dérivations de a tel que:

1. 0eDF),
2sipeD(Fyetabbsio=b3cetveF/p, alors po € D(F).

Un développement de F est une dérivation p relativé 3 F telle que F/p soit vide (paifois appelé
développement complet).

Le théorzme suivant affirme qu'il n’est pas possible de réduire indéfiniment des radicaux de F.
L’emboitement possible de radicaux posait le probléme. De plus, quelle que soit la stratégie choisie
pour les réaliser, les développements de F confluent sur un méme terme.

Théoréme 6.5 Soit 7 un ensemble d¢ radicauz de a. Il n’y a pas de dérivation infinie relative d
F.

Preuve
1l existe plusienrs preuves de ce théoréme, toutes assez techniques.

Pour patler des développements de F, il faut se donner le moyen de reconnaitre les radicaux de
F. On va donc les marquer. On obtient donc un terme de A,,. Montrer qu’il 0’y a pas de dérivation
infinie relative & F revient 3 montrer que tout développement de F termine. On va déﬁnit_ une
fonction de poids sur A,, comme suit et montrer que le poids d’un terme diminue strictement par
B-réduction.



DEA S P.P. — Lambda-calcul i 21

Définition d’une fonction de poids A toute occurrence d’une variable dans un terme, on as-
socie un entier strictement positif, on note =" association de © & Pentier n et 'entier n est
appelé le poids de I'occurrence de la variable z.

Le poids d’un terme a, noté ||af|, est la somme des poids de ses variables.

Poids décroissant Un poids est dit décroissant si, quel que soit le radical marqué (X,za)b, le
poids de toute occurrence'de = dans a est strictement sapérienr au poids de b.

Tout terme peut &tre muni d’un poids décroissant On numérote les occurrences des vari-
‘ables de a de la droite vers la gauche, en commengant & 0. Par exemple, le terme
(Az.zzz)(Ap.yy) devient (Apz.z4zaz2)(Ay.y1v0). Le poids de Poccurrence de la vaiiable de
numéro i est alars 20,

Lemme Soit a € Ay, ¢t a By Alors, |la]] > ||b]]. De plus, le poids induit par le poids de a sur b
est décroissant.

Quand on réduit un radical marqué R = (,\mz,(“xm...‘mn’,)f\f = (Anz.M)N, on remplace
chacune des occurrences de z par N, de poids strictement plus petit que chacune de ces
occurrences. Si z ¢ R, alors N est effacé, ce qui fait aussi diminuer strictement le poids.

Tout radical marqué de b, disons (A\,.27.P)(}, est résidu d’sn radical maréué de g,
(N7 PYQY ST R'C P ou si (Ay-w7 . P)Q C N, le résnltat est évident.
STR'C Q, comme Bl > [[M{N/z}]|,0n a |@l] > ||Q'||- Le poids de b reste donc décroissant.
Si (X35 P)Q € M, alors P' = P{N/z} et Q' = Q{N/x} mais {|Q|] > ||Q’}}.
Conclusion sia %% b, alots |[a]| > ||b]}. La relation B,, 2 done la propriété de terminaison forte.
°
Théoreme 6:6 Soit F un ensemble de radicaus de a. Alors:
1. Sia -Z)”li, siaycetsi p et o sonl deuz développements complets de F, alors b = c.
2. De:plus, pour tout radical R de a, on a: Rfp = Rjo

Preuve

1. 11 suffit de montrer que la relation a B vsire D(F} est confluente. Puisque cette relation
estiricetliérienne, il suffit de montrer qu’elle est faiblement {ou localement) confluente. 11
suffit pour cela de reprendie la preuve de la confluence faible de A, en marquant les radicaux,

1
donc de démontrer Pexistence du diagramme suivant.

R
a _.w....l..w.....a. b
Ry \Ry/R,
Ri/Ry, V¥
e oMy

1l faut aussi montrer que Ry/Ry et R;/R, sont bien des dérivations relatives 3 £, 1| suffit
pour cela de constater que le résidu d’un radical marqué est encore un radical marqué.
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2. Powr montrer le deuxiéme point, il suffit d’ajouter le radical considéré & la famille 7 sans le
réduire. Les deux dérivations p et o se terminent sur un méme terme b. Tount radical marqué
de b est un tésidu & la fois de p et o puisqu'il a subsisté par les deux déiivations (qui ne
peuvent ni ajouter ni enlever des maiques).

Grace au théoréme des Développements Finis, on peut donc pasler du déveloﬁ?ement complet
d'une famille de radicaux, noté a f% b, sans ambigiiité. Le lemme des mouvements paralléles
(parallel moves lemma) est une reformulation du théoréme des développements finis.

Proposition 6.7 Soit un lerme a conlenant deuz familles Fy el Fy de radicanz. On a le diagramme
suivant:

A
a4 -> b
B /R
F]/Fg V
¢ -mmiend

Preuve
1l suffit de considérer la famille de tadicanx F = Fy U F) et d’appliquer le théoréme des développe-
ments finis. e

On va maintenant redonner une preuve de confluence de f.

Théoréme 6.8 La f-réduction esi confluente.

Preuve

Seit D la relation définie par: (a D b) s’il existe une famille F de radicaux de a tel que b scit le
résultat d’un développement de F. On montre que §~ est la fermeture transitive de D. Le théordme
des développements finis nous assure alors que D vérifie la propriété du diamant.

La preuve de Tait-Martin-L5f est un cas particulier de cette preuve, dans laquelle la famille
1éduite par la relation B est choisie de manidre 3 pouvoir utiliser une récurrence structurelle (au
lieu d’avoir & montrer la terminaison).

On donne en exercice nune autie preuve du théoréme des Développements Finis, qui rappelle la
preuve de Tait pour la normalisation forte.

Définition 6.9 L’ensemble FD est le plus petit ensemble de A, tel que:
LVCFD.
2. sia € FD, alors Az.a € FD.
3.siaetbe FD alos ab € FD.
4. Bi a{b/z} € FD et b € FD, alors (Apz.0)b € FD.
Proposition 6.10 1. Sia et b€ PD alors a{b/z} € FD.
2. An CFD.

3. toute B,-dérivation est finie.
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Preuve

1. Par récurrence sur la preuve de a € FD.

2. Par récurrence sur la structure du tetme a € A,.

.
3. Par récurrence sur la preuve de a € FD, en remarquant que si a = aya; et si ay, ay € FD,
alers a; € Az.c.

7 Standardisation

Définition 7.1 Un radical R d’occuitence u dans un terme a est dit avant un radical S
d’occurrence v-dans l'ordre standard si:

= w20’ . Donc, a},, est une application dont le fils gauche contient B et le
éontient S.

2. v ="uv'. Donc, R contient S.

Notéz que dans les deux cas, le A de R est i gauche du A de S dans Pécriture linéaire de a.

Définition 7.2: Une dérivation pa=aq 23 a3 — -+ gy = a; -+~ 23 a;, est dite standard
si, pour tout 1 <_ 1 < j £ n, s’ existe v; € a;; tel que uj € vilp,‘, -13 alors u; est avant v; dans
Pordre stan a.rd:(p,.]._, désigne la partie de p entre a; et aj_;). Autrement dit si le radical réduit &
. daj:ibme étape est un résidu d’un radical v; présent dans a;, alors le radical u; réduit & la i-2me
étape est avant v;.
Une dérivation est dite normale si elle réduit 3 chaque étape le radical le plus petit dans I'ordre
standard.

Une dérivation standard contracte donc les radicaux de Iextérieur vers I’mteueur et (“pour un
méme mveau”) de la gauche vers la droite.

Exérdice 7 1 Donuer ‘un exemple de dérivation standard non normale, de dérivation normale.
Donnér un- exemple de deux dérivations de mémes extrémités dont 1'une est standard et Vautre
non:

Démentrer que si p et o sont deux dérivations, si la dérivation p;a (p svivie de o) est standard,
alors p et ¢ sont standard. Montrer que la réciproque n’est pas vraie.

Deﬁmhon 7.3 Un terme a est dit en forme normale de téte g1l est de la forme a =
/\zl-‘ Y “dp, avec n,p > 0. y est appelée la variable de téle. Si a est de la forme

= Azi by (y.bp)ay - -4y, le 1adical (Ay.ag)ey est appelé radical de téle. Tout autre radi-
cal de, a.est dit jnterne 3 a. Une dérivation est dite interne si elle ne réduit que des radicaux
interpes - Elle est dite de téie si elle ne réduit que des radicaux de Léte.

4 8 existe, le 1adical de téte est le plus petit dans V'ordre standard et il est aussi le

% g'xucl\e (mzus le radical le plus & gauche n’est pas toujours un radical de téte —
donner un:exemple). Toute dérivation de téte est donc une dérivation normale. Si Dy et Dy sont

. denx dérivations. de téte d'un terme a, alors D; C Dy (ou Uinverse). Toute dérivation de téte est
done prolongeable en une dérivation de téte unique, appelée dérivation normale de téte.

"
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Ezercice 7.2 Donner un terme a contenant un radical interne R et une dérivation de a vers b tel
que un résidu de R soit le 1adical de téte de b.

Lemme 7.5 Soil 0 = a3 b une réduclion interne de . Alers,
1. Sia a un radical de téte & Poccurrence b, alors b a aussi un radical de téle qui est hfu = {h}.

. N . . PO .
2. 8i b « un radical de 1éte & Poccurrence h, alors a a aussi un radical de téle @ la méme
OCCUTTENCE,

3. Les résidus des radicaux internes 4 a sont des radicaux internes de b.

4. On a le diagramme suivant:

h
ufh v
¢ __/> d

La dévivation u/h peut contenir encore des radicauz de téte, résidus de radicauz internes par
la réduction h.

2
!
|
|
|
v
- - e o

)

. .., D
§. Soita=Az;...zpay...a Soita ¥
la forme Azy ...y by by

b, ot D(i) est une dérivation interne. Alors, b est de

Lemme 7.6 Soit F une famille de radicaun d’un terme a. Toul développement de F peut éire
Jactorisé en un dérivation de téte D(h) suivie d’une dérivation intérne, qui est le développement

de F/D(h).

Preuve :
Notons d’abord que, si 7 ne contient pas le radical de téte, alors D(h) est la dérivation vide. En
effet, les réductions de radicaux internes ne créent pas de radicaux de téteet les résidus des radicaux
internes par des dérivations internes sont encore des radiacaux internes.

On fait la prenve par récurrence sur le sup des longueurs des développements de F. Notons '

Péventuel radical de tétede a et a ( ) b le développenient de F considéré. .
Considérons le cas ol F ne contient qu’un radical. Si ce radical est interne, soit D(h) est vide
et F/D(h) = F. Si ce radical est le radical de téte, alors D(h) est de longueur 1 et F/D(h) est
vide.
Dans le cas général, on réduit le radical de téte present dans F et on finit de développer . On
obtient le diagramme suivant, ot F/h contient encore un éventuel radical de téte.

D(F)

F R——

\ Flh -
¢c------>1b N
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Le sup des longueurs des développements de F/h est, d’aprés le théortme des développements finis,
strictement plus petit que celui de 7. On peut donc appliquer hypothese de récurrence : il existe
une dérivation de téte D'(h) et une dérivation interne D(i) telles que:

' D(?’/h)

D'(h)
oo |

1l reste d:accoler les diagrammes, pour obtenir le le résultat, ot D(h) est une dérivation de téte
et F/D(h} est une dérivation inteine.

D(F
a ——~—»-£——)~ b
D(h)J
F[/D(k)
formeme-m b
L}
Lemn \ Sz —-) des:gne une réduction interne et i)) une dérivation de téle, on a le diagramme

D’(h) est une dérivation de léle et D(i) une dérivation interne.

@t s
D'(h), D(h)
v DG

O

Preuve

Soit R le‘radical iiterne réduit par a 4 b. On va faite une preuve par récurrence syr la longueus
de b D( ) d. On étudie d’abord le cas oi cette dérivation est de longuenr 1.

Sib un radical de téte, alors a a aussi un radical de téte H, qui a un seul résidu dans b, donc
réduit par b 5 4. Soit F = {H; R}.

Dlapses-le lemme précédent, la dérivation a b b destun développement de F, qui peut
donci@ire factorisé en une dérivation de tete de a vers ¢, D'(h), suivie d’une dérivation interne de
¢ vers d, D(i). Mais cette dernidre dérivation n’est pas en général de longueur 1. 11 fant donc

mod)ﬁes‘] hypothese de yécurrence en remplagant Phypothése a - b par a S b ou D(i) désigne
un développement d’une famille 7; de 1adicaux internes 4 a. Ou a donc & montrer:

D)

Di(h)

<

a
v D)
14

e e =D

&

N
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On pose donc F = {H} U F; et on factorise ce développement de F. 1l existe donc ¢ tel que
a Dl}) ¢, ot D'(h) est une dérivation de téte et ¢ —S) d un développement de radicaux internes
s N . PR i
3 a. Dot le résultat pour une dérivation de b - d de longueur 1.

Le cas général se montye alors sans difficulté, en accolant des instances dn diagramme précédent
le long de la dérivation D(h). e

. Bx . D D{i N .

Lemme 7.8 Soit a = b. Il existe ¢ tel que a B et e 9 b, ot D(h) et D(i) sont des
dértvations respectivement de léte et interne.
Preuve ‘
La dérivation a 9—*} b est une suite de dérivations de téte et de déiivations internes. Appliquer
le lemme de commutation précédent autani que nécessaire, en faisant permuter toute étape de
dérivation de t&te avec I’ étape de réduction interne la précédant immédiatement dans la dérivation
de a vers b considérée.

Théoréme 7.8 Sia 5 b, 1l existe une dérivalion standard de a vers b.

Preuve
h 7 . * - .
Soit ¢ donné par le lemme précédent : a R D(h) est une dérivation de téte. On fait la
preuve sur la taille de b.
D(h)

Sib=u,alors c=1z el a % ¢, qui est une dérivation de tate, est une dérivation standard.
b et ¢ sont de la “méme forme” : si b = Az Az byo by, 2lots ¢ est de la forme ¢ =

ATy Ay ey e et g LN b;. Par hypothése de récurrence, il existe une dérivation standard D;
Dx D . e
de ¢; sur b;. La dérivation a —()) ¢ 2 25+ 78 pest clairement une dérivation standard. e
Corollaire 7.10 Un ierme a a une forme normale de téte si et seulement si sa dérivation normale
de téte termine.
Soit un terme a, dont la dérivation normale de téte méne au terme Azy - -my.by---by. Alors,

(- . . . B
pour loule dérivation de a s’arrélant sur une forme normale de téle A%y - Ty -+ -Cp, O G D =3 ¢

Preuve

Soit D une dérivation de a sur une de ses formes normales de téte Azy - -~ zy.cy - - - ¢, qui peut donc
gtre supposée standard. Cette dérivation peut contenir des étapes internes et est donc de la forme
suivante.

D=a b4 ... B Xzy--ezpe1

Alors, b est lui-méme une forme normale de t8te Azy - - - Ty.by - - - by, sinon, comme D est standard,
. . . . A P R
son radical de téte aurait un résidu dans ¢. Donc, a — b est la dérivation normale de téte de a et
. 8*
elle est finie. De plus, b; S ¢;. o

Corollaire 7.11 Si un lerme a a une forme normale, alors sa dérivation normale termine sur sa
Jorme normale.

Preuve

On peut la faire par récurrence sur la structure du terme comme suit. Soit Azy -+ Zp.1 26 la
forme normale du terme a. La dérivation normale DN débute par la dérivation normale de téte
DH qui conduit & Azy -+ 3,.0) -+ - b,,. ¢; est la forme normale de b; donc Ja dérivation normale DN;
de b; se termine sur ¢;. Mais DN contient DH; DNy;---; DN,. Donc, DN s’arréte, sur la forme
normale de a. ¢
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7.1 Dérivations équivalentes

Grace au théoréme des Développemenis Finis, on peut changer d’unité de calcul dans le A-calcul
en considérant comme étape élémentaire, non plus une f-réduction, mais un développement d’une
famille de radicaux. On appellera une telle étape une réduction paralléle et une dérivation paralléle
sera une suite de réductions paralléles. Notons qu’une étape de §-réduction est un cas particulier
de réduction paraliéle.

Deux dérivations sont coinitiales si elles dérivent le méme terme et cofinales si elles construisent
le méme réduit. La longueur d’une dérivation paralléle est son nombre de réductions paralidles. On
note Ry 4 Ry la dérivation Rj; Ry/ R, ol R; est une réduction paralizle. Le lemme de mouvements
paralleles se reformule comme suit:

Lemme 7. 12;_A.::‘a\_;-,all‘el Moves) Si Ry el Ry sont deuz réductions paralléles coinitiales, alors
Ry + Ry et Ry + Ry sont cofinales.

Preuve

Exercice de vocabulaire. o

Leﬁ;i;l€:7.i|13 (Cnhe) Si Ry, Rz, Ra sont trois réductions paralléles coinitiales, alors:
1. Ry +:Ry el=Ry - Ry sont cofinales.
9 R £ R, 6F R3 + Ry sonl cofinales.
3. Ra+ Rz et Ra+ Ry sont cofinales.

4. (Ra+ Ri1)+ Ra, (By + R:) + Ry sont cofinales ainsi que loutes celles qui s’en déduisent par
permulation circulaire des indices.

Preuve

Les trois prem)ers points définissent trois faces du cube. Le quatrizme point dit qu’on peut fermer
le dessin. et identifier chaque aréte en tant que réduction paralléle d*une famille
dé ‘umner » Le théoréme de standardisation dit que toute dérivation peut 8tre
“remplacés par une dérivation standard : ce qui caractérise une dérivation semble donc étre plus la
famille de radicaux qu’elle réduit que V'ordre méme de ces réductions. Cette idée va &tre mise en
place par la relation d'équivalence sur les dérivations, appelée éguivalence par permutation.

Définition 7.14 On appelle longueur d’ une dérivation le nombre d’étapes de réductions paraliéles
gu’elle contient

L’équivalence par permulalion est la plus petite relation =p sur les dérivations telle que:
1. Di® =p §;D=p D . On élimine les étapes vides.
2. Dy+4 Dy =p Dy D, si D; de longueur 1.

g D;jD"z; D3 =p D1;Dyg; D3 si Dy =p Dy : =p est donc une congruence pour la composilion
de dérivations.

4. =p esl transilive.

Deux dérivations équivalentes par permutation sont done coinitiales et cofinales. La réciproque
n'est pas vraie {cf. AA).
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Proposition 7.15 Le résidu d’une dérivation Dy aprés une dérivation Dy, noté Dy/ D et le résidu
de Dy aprés Dy peuveni élre définis pur le diagramme suivani:

Dy
@ > b

l
i

D, Da/ Dy
DyDy. V¥
Dufba.

On a (Dy/Dq)/ D3 = D,/(Dy; D3).

Preuve
Le diagramme est construit en accolant des diagrammes fournis par une application du lemme des
mouvements paralldles. o

Lemme 7.16 1. Si on pose Dy + Dy = Dq;(DafDy), alors Dy ++ Dy =p D+ Dy
2. Dy =p Dy s5i Dy/Dy =0 et Do/ Dy = 9. L’équivalence par permutation est donc décidable.
3. Si Dy; Dy =p Dy D3, alors Dy =p D3
{. Dy =p Dy ssi, pour toute dérivation D3, on a D3/ Dy =p DafDs.

.

5. 8i Dy =p D, alors peur toute dérivation D3, on e D1/D3 =p Dy/Ds. \

o

reuve

1. T suffit d’utiliser Ja définition de I’équivalence par permutation dans le diagramme définissant
les résidus des deux dérivations.

2. Si Dy =p D, on examine la dernitre clause utilisée pour montrer que Iy et Dy sont équiva-
lentes.
Si Dy = Dy; 8 alots Dy/Dy = Dy/Dy;0/ Dy = . De méme pour Dy/D;.
Si Dy =R, + Ry et Dy = Ry 4 R,, faire le calcu] en dessinant le cube.
Si Dy; Dy Dy =p Dq; Dy, D3 parce que Dy =p Dy, utiliser Phypothise de récurrence.
Le dernier cas se traite aussi par récurrence.

3. Par récurrence sur la preuve de Dq; Dy =p Di; Ds.

4. Si Dy =p Dy alors D3/D; = D3/(D; + Dy) puisque Dy/D; = 8. Done, D3/ Dy = Ds/{Dz +
Dy) = D3/ Ds.
Dans Pautre sens, on déduit de I’ hypothese que Dy/Dy = Do/ Dy = §. De méme, Dy/Dy =
Done, Dy =p Ds.

®

Définition 7.17 Soient deuz dérivations Dy et Dy coiniliales. D, est contenue dans Dj, noté
Dy C Dy siil existe Dy tel gue Dy; Dy =p Ds.

Proposition 7.18 1. D; € Dy ssi D/Ds = 0.
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2. =p esl Péquivalence associée a C.

Théoréme 7.19 Si D; et D, soni deuz dérivalions coinitiales, alors il existe une plus pelite déri-
vation D lelle que Dy € D et Dy C D. De plus, D = Dy + D,.
Pour toute dérivation D, il existe une seule dérivation standard D, lelle que D =p D;.

Preuve
11 est clair gue D; C Dy + Dy Soit D3 on majorant commun de D; et D;. On montre que
Dy + DyfDg =

On montre ensult;e que deux dérivations standard équivalentes par permutation sont Jdﬁntxques
En effet, soit R;le preinier radical réduit par D;. Supposons R; plus petit que Ry dans Pordre
standard. Alors, R;/D; n’est pas vide : D; n’a réduit que des radicaux supérienis & Ry donc
supérieurs strictement & R;. Ceci contiedit Dy =p D;. Done, B; = R,. De proche en proche, on
montre que les deux dérivations sont identiques. e

Ce theoreme fournit une nouvelle preuve du théordme de Church-Rosser et une preuve du
théoréme de standardisation.

8 Arbres de Bohm

8.1 Régolnbilité

Usie sémaiitique’$ du A-calcul est, par définition, une congruence sur A contenant la relation de
B-interconvertibilité (éventuellement de 7-interconvertibilité). Donc, si a =g b alors a § b et, si
cSd, alors pour tout contexte et toute occurrence u de ce contexte, on a Clu + ¢} § Clu + d}.

{ s une. telle semanthue, deux programmes ,B—mtexconveltlbles sont eqmvalents

Théorérie 81 (Théoréme de Bohm (1968)) Soient a et b deuz A-termes en forme norinale

non wiiitéiconverlibles. Il esiste alors deus variables x el y, un contexte C et une occurrence u
e - o

dans ce conteste tel que Clu + a} Lo Clu + b} = y.

La: preuve de ce théoreme est donnée dans {1, 14). Elle repose sur la transformation de Béhm, qui
s’appuie elle-méme sur la notion d’arbre de Bshm, présentée plus loin. Donnons un exemple de
construction: d'un contexte séparant deux termes a = Azj.4;2z et b= Az;.z9z. Ces deux termes ne
sont manifesfement pas y-interconvertibles. Pour les séparer, il faut d’abord éliminer le A de téte
donc constriiite un contexe (2za) qui conduit aux termes (z32) et {42). Reste & éliminer 37 et z9z
et 3 faj Ppa.lan.re z et y. Pour cela, on va remplacer 23 (resp. ) par une fonction constante, dont
P apphcatldn & z aura pour résultat z. Le contexte G cherché est donc: Azyws. (Qz3) (Au. .E)(/\U y).
De ce. thememe, on:déduit le résultat snivant:

Toule sémantigue S telle qu'il existe deur termes a et b vérifiant les hypothéses
Ghm et a §b est incohérente, c’est-d-dire identifie tous les A-termes.

DEA S.P.P. — Lambda-calcul 30

.

1
Prenve '
En effet, si a S b, par application du théorme de Bohm, on montie que x S y. Donc, pour tous
termes ¢ et d, en considérant le contexte (Asy.£2)cd, on obtient (Azy.z)ed S (Azy.y)cd et par suite
c5d ®
Peut-on rendre équivalents tous les A-termes n’ayant pas de forme normale? La réponse est
non.

Proposition 8.3 Toute sémantique S vérifiant @ S b dés que a et b nont pus de forme normale
est incohérente.

Preuve

Posons A = Az.zz, K = Azy.z, P = dsyzzy(AA) et Q@ = ayz.zz(AA). Pet Q n’a;gtnt
clairement pas de forme normale sont donc S-équivalents. Soit C le contexte QK ab. C[Q +— P} = a
et C[Q Q) &b Donc, pour tous termes a et b, a S b, »

Pour obtenir une sémantique raisonnable, il faut donc distinguer entre les diverses possibilités
de non-terminaison. Pour cela, on va regarder le comportement de ces A-termes dans un contexte :
seront identifiées & I'indéfini les ”pracédures” qui, quel que soit le contexte les utilisant réellement,
empéchent la terminaison du “programme” construit en les placant dans ce contexte.

Définition 8.4 Un M-terme a est dit lotalement indéfini si pour tout contexte C, pour toute
occurrence % de { dans ce contexte, ponr tout terme b, on a:
Si C[Q ¢~ a] a une forme normale, alors C[§2 + b] a aussi une forme normale.

Un terme a est donc totalement indéfini si, dés quil existe un terme b tel que C[Q ¢- b} 1’ait pas
de forme normale, alors C[f) ¢ a] n'en a pas non plus. Par exemple, AA est totalement indéfisii
mais P et Q ne le sont pas.

La sémantique que nous allons construire va identifier les termes totalement indéfinis. La
premigre chose a faire est d’en donner une description plus maniable. On caractérisera les termes
non totalement indéfifis par le fait qu’ils ont une forme normale de téte. Rappelons qu'une forme
normale de téte (en abrége fnt) est un terme de la forme Azy « - - z,:34a; - - - a,. Nous allons en étudier
quelques piopriétés. On a tout d’abord:

Proposition 8.5 Une forme normale de téte n'est pas totalement indéfinie.

Preuve
Soit la fnt Azy--zzay---ap. Si ¢ = ®; choisir le contexte Qby---b,. Alors,
(Agy- - zaziay - eap)by - -by 3 b;uy-+-a, Prendre alors b; = Ayy - -yp.y avec y une variable
libre. D’autre part, (AA)b;---b, n’a pas de forme normale.

Si, pour tout i, v # %, p]endle le contexte Az.Qby---by. On réalise ainsi la capture de = et on
se retrouve dans un cas voisin du précédent.

Définition 8.6 Deux formes normales de téte Az -« -z,.5a, - - @, €t Az - - - 3,401 - - - 4, sont dites
semblablessizs =y, n=met p=gq.

Proposition 8.7 Un terme a posséde une forme normale de téte si el seulement si sa dérivation
de téte termine, sur un ferme noté h{a). Parmi loutes les Jormes normales de téte d'un terme a,

. N L. . P .
s’il en posséde, h{a) est une forme minimale au sens suivand: sia = b ét si b est en fnl, alors
.

h(a) S b
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Preuve

Si Ia dérivation de téte termine, elle s’aréte sur une fnt h{e). Soit b une fut de a. Par le théoréme
de standardisation, il existe une dérivation standaid de a vers b. Ou a est déji en fut et A(a) = o, ou
la dérivation standard commence par réduire Je radical de téte, sinon, b ne serait pas une fat. Cette
dérivation standard de a se poursuit done par la réduction du radical de t8te (éventuellement) créé
pat la premiére étape et se prolonge répétitivement ainsi jusqu’a I'obtention d'une fofme normale
de tete m;mmale, qui est ~(a), car toute dérivation standard conduisant i une fat aura 4 effectuer

exactement le§ miémes étapes. De plus, la dérivation de a sur h(a) est la dérivation de téte de q,
qui-termine-donc.

Proposition. 8.8. 1. a a une fut ssi Az.a en a une.
2. Sza{b/z} a ine fnt, alors o en a une.
3. Siab a‘unefni, alors a en a une.

Preuve
Le point 1 obtlem. en remarquant que tout redmt de Az.a est de ]a forme Awm.b.

it 2., on montre d’abord quesia % b, alors a{c/z} A b{c/z}. a contient un radical
de‘téte donc estide’la forme Az ---2n.((Ay.a1)az) - - -an. Donc, b= Azy -z, (a;{aa/y}) -

‘On pert donc caldiler*d{e/z) et b{c/z) et en déduire ]e résultat cherché.
Supposons a!ors que s n ’ait pas de fnt, alors sa dérivation de téte est infinie. On en déduit donc

o g

Défnition8.9 1. Un terme a est dit résoluble {ou solvable) si pour tout be Ay, il existe des
. voriables @y, - - -, vy, des termes uy, - - -, ug, vy, - -, uy tels que afwy /oy, - -, up/zE} vy vy =5
b.

2. Uti'terme a est fésolible si il existe des variables 3, -, oy, des termes g, - -+, ug, vy, -+,
tels que afuy/zy, -, upf/zL) vi-- vy =p L.

3. Un terme a est résoluble si il existe des variables 1,---, 7k, des termes wuy, -+, uy, vy, -, 8
tels que afuy/®1, -+, up/m} w1 ---v; =g z, ol = ¢ FV(a).

4. Un terme clos a est résoluble si on peut trouver un nombie fini de termes b; tels que
aby by, =g I. Si a n’est pas clos, on demande que Aszy---%q.a, ol les x; sont les vari-
ables libres de a, soit résoluble.

Montrer que toutes ces définitions sont équivalentes.

’ I?::gpbéitfon 8.10Q a est résoluble si et seulement si a a une forme normale de téte.

w
i
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Preuve
Si a est résoluble, alors il existe des termes b; tels que aby---b, = I. Le terme aly - - by 2 une fnt
donc a aussi. Si a a une fnt de la forme Azy - - - w,.3:0y - - - @y, le terme
(Azy v mpmay - ap)by - bicg (A - yp Dbiga - - ba
se 1éduit sur 7. Sinon, il suffit de clore a pour se 1amener au cas précédent. e

Nous avons vu comment représenter les fonctions récursives totales. Pour représenter les fonc-
tions récursives partielles, il faut un moyen de représenter I'indéfini. Soit ¢ une fonction partielle
récursive. On peut poser la définition suivante: ¢ est A-définissable s'il existe un A-terme F tel
que Fiiy - @, = 7 si ¢(n1,--,np) = m et Friy ¥, n'a pas de forme normale si dna, -+ Rp)
est indéfini. Mais cette définition conduit & plusienrs difficultés, vu ce qui a été dit plus haut. La
définition correcte consiste a tradunire “non défini” par “n’est pas 1ésoluble”.

Définition 8.11 Soit ¢ une fonclion partielle récursive définie sur N™ & valewrs dans N. ¢ est
X-définissable s’il existe un terme F du A-calcul tel que:

si ¢(ny, >+, np) =m, alors Fiiy-- -, =MW

si p{ny, -+, np) est indéfini, alors F1iy - - -7, n’est pas résoluble.

Théoréme 8.12 (Kleene) Une fonction numérigue partielle est récursive partielle si et seulement
si elle est A-définissable.

La preuve de ce théoréme suit le méme plan que celle pour les fonctions totales. Mais, elle est
techniquement plus compliquée. En particulier, le terme représentant la compaosition de deux
fonctions ¢ et ¢ ne peut pas toujours &tre défini par la composition des représentations-de ces
deux fonctions. Par exemple, la fonction f définie par f(z) = 0 est A-définie: par F = KZero, ol
Zero est un codage de 0. La fonction g ipartout non définie: peut &tre représentée par G = KL
Cependant, la fonction Aa.F(Gz) =p F et n'est donc pas totalement indéfinie.

8.2 Arbres de Bohm

1 N
Intuitivement, connaitre la forme normale d’un terme, c’est posséder Vinformation maximale sur
ce terme. Disposer d’une forme normale de téte d'un terme fournit aussi une information, moins
précise, sur ce terme. On va développer cette idée en introduisant la notion d’approximation d’un
Aterme. Pour cela, on introduit une nouvelle constante L pour représenter Pindéfini. Un radical
est une expression & calculer, donc sa valeur est L ; si on applique une fonction indéfinie & un
terme, le résultat est lui aussi indéfini, etc. D’od la définition suivante:

Définition 8.13 L’approzimation directe d’un A-terme a, notée .L{a), est oblenue en remplacant
tous les radicaux de a par L puis en appliquant les idgles (La — L) et (,\z 14—+ L) jusqu’ ?3 obtenir
une forme normale pour ces 1égles (et pour B). On notera 1(A) Pensemble dés| approximations
directes des A-termes. !

Remarque 8.1 Les approximations directes peuvent &tre caractérisées comme suit. Si un
terme a n’est pas en fnt, alors 1(a) = L et si @ = Azy.--zn.zay - gy, alors L{a)
Az tp.ml{a)) - L(a,). Ce fait justifie 'appellation © appm)clmatlon directe”. De plus, deux
fnt semblables ont des approximations directes semblables.

Les approximations directes peuvent &tre représentées par des arbres d’arité variable : le préfixe
de téte Azq---Z,.5 constitue la racine, les fils sont les représentations de L(a;).

Exercice 8.1 Conslruire la représeniation de A, de Q, de Y et de ses dérivés.
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On peut maintenant. introduire la notion : “un terme a est moins défini quun terme 4" en se
plagant daus Pensemble A, des A-expressions pouvant contenir L.

Définition 8.14 Soient a et b € A;. La relation a est un préfize de b, notée a < b, est définie par

1. Vo, 1 <a.

2. x<1.

3. si a £ b, alors Az.a < Az.b.

4. Si a; X b; pour i = 1,2, alors ayay < byb,y.

Cet ordre induit un ordre sur L(A) : si L(a) £ L{b), alos a sera dit moins défini que b.

Proposition 8.35 Llordre <X est un ordre bien fondé, possédant un élément minimum L. Si g et
b€ L(Ay), alors a et b ont une borne inférieure el, s%ils ont un majorant commun, alors ils ont
une borne supérieure.

Preuve

Notez que deux yariables différentes ne sont pas comparables. Donc, si z # y, a
b= Azy - 2,.yb - by, e sont pas comparables. A]ors, inf(a,b)= L.
TpTAy @y et b = Azy--zpabyc--b,, alors infla,b)
; nf(al,bl) - mf(ap, by). On montre que cette définition a un sens par récurrence sur

il

il

Dé'ingmé, oni'pose, si @ = Azq-- T,.501---a, et b = Azq e my.mby s -by, alors sup(a,b) =
Az Ty : z,,.:nsup(al,bl) --5up(an, bs) et sup(a, L) = a sinon. On montre de méme que cette défini-
tionest correcte, en notant, que si a et b sont deux fat et ont un ma]orzmt communn, alors ils sont

semblables. e Noter que z et y ne sont pas comparables donc A% ,.z8; et A %; yTz‘ ne sont pas
compa.rablm

Proposifibn 8.16 Sia -3 b, alors a est moins défini que b.

Prenve
Ou:a nest pas enfat et L{a) = 1 ou a donc b sont en fnt et on conclut par récurrence sur la, taille
des termes. -o

Deﬁmbmn 8.17 Llensemble des approzimations d'un lerme a est Uensemble A(a) défini par
Ala) = {L(b)]a 5 b}.

Proposition 8.18 L(a) est Pélément minimum de A(a).
Sic et d € A(a), alors inf(c,d) et sup{c,d) € A(a).

Preuve:-

la preyve:se-fait par récurrence sur la taille des termes.

Par définition de A(a}, il existe ay et @, tels que c = L(a;),d = 1(az) et a = a;. Sia; par exemple
n'estpasienfni;alors ¢ = L et inf(c,d) = L. De plus, a n’est pas en ft. Dong, L = L(a) € Ala).
Si-asetzasisont-en fnt, alors en standardisant les dérivations, on sait que a <% h(a) = a;, of hia)
représente la forme normale de téte principale de a, i.e. celle qui est obtenue par LA déiivation
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normale de téte. Donc, si h(a) = Azy-+ 2301 -¢p, alors a; = Azy - -wp.md - -d), et cp 2 dy.
Donc, L(d}) et L(<3) ont un inf dg. On en déduit que Az - -3,.3d; - - - dy est Iinf de ¢ et de d.

Pour la borne supériente, on fait le méme raisonnement en constatant que ¢ et d ont au moins
un majorant commun grice au théorgme de Church-Rosser. &

Remargnez que A{a) n’a pas toujours un élément maximal. Sl n’a pas d’élément maximal,
alors a n’a pas de forme normale. La récipioque est fausse : si a n'a pas de ft, alors A(a) = 1.

Les ensembles A(a) ont donc une structure de treillis et sont finis ou infinis. On va d’abord les
clore par le bas:

Définition 8.19 L’ensemble des approximations généralisées d’un terme a, noté BT(a), est
Pensemble défini par {c{c < b et b € A(a}}. Cet ensemble est encore appelé arbre de Béhm du
ierme a.

Soit § une partie dirigée de 1.(A). L'idéal (dirigé) engendré par 5 est 'ensemble {c|c $ betb e
5.

On note BT = {J|I C L{A) et T idéal}. On munit BT de P’ordre d’inclusion.

Si Je terme o n’a pas de forme normale mais posséde une forme normale de téte, son arbre de
Bohm est représenté par un arbre infini, qui est la “limite” des arbres représentant les approxima-
tions de a. Plus précisément, 'ensemble BT (a) est un idéal{ 1. € BT'(a) et si a,b € BT (a), alors
il existe ¢ € BT(a) tel que a X c et b < ¢) et I'ensemble des arbres de Béhm est le complété par
idéaux de .L(A).

Proposition 8.20 BT vérifie les propriétés suivantes:
1. BT posséde un élément minimal {1}.
2. 8iTetJe BT, alors INJ =inf(l,J).
3. 8i I et J € BT ont un majorant commun, alors :
1UJ = {sup(a,b)|a € T et b € J} = sup(I,J)

4. BT est complet : toute partie dirigée S de BT admet un sup, qui est US, la réunion des
éléments de S.

5. L(A) est isomorphe & 'ensemble de ses idéaux principaux {a}, c’est-a-dire, ceux qui sont
engendrés par un seul terme.

Définition 8.21 On note = le préordre défini sur Av par a < bssi BT (a) € BT(b). On note =pg7p
Péquivalence associée.

Remarque 8.2 1. Vae Av,3a.
2. 5i a posséde une f.n.t., si @ 4 b, alors b a aussi une f.n.t, semblable & celles de a.
3. Si a7 b, alots a =gy b. La réciproque est fausse.

Théoréme 8.22 (Théoréme de Coniinuité) La relation a < b définie par a = b ssi BT(a) € BT'(b)
est une relation monotone (si a -3 b, alors a = b), stable par passage au conteste, conlinue par
rapport aur approzimations (1 < a et a =p7 sup(clc € (BT (a))). Cetie relation définit donc une
sémantigue du A-calcul, qui est la plus petite sémantique continue par approzimations.

Nous avons donc, par des considérations essentiellement syntaxiques, construit un modéle du
A-calcul. Cette construction peut &tre étendue en considérant la relation de Gn-interconvertibilité,
de plusieurs maniéres, qui permettent de retrouver les modeles classiques du A-calcul.

.
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9 Logique combinatoire

Ces notes de cours sonl établies G partir des ouvrages de Barendregt{l], Curien[8], Hindley[10]
La Logique Combinatoire a d’abord étéintroduite par Schachnfinkel vers 1920 puis redécouverte
par Curry. Il s'agit d’une théorie équationnelle du premier ordre, qui sert & décrire la fonctionnalité :
on définit un ensemble-d’opérateurs primitifs et les moyens de les composer. H s'agitr donc d’une
théorie de la-fonctionnalité oit la notion de variable liée n’existe pas. Elle met 'accent sur le procédé
opérationnel du calcul : on combine des éléments atomiques (5, K et [ ) pour décrire une fonction.

Définition. 8.1 La Logique Combinatoire, notée CL, est définie par la donnée d’un ensemble de
variables V, d’un opérateur d’arité 2, noté par juztaposition, et par irois constantes S, K el I. La
théorie est engendrée por deux équations :

Kzy—z Szyz-y (zz)(yz) Tz sz

On peut.gussi ne;prendre que les constantes S et K et définir [ par =S K K.

Appalons remplacement la substitution du premier ordre et notons a{b/z] le remplacement de b
aux occurrences de z dans a.

On démentre sans difficulté, en utilisant simplement les 1ésultats généraux sur la réécriture du
premier ordre,:les lemmes suivants:

Lemme 9.2 5i M 3 N, alors :
1. M[;z;/xl,; v nfEa] D Nla/z1, .-, @nf5a)-

9.1 Algorithrie d’abstraction

Pour établir le fait que CL est bien une théorie de la fonctionnalité, on va définir un algorithme
d’abstraction d’une variable 5 dans une terme M. Le résultat de cet algorthime est un terme de
GL; noté&[z)M.

Définition 8.4.50it 3 € V. L’abstraction de z dans M € CL est définie par :
1. {glz=1
2 [zIM=KM siz ¢ Var(M)
3. [5)(M N).= S([z]M)([=]N)

Théoréme 9.5

([z)M) N 5 M[N/z]

“
S
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Grace aux propriétés de la 18écriture du premier ordre, il suffit de montrer que :
([}M)z 5 M

I suffit de le montrer pour une étape de réduction, ce qui se fait par cas sur la construction de
[=]M.

On en déduit la version suivante du théoréme de complétude combinatoire:
Théoréme 9.6 SiVi, j, z; g{V(u (NN;), alors:

([z1, 22, - - .,m,.]M) Ny Noy. oo, No S M[Ny/%1, ..., Nof2n)
Théoréme 8.7 Siz ¢ Var(N),
()[4 =cx, [HMIN/5D)

La preuve se fait par cas, sur la construction de {z]]‘,’[ .
9.2 intertraduction entre Ay et CL
Définition 9.8 On définit une traduction ()i de Ay vers CL par:

1. (g)cr=7¢=

2. (MN)or = (M)cr(N)or

3. (3s-M)or = =) (M)er
et une traduciion ()x de CL vers Ay par:

1. Ky = Azy.®.

2. Sy = Aayz.(z2)(y2)

3. (M N)x= M Ny

Le but est de montrer que ces deux traductions définissent un‘isomorphisme entre les théories A et
CL. Le résultat sera viai & condition d’ajouterun certain nombre d’axiomes.

Théoréme 9.9 On peul éiendre la théorie CL par une famille d'azviomes, ‘les aziomes de Curry
{donnés plus loin), tels que :

1. M=gN = (M)or=cr (N)er
2. A=cr, B = A,=g B,

3 (Ahecr=cL A

4. (M)orr=p M

Ces résultats s’élendent 4 Uégalité =g, en gjoulant un aziome d’eatensionalité.
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Le point 1. s’obtient facilement si M = (Az.P)Q et N = P{Q/«}. Pour obtenir le résultat pour
tut M, il suffit de montrer que cetie propriéié reste vraie en passant au contexte. Cela nécessite
de disposer de I’étape de déduction suivante:

s

A=B=slA=cL[s]B (€

.

Cette étape ne peut pas &tre une conséquence des axiomes de CL déja introduits. En effet:

le]Seys=35 (115 = y){[=12) = S(S([=1S =) ([=]v)) ([2)) = S(S(S(K SYN(K y))(K 2)

terme qui est en forme normale, & compazer avec [3](z z)(y 2).

Supposons savoir obtenir cette étape €. Pour le point 3., il suffit de montrer le point 3. pour S
et pour K. Or,

(K)o = (gy-5)or = Isl( y-2)or = [sllvl(s)er
Or, K zy =cL =, si £ est obtenue, on en déduit que
[ey]® =c1 [ayzl K2y

De la. méme manitre, on montre que:

(SherL=Szyz

Posons 1, = [uz; ... 2.} u ;... 2, et introduisons les axiomes :

LK =K (KX); 135 =S(S\)

Comme
LK = ([u}{zyluzy) K=[zy] Kzy
sOn e déduitique (I() s cr = K. De méme, (S)ycr = S. De plus,
KM= (uzyluzy)K M =[ylK My = ([ythy)(K M) .
SMN={uzsyzlusy2)SMN =[3]SMN z = ([zt]tz)(5 JMIN)

Or, tout terme obtenu par I'algorithme d’abstraction est de la forme KM ou SM N (car I =
S K K). On en déduit donc que :

1 (2]4) = [z]4

’8.10 Si on ajoute & CL les aziomes KX, SA et Paziome

Maz=Nz=1L3iM=4,N

alors, la’théorie obtenue permet d’obtenir le théoréme 9.9 pour la théorie B. g

.

Cette réponse n’est pas entidrement satisfaisante car la théorie ci-dessus n’est pas une théorie
équationnelle. Pour obtenir la régle £ comme conséquence équationnelle, il fant introduire trois
axiomes‘supplémentaires :

[zy}K (zy) = [z y]S (K 2)(Ky) (abs)
[2y]S(S(K K)e)y = [z ylz (Kz)

2

g
o
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[y 2]S(S(S(K S)z)y)z =[5y z]S(Sz 2){(Sy 2} (S2)

Pour obtenir le théoiéme 9.9 pour la théorie Fy, il faut encore ajouter un auire axiome:
[2}S (K 2)] = [z].5

Nous n’avons pas expliqué la genése de ces axiomes dont la formulation est assez compliquée.
Nous n’avons pas non plus fait la preuve du théoréme 9.9. Ces notes ne donnent donc qu'un trés
petit apercu de la Logique Combinatoire. La conclusion de ce survol peut &tre la suivante : on peut
arriver & coder le A-calcul sans utiliser de noms de variable avec les combinateurs S et K, mais,
pour retrouver la puissance de calcul de A, il faut ajouter des axiomes dont la formulation n’est
pas simple. En fait, la théorie CL avec ses axiomes S et K correspond bien & la B-réduction faible,
c’est-a-dire sans la végle £.

La lecture des ouvrages cités en référence est vivement conseillée.

10 Les A-calculs avec couples

On a montré comment coder les notions de couple et de projection dans le A-calcul.

Soient M et N € Ay. Soient les termes :

C=Afsd.dfs Cy =Acc{Azy.z) Cy=Aee(Xzyy)
On a alors : " B
cilemMny £ M ColCMN) 5 N
projection. ’

Ayant choisi ces termes C, Fst et Snd, a~t-on réellement ajouté un opérateur de construction
de couples au A-calcul? Autrement dit, cette construction est-elle canonique? Est-il possible de
prouver Punicité, modulo g-réduction, des couples bitis & Paide d’un terme C fixé?

La réponse est négative : quels que soient les termes utilisés pour représenter\le couple et les

projections, il existe des termes M tels que : \

C(Fst M) (Snd MY £ M

LA f-réduction ne permet donc pas d’affirmer Punicité de la définition d’un couple. De plus,
Bartendregt [2] a montré que s'il existait un triplet de termes du A-caleul (G, Cy, (3) tel que Pégalité
(SP) :

C(CiM) (CoM) =g, M
soit vraie pour tout terme M, alors le A-calcul serait une théorie incohérente. On obtient le méme
résultat pour la Logique Combinatoire. La démonstration repose sur le fait suivant :
Si on a Pégalité (SP) , alors :

C'(C,x) (sz) =gy X

donc :

C(Ci1z) (Caz) — Bty
Soit Q1 = (Az.z 2){Az.zz). Alors,

CC) (Cf) —P7 Q
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S .,
On montre alors, en les marquant, que nécessairement 1'une des occurrences de € dans le membre
gauche disparait dans cette dérivation. On remplace ensuite cette occurrence par une nouvelle
variable z obtenant ainsi : '

) C(Cr2) (Ca0)) — B 0
D’ot, en composant avec Cy a gauche puis en réduisant :
Cyz =g, CiQ2
Remplag-ons alors z par C't s puis par C si. On obtient :
Vs, l, s=p, C:fd =g, 1

Par contre, la théorie obtenue en ajoutant explicitement trois constantes et les égles de projection
ainsi que Ja'régle (SP) reste cohérente. Nous allons donc P'étudier.

10.0.1 le Ac-calcul applicatif

Définition T0.1 Le Jc- calcul applicatif, noté A, est obtenu en ajoutant au A-calcul pur les
constantes D, F, S et les régles :

(Fst) Fzy — 2
(Snd) Sry — y
(SP) D(Fz){(Sz) — 3

définissant ainsi, avec la régle B (respectivement 1), la théorie (ASP) (resp. (M%) ). Si on enléve
fa yégle (SP), la théorié obtenue s’appelle SP.

i

Phéor&me 101 A&, , muni de la théorie BP, vérific lo propriété de Church- Rosser.
Ac,a muni de la théorie BSP, est localement confluent mais ne vérifie pas la propriété de Church-
Rosser.

Démonstration
La démonstration du premier résultat ne présente pas de difficultés. Le second résultat a été obtenu

.par J. W.K]ap [12] en 1980 . Mann avait posé le probléme en 1972. R. Hindley , J. Staples avajent

fourni des vessions simplifiées de cette conjecture en 1974-1975 . Elle fut également soulevée par
G. Huet et J.J. Levy a propos de P'opération de branchiement dans les Schémas de Programmes
Récursifs. J.W. Klop a montré qu’aucun de ces systdmes n’est confluent. ®

Donnons d’abord la construction du contre-exemple de J. W. Klop. Celui-ci montre qu'il existe
deux dérivés d’un méme terme qui ne peuvent étre égaux, grice i une

Notations )
Soit P = AzAy.y ({oz)y). Soit Y+ = P P le point fixe de Turing.
Lemme 10.2 Soit M € Ac .. Alors :

YoM 2 M (v M)

Propaosition 10.3 Le contre-exemple de Klop
Soit E ine variable libre. Posons :

V=2Az Ay E(DFy){Szy)) C=¥YrV B=Yp(C
Alors, le terme B admet deuz dérivés E(C B) et C(E(C B)) qui n'ont aucun dérivé commun.

PN
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Déumonstration
Draprés le lemme 10.2, on a:

¢ Live E wE(DEMSCY)

B ¢cB & E(D(FB)SCB))

Done : -
B 4 E(D(F(CB)(S(CB))
En utilisant la régle (SP), on obtient :

B* 8
B =+ CB — E(CB)

On peut aussi construire la dérivation suivante : )
B % o £ o(E(CBY)
Notons (SPE) une (SP)-réduction ainsi instanciée :
E(D(Fz)(Sz)) — Ex

J. W. Klop montre alors que, dans toute dérivation de C'B, on peut faire commuter les étapes de
B-réduction et les ¢tapes (SPE). Toute conversion entre E (C' B) et C{ E{(CB)) peut donc &tre
factorisée ainsi :

E(@B) Ly o (SPE)* o ((SPEY)™ o &~ C(E(CB))

Les deux f3-dérivations exhibées ci-dessus peuvent &tre remplacées par des dérivations standard. Or,
on montre que toute dérivation standard de C'( E(CB)) conduit au terme D (E (G B)) (C( E(CB)).
Deonc, toute conversion n’utilisant que des étapes standard contient une conversion utilisant moins
de symboles et pouvant aussi étre standardisée. Dol le résultat. =

Un autre Contre-Exemple

Le contre-exemple que nous proposons est bati sur la constatation suivante : la réduction d’un
{SP)-radical peut créer un f-radical, qui, une fois réduit, peut faire disparaitre toute Vinformation
contenue dans le {(SP)-radical. Il ne nécessite pas le théoréme de Standardisation. De plus; sa
démenstration consiste & montrer qu'un terme CJI ne peut avoir pour forme normale le terme
Az.z, en explorant toutes les dérivations possibles de C 1.

Notations
Soit I = Azdy D(F(Az.z(zy)) (S (Az.2y)}(AzT) od I = Az.z.
Soit C=YrUet B=YpC

Lemme 10.4 Le terme B admet les termes I et C'I pour dérivés.

Démounstration
D’apras le lemme 10.2, on sait que :

c ® ve B cnB
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Done, quel que soit le terme M, on a :

cM Ly DP(Azz (C M)))(S(Az.2 M) (A= 1)

Ou en déduit la dérivation D, de B :

B
(i

—

c

o

D(P(Az.z (C BY))(S(Az.z BY) (A1)
B*

_—..*
D(F(Az.z (C BY))(S (2.2 (C BY))(Ae.T)
7))

(Az.2(C B))(rz.T)

2, -
(A=.1){C B)

-

I

Construisons alors la dérivation Dy de B :

C B

mme 10.5 ngtM € Aca, admettant une forme normale N distincte de 1.
5i ASP (resp. PSP ) vérific la propriété d’unicité des formes normales, alors C M et M ne

r de dérivé commun.

Démonstration
Le termé
X =D (F{Az.2(C M))) (S (Az.zM)) (Az.])
est un dérivé de C M. Soit A un dérivé commun 2 M et C M. X peut &tre rééerit sur :
D(F (Az.2A) )(S (Az.z4) ) (Az.])

puis sur I. D'o@t le résultat. @
Lemme 10.6 5i M @5 N , alors ¢

Mly e— U} Ny «— U]
Déxx%nons'i::ta!;ion

Elle est évidente.
Ona le méme résultat pour GSP.
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Proposition 10.7 I ne peut pas étre un 3-dérivé (vesp. un fy-dérivé) de C' I.

Démonstration

Faisons la pour les f-déiivations. Elle est identique pour les fg-dérivations.

Mous allons examiner toutes les déiivations possibles de C I vers son éventuelle forme normale et
montrer qu’aucune ne peut aboutir 2 /. On appellera R une telle dérivation. C T ne contient qu’un
seul 1adical : celui de Y. Sa réduction conduit au terme A; :

\

: N

Ar=(( My (Yry))U)I ‘
R peut se prolonger en dérivant le sous-terme Yy . 'Soit Red(Yr y) le sous-terme ainsi obtenu. R
doit nécessairement 1éduire le radical le plus externe. R contient donc un terme Az :

Ag = U{Red(Yr y)[y +— U]) I = U(Red(YzU)) I = U{Red(C)) I

R peut se prolonget en dérivant le sous-terme Red(C). Elle doit nécessairement réduire le radical
le plus externe. R contient donc un terme Az :

Aa= (y.(D (F (ze(Red (CY)) (S (Aezw)) ) (A=) T

Aj contient un sous-terme D(F..)(S..). Si (ASP) est confluente, alors elle vérifie la propriété d’unicité
des formes normales et, par conséquent, d’apids le lemme 10.5, C'y ne peunt se dériver sur y. Done,
ce contexte ne peut pas disparaitre avant la réduction du radical le plus externe. R contient donc
un terme Ag :

Ay = D((F (Az.zRed(CI))) (S (Az.21))) (Az.1)

Appelans longueur d’une dérivation le nombre de (SP)-étapes qu’elle contient. Soit Rmin une déri-
vation de C'J sur I de longueur minimale. Rmin doit faire disparaitre le contexte DF(..)S(..)(Az.I)
Elle contient donc une dérivation de CT sur T et n’est donc pas de longueur minimale. Il n’existe
donc pas de dérivation de C'7 sur 7. D’olt la contradiction. &

b
10.0.2 Le Ae-calcul fonctionnel

Définition 10.8 Le Ac- calcul fonctionnel, noté Ac¢ est obtenu en ajoutant au A-calcul pur un
opérateur binaire noté <, > , deux opérateurs unaires notés fst et snd ainsi que les régles :

(Fst) fst(< z,y>) — =
{Snd) snd(< =,y >) — ¥y
(SP) < fst(z), snd(z) > - =

définissant ainsi, avec la 13gle f, une théorie encore notée (ASP). Si on enléve la régle (SP), la
théoiie obtenue s’appelle encore AP.

Théoréme 10.2 Ay, muni de la théorie BP, vérifie la propriéié de Church- Rosser.
Acg, muni de la théorie (BSP), ne vérifie pas la propriété de Church-Rosser.

Démonstration
Elle est obtenue & partir de la précédente en remplagant le terme U du cas applicatif par le terme
W

W = Az dy(< fst(Az. z(zy)), snd(Az.zy) > (Az.1))
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Remarque 10.1 Pour le A-calcul, quelle que soit la méthode d’extension choisie, la propridté de
Church-Rosser n'est pas conservée. Il n’en est pas de méme dans le cas de la Logique Combinatoire.
Etendons la Logique Combinatoire, CL, avec tiois constantes D, F, 5 et les 18gles (Fst), (Snd) et
(SP). Spit CLa fa théorie ainsi obtenue. J. W. Klop a montré que CLa ne vérifie pas la propriété
de Church-Rosser.

Etendong alors C'L en ajoutant les opérateurs <, >, F'st () et Snd (). Cette fois, Ia théorie obtenue
CLf véifie la propriété de Church-Rosser. Ce résultat est une conséquence du théoréme de Y.
Toyama sur les sommes disjointes de systémes confluents [19]. En fait, on peut considérer que
Aca comme CLa contiennent la curryfication de 'opération de couple : Dz est en quelque sorte le
curryfié. de < z, - >. CLa contient donc des termes fondamentalement différents de ceux de CLf.
Ces différences peuvent donc expliquer les propriétés différentes de ces théories.

11 La notation de de Bruijn

Pour éviter le probléme d'a-conversion tout en conservant la structure des termes du A-caleul, Je
plus simple consiste & supprimer les noms des variables liées. Pour effectuer correctement la sub-
stitution, il suffit de connaitre les occurrences du terme lides par Pabsiracteur disparaissant dans la
Brréduction. Dans Av ce lien est indiqué par I'identité nom de la variable & Foccurrence examinée,
‘nom*'dé fal Variable de Pabstracieur. Ce lien peut tout aussi bien &tre indiqué par la hauteur de
Vl’occurrence le nombre de A & franchir pour remonter de 'occurrence examinée jusqu’a
‘Tie. Sx on décide de supprimer également le nom des variables libres {zo, ..., %5}
.iFsuffit de considérer a comme sous-terme de Azg. ..z,.a. Cetteidée a été developpee
par N. G de Bruijn d:«ms le cadre du projet Automath i ’Université d’Eindohven. [3].

Définition 11.1 A , Pensemble des termes du A-calcul, décrit avec la notation de de Bruijn, est
le plus petit ensemble de termes vérifiant :

1.Sin>1l,alotsn € A
2. Siaetbe A aloisabe A
3. 8iae A alos AM(e) € A

Définition 11.2 Soit a € Av tel que FV{(a) C {z;,...z,}. La traduction de a, notée 4DBr, ..y
dans A, est définie par :

1. zpp, ., =1si1estle plus petit indice tel que z = =;
2. (» ’”"“)DBM oy = A “CDBzyu(zy , . xa)

8. (@b)on,, upy =DB¢,, oy b8,

I’ensemble des variables libres d’un terme est donc représenié par une liste, que nous appellerons
ré[éventiel. Pour obtenir la liste des variables libres d’un sous-terme “sous” un abstracteur, il suffit

d’ajouter, en téte de la liste, la variable associée & I'abstractear comme indiqué dans le point 2 de
la définition précédente.

Exemple

((Azzy)y)pBy, = (Azay)ps,, (v0B,,,)

o8
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(Aesy)pa,,, = A(sy)DBR,, =212 (vpEg) =1

Donc :
{(Az.2y) )R, = (A12)1

1l n'y a done pas de correspondance directe entre numéros et noms de variables :  est représentée
3 la fois par 1 et 0.

Remplacer (A z.a)b par a{b/i} nécessite d’identifier parmi les numéros ceux concernés par la -
réduction, autrement dit ceux qui sont égaux & leur hauteur de liaison. On peut calculer de fagon
récursive ces hauteurs de laison & Paide d'une famille de compteurs gérée ainsi : on démarre la
traversée du terme a avec un seu] compteur initialisé 4 0. Au passage d’un noeud application, on
crée deux exemplaires du compteur de fagon A en obtenir un pour chaque branche. Au passage
d’un noeud abstraction, on incrémente le compteur. Lotsqu’on arrive & J’occurrence d’un numéro,
5%l est supérieur & la valeur du compteur, on le diminue de 1 puisqu’il existe un A de moins sur
le chemin entre ce numéro et Pabstractenr qui le lie. Sinon, si ce numéro est égal & la valeur du
compteut, il doit &tre remplacé par le terme b, qui va donc se trouver ainsi placé sous n A, si n est
ta valeur du compteur. Il faut alors ajuster les numéros de b de fagon & ne pas modifier les liaisons
dans b. Si le numéro est inférieur & la valeur du compteur, alors il est lié par un abstracteur interne
4 a et il n'a donc pas A &tre modifié.

La substitution, dans le formalisme de De Bruijn, est donc définie comme suit :

Définition 11.3 La substitution du terme b 3 la hanteur n dans le terme a, notée o,.(a, b). ainsi
que lincrémentation avec n 3 partir de i, notée 7*(a}, sont définies par récurrence ainsi :

on(aa b) o (c) b)
Monti{a, b))

m-1 8 m>n
anm,b) = () si m=n
m st m<n

onlact)
on{Aa,b)

m+n si m>1i
e) = m si m<1
ac) = @) (e}

P(Ma)) = ATa(e)
Définition 11.4 Dans A, la B-réduction est la relation de 1éécriture définie par la régle

(r-a)b — o1(a,b)
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