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1 Calcul d’objets

On s’intéresse au ¢-calcul, un calcul qui a pour vocation de modéliser les constructions
élémentaires des langages orientés objets. Les expressions du ¢-calcul sont définies par la
grammaire:

a = {li=¢(@)a®"} |al]|al<=s(z)a

Ces trois constructions syntaxiques représentent respectivement la construction d’un objet,
donné par la liste de ses méthodes; 'appel de méthode; et la re-définition de méthode.
La construction ¢(z)a lie la variable x dans I'expression a. Informellement, cette variable
représente l'objet lui-méme (“self”). Les méthodes n’attendent aucun argument hormis
I'objet lui-méme.

La sémantique du ¢-calcul est donnée par les regles de réduction suivantes, ot j est dans I,

{El — g(x) aiej}‘gj Ay [I‘ — {62 = §(ZE‘) CIZZGI}] R-SEND
{ti =@ ailly < s@)a ~ {l=s@)a V0 = o(2)a} R-OVER
Ela] ~ Eld'] if a~d R-CONTEXT

Les valeurs v et les contextes de réduction sont définis par:
v = {l=c(z)al}
E = [|EL|EL<=g(z)a

Pour alléger les notations, on note a au lieu de ¢(z) a si x n’est pas libre dans a. On définit
les expressions suivantes:

ap = {l=q(x)zl}.0
a1 = {lo=ag;ly = () (xly <= {}).Lo} .l

Question 1 Donner les séquences de réduction pour les expressions ag et a;. Donner un
exemple de programme bloqué. 0



On munit le g-calcul d’un systeme de types simples. Les types et environnements de typage
sont les suivants:

T ou= ol {l; =1 types
r == 0|Tz:7 environnements

On définit le jugement I' - a : 7 comme la plus petite relation satisfaisant les regles suivantes:

OBJECT ‘
T={l: TiZEI} SEND '
Viel Tyx:7ka;: T I'a: {67} jel
DF{l=¢(x)a;"}: 1 I'kad;: T
OVER , VAR
7= {l;: 7"} 'ta:7 Tyx:7kd:7; jel rx:1el

'tadl; <c(x)d =7 Fka:T
Question 2 Donner un exemple d’expression mal typée (sans justification). Donner les
types et les dérivations de typage pour les expressions ag et a. O

On admet le lemme de substitution: Si T,z : 7/, T"Fa:7 et T Fd : 7', alors T,T" F alx —
a'l - 7. On écrit a C d’ si pour tout environnement I' et tout type 7 tels que ' Fa : 7, on a
aussi ' a’ : 7.

Question 3 Montrer la propriété d’auto-réduction, i.e. sia ~» a', alorsa C a'. (On décrira
clairement le schéma de la preuve, mais on pourra ne pas détailler le cas de [override,
similaire o Uappel de méthode.) O

On ne montrera pas la propriété de progression.

On dit qu’on peut coder un langage L; dans Ls si on peut fournir une fonction de traduction
totale [-] préservant la sémantique.

Question 4 Peut-on coder le ¢-calcul simplement typé dans le A-calcul simplement typé?
(On justifiera brievement la réponse.) 0

Inversement, on définit le codage suivant ou et val et arg sont deux étiquettes arbitraires
distinctes fixées. On note M les expressions du A-calcul.

[z] =2 [A(z) M] = {val = ¢(2) ([M][z « z.arg]),arg = L}
[M, (My)] 2 ([Mi].arg <= [Mo]).val
ol L est un terme du ¢-calcul qui admet tous les types.

Question 5 Quel terme peut-on prendre pour 17 0

Question 6 Vers quelle valeur se réduit 'expression a égale a [(M(x) x) (y)]? O



Question 7 Quelle stratégie d’évaluation du \-calcul ce codage vers le ¢-calcul implémente-
t-il? (On justifiera brievement la réponse.) 0

On souhaite a présent montrer que le codage présenté ci-dessus préserve le typage.
Question 8 Donner la traduction des types du A-calcul (simplement typé) vers le ¢-calcul. O

Pour pouvoir définir comment un jugement de typage du A-calcul est traduit en un jugement
de typage du ¢-calcul, nous devons généraliser la notion d’environnement de typage du
A-calcul. En effet, nous devons distinguer, parmi les variables, les variables dites libres
de celles liées par A. Pour les premieres, nous introduisons dans I’environnement des liaisons
de la forme x : 7, comme d’habitude. Pour les secondes, nous introduisons des liaisons de la
forme x : 7> 7". Une telle liaison est censée indiquer que la variable z a été introduite par
une \-abstraction de type 7 — 7.

Sur le modele du jugement de typage du A-calcul, nous construisons alors un jugement
I'= M : 70> a, qui doit impliquer:

1. d’une part, ' - M : 7;
2. d’autre part, [I'] F a : [7];

3. enfin, a est égal a [M], dans lequel = est remplacé par x.arg, pour toute variable x
telle qu'une liaison de la forme x : 7> 7’ apparait dans I'.

Question 9 Donner la traduction des environnements de typage, en tenant compte du fait
que ceux-ci contiennent deux sortes de liaison, comme indiqué ci-dessus. O

Question 10 Donner les regles qui définissent le jugement ' = M : 7> a. 0

Question 11 Démontrer le point[] ci-dessus, a savoir le fait que le terme a produit par la
traduction est bien typé. On se contentera de traiter le cas de la A-abstraction. O

Question 12 Pourquoi, bien que bien typé, ce codage n’est-il pas entiérement satisfaisant?
Que pourrait-on attendre du typage? 0

2 Sous-typage

Nous considérons un langage simple réduit a un calcul d’enregistrements. Ses types sont
construits inductivement a partir d’'un ensemble de types atomiques (par exemple, int,
real, bool,...) en appliquant le constructeur de type enregistrement. Cependant, pour
simplifier, on ne considérera formellement qu'un seul type atomique ¢ avec une constante c
de ce type:

T == o|{(:T...0:T) Types
e = c|{l=e...l=¢)|el Expressions



avec la sémantique usuelle pour l'acces aux enregistrements (la stratégie d’évaluation n’est.pas
importante).

Nous ajoutons a ce calcul de base les opérations sur les ensembles telles qu’elles sont
définies dans certains langages de programmation: le singleton, I'union de deux ensembles,
la différence de deux ensembles et l'itération sur un ensemble:

T == ...|setT Types
e u= ...|z|sete|e+e|e—e]|for(rine){e} Expressions

L’itération sur un ensemble donne comme résultat un autre ensemble. Ainsi, si e dénote
I'ensemble {ay,...,a,} alors for(x in e){€’} dénote 'ensemble {e'[z := a4],..., €[z := a,]}.
La sémantique des autres opérations est standard. Les opérations d’union et de soustraction
ne doivent bien entendu opérer qu’entre des ensembles dont les éléments sont compatibles. Par
exemple, I’élément ¢ n’est pas compatible avec un enregistrement, et un ensemble n’est pas
compatible avec un enregistrement. Deux enregistrements sont toujours compatibles si, par
sous-typage on ignore les étiquettes sur lesquelles leurs projections ne sont pas compatibles.

Question 13 Le sous-typage est défini comme la plus petite relation < réflexive et transitive
entre les types satisfaisant un ensemble de regles.

Donner les deuz regles de sous-typage nécessaires pour définir cette relation (I'une pour pour
(), et pour set()). O

Question 14 Le typage est défini par un jugement de la forme I' = e : T comme la plus
petite relation satisfaisant un ensemble de regles d’inférence. Parmi ces régles on donne la
regle de sous-typage

'Fe:T T<T

F'kFe:T

Ecrire les trois régles de typage du langage original (constante, enregistrement, sélection de
champ) ainsi que les cing autres régles de typage des expressions introduites (respectivement,
variable, singleton, union, différence et itération). (On évitera une redondance, i.e. d’inclure
des hypotheses de sous-typage inutiles dans les prémisses qui pourraient étre dérivables par
la régle de sous-typage). 0

Question 15 Définir par induction sur tous les types un opérateur sup(S,T') qui dénote la
borne supérieure de deux types S et T'.

O

Question 16 Ecrire les regles de V'algorithme de typage en présence de sous-typage, en
utilisant ['opérateur sup défini a la question précédente.
(]

Question 17 Quelle modification faut-il apporter d la question[1 si le langage qu’on étendait
par les opérations sur les ensembles avait, en plus des enregistrements aussi les types (et,
bien sur, les termes) des fonctions ?

O



Question 18 La réponse a la question comporte deux régles de sous-typage pour les
constructeurs de types, plus les deux regles pour la réflexivité et la transitivité de tous les
types. Le systeme ainst obtenu n’est pas algorithmique. Ecrire la/les régle(s) qu’il faut utiliser
en remplacement de la transitivité et de la réflexivité afin d’obtenir un systeme algorithmique
équivalent a celui de la question[13 Justifier la réponse.

O

Question 19 (Facultative) Le systéme donné ne satisfait pas la propriété de progression.
Donner une expression qui montre cela (suggestion: définir les valeurs du calcul et utiliser
lopérateur différence).

(]



3 Corrigé

Question (1, page 1

a1~ (arly = (1) Lo~ (b = {}, 01 = o(2) (2.0 <= {})-Lo}.lo ~ {}

L’expression {}./ ne se réduit pas mais ce n’est pas une valeur.

Question [2, page 2

{}.¢ est mal typé.

Question [2 (continued)|

On peut dériver F ag : 79 pour 79 quelconque:

VAR
x:{l:ntFax:{l: 1}

SEND
z:{l:m}Fal:m

OBJECT

F{l=cq(x)zl}:{l: 1}

S
BT {{=¢(z)xl}.l: T

On peut évidemment généraliser avec ' - ag : 79 pour tous I et 75 (1).
On peut dériver - a; : {} (notons 7 pour {¢y : {}, ¢ : {}}):

VAR OBJECT
z:ThFx:T x:1mz:THEA{}:{}

r:Thaly<=c(z){}:T
(1) o7 (xly = c(2){})lo: {} OBJECT
F{lo = ao;th = s(x) (xly = s(2) {})bo} : T SEND
ar : {}

OVER

SEND

Question (3, page 2

On montre que C vérifie les regles qui définissent ~.

R-SEND Suposons a de la forme v.0; avec v égal & {{; = ¢(x) @'’} et o’ égal & ajz «— v] et
j est dans I (1) et montrons a C a’.



Supposons I' - a : 7/. Une dérivation de ce jugement est de la forme:

T={l;: 7'} (3) (T,z:7Fa 7)< (2)
OBJECT
F'Fov:7(4) 7_/:7-]‘(5)

'Fa:7

SEND

On déduit de (2) et (5) que I,z : 7 F a; : 7; (6). Le lemme de substitution appliqué
avec (4) assure que I' - a;[z < v] : 7; qui étant donné (1) et (5) est égal a I' =a’ : 7.
R-OVER Supposons a de la forme v.¢; < ¢(z) ag avec v égal & {¢; = ¢(z) al'} et a’ égal &
{6; = () a™ ¢; = ¢(x) ap}. On montre a C @’ de facon similaire.
R-CoNTEXT Montrons que a C @’ implique F[a] C E[d'] pour tout E, par induction sur F.
Supposons a C @' (1) et I' = Efa] : 7 (2) et montrons I' = E[d’] : 7 (3) par cas sur E:
— S5i E est vide le résultat est immédiat.
— Si E est de la forme E’.¢, une dérivation de (2) se termine par

I'F E'la]: {6 : 7"} (4) jel T="T;
' E'la)l:T

SEND

Etant donné (1), nous pouvons, par hypothese de récurrence appliquée a E’, remplacer
a par o’ dans (4), puis dans la regle de dérivation ci-dessus, ce qui implique I' - E[a’].¢" :
7 qui n’est autre que (3).

— Le cas ou F est E'.0 < ¢(x) a est similaire.

Question 4, page 2

Non, car sinon [ao] serait dans le A-calcul simplement typé, qui (en 1’absence de combinateur
de point fixe) est un calcul fortement normalisant. Or, la réduction de ag ne termine pas.

Question [5, page 2

agp.

Question |6, page 2

[(Az)z) ()] = ({val = ¢(x) x.arg,arg = L}.arg < y).val
~ {val = ¢(z) z.arg,arg = y}.val
~  z.arglr «— {val = ¢(z) x,arg = y}|
= {val =¢(x)x.arg,arg = y}.arg
Y

= [y]



Question

Ce codage correspond a une stratégie d’évaluation en appel par nom. En effet, 'argument
d’une application est évalué non pas lors de 'application (le calcul est suspendu sous un ¢),
mais a chacune de ses utilisations.

Question [8, page 3

[a] =« [r1 — ] ={arg: [n],val : [r]}

Question (9, page 3

[z:7] =z :[r] et [z:7o7] = [r — 7] = {arg: [7],val : [7]}.

Question (10, page 3|

FREE-VAR BounD-VAR App
rx:7el z:7o7 €l FI_M1272—>7'1[>CL1 Fl_MQZTQDQQ
'txz:7>x I'txz:7>x.arg I'F My (M) : 7> (a;.arg < ag).val
Lam

e:menEM:m>a
CEXNa)M 17— m>{val =¢(x)a,arg = 1}

Question [11, page 3|

On suppose ',z : o> B M i praet [z :nen]bat [m] (1). Soit 7 égal & [1 — 7],
i.e. {arg : [n],val : []}. Par simplification de (1), on a donc [I'],z : 7 F a : [ry]. Par
ailleurs, puisque 1 admet tous les types, [['],z : 7+ L : [rz]. Par la régle OBJECT, on en
déduit [I'] F {val = ¢(z)a,arg = 1} : 7.

Question (12, page 3|

Ce codage utilise une boucle (le terme L) pour coder un champ indéfini. Les expressions
issues du codage ne feront jamais d’acces a ce champ avant qu’il soit redéfini, sinon le
programme bouclerait. Ce bon comportement est garanti par le codage, mais pas par le
typage. En particulier, si on combine des expressions issues du codage avec des expressions
écrites directement, on pourrait déclencher une boucle qui en fait cacherait une erreur du
type “acces en dehors du domaine”.



Il serait préférable que le typage permette de ne pas définir le champ arg d’une abstraction
tout en garantissant que ce champ sera effectivement défini avant tout appel a la méthode
val (qui peut déclencher a son tour un appel & la méthode arg).

Question (13, page 4|

Th<T JCIVje JT; <T;
set T} < set 'y {0 - T < (45 TJ{jeJ»

Question (14, page 4|

Vie LI'ke T, Che:{(¢:T)

'Fc:o =7 —7
LE(l=e""): (b T,"") F'kFed:T
z:Tel I'e:T I'e;:setT I'Fey:setT
'Fz:T I'Fsete:setT I'Fe +ey:setT
I'Fe:setT I'Fey:setT 'k e :set(Th) DeeTibFe: T
ke —ey:setT I'F for(x € e1){ea} : set(T)
Question 15, page 4|
sup(¢,0) = o sup(set 7', set S) = set (sup(S5,7))

sup(((£; : Si*€TY), (¢ - Tjje‘]») = {{t}, : sup(S, Tp.)*<")) si K C(INJ)etVhe

(INJ)\ K.sup(Sh,Ty) n'est pas defini.

Question [16, page 4|

Vie LT Fe T, TFe: (6 : T )
'Fc:o =7 —7
Tl =e""): (€ : TS ket T;
x:Tel I'e:T I'e :set S I'Fey:setT
'tax:T 'Fsete:setT I'F e +ey:set (sup(S, 7))
'Fe:setS I'Fey:setT I'F e :set(Th) DxeTibe:T
I'Fep —ey:set (sup(S,7)) I'F for(x € e1){ea} : set(T)



Question 17, page 4|

Définir aussi le inf car sup(S — T,U — V) = inf(S,U) — sup(7, V)

Question (18, page 4|

Il suffit d’ajouter

Question (19, page 5|

Il n’a a pas de valeur qui corresponde a ’ensemble vide. Donc, par exemple, set ¢ — set ¢
ne se reduit pas a une valeur.
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