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Dans la partie précédente, il nous est arrivé de mentionner des équations aux domaines, et de demander
que certains objets appartiennent a tel ou tel domaine. En général, on peut avoir envie de considérer un
langage comme le A-calcul, ou plus compliqué, mais avec une discipline de types qui assure que les objets
manipulés sont bien dans les bons domaines de valeurs. Une discipline de types statique sera donnée par un
certain nombre de regles de typage, qu'un algorithme de vérification de types pourra appliquer pour s’assurer
que les programmes donnés sont bien typés.

L’intérét en programmation d’une telle discipline est qu’aucune erreur de types a l’exécution ne pourra
avoir lieu : c’est notamment la philosophie du typage & la ML [HMT90]. En ML, par exemple, si f est
une fonction de type int — string, alors dans tout programme bien typé, toute application fu sera
nécessairement telle que u s’évalue en un entier, et le corps de la fonction f n’aura jamais a vérifier que son
argument est bien un entier, car cette propriété sera garantie par typage. De plus, la valeur de retour de fu
sera toujours une chaine de caracteres (le type string).

Le systeme de typage de ML est particulierement élégant et pratique. D’autres langages proposent
d’autres systemes de types, souvent moins élégants : Pascal propose un systeme de types presque aussi strict
que celui de ML, tout en étant moins souple; C propose un systeme de types laxiste (les casts permettent
toujours de faire croire n’importe quoi au typeur); et des langages comme Scheme ou Lisp en général utilisent
des mécanismes de vérification des types a I’exécution, mais pas a la compilation.

Nous verrons quelques systemes de types a la ML, et les étudierons sous un angle logique. Il existe
en effet une correspondance remarquable entre systemes de types & la ML et systémes de preuve, appelée
correspondance de Curry-Howard, dans laquelle les notions de programmation suivantes (colonne de gauche)
sont identifiées avec les notions de théorie de la démonstration correspondantes (colonne de droite) :

Discipline de types ~ Logique
Type ~ Formule
Programme, terme ~ Preuve
Réduction, calcul ~ Elimination des coupures

Nous la découvrirons et en développerons les conséquences dans plusieurs disciplines de types dans la suite.
Nous commencerons par la plus simple des disciplines de types utiles, celle des types simples, en section 1,
et sa relation avec la logique minimale intuitionniste. Le passage a la logique classique propositionnelle
sera examiné en section 2, ou nous verrons réapparaitre les opérateurs de capture de continuation. Nous
explorerons des systemes logiques de plus en plus expressifs par la suite, & commencer par I’arithmétique de
Peano-Heyting du premier ordre HA; en section 3, pour aller vers la logique et I’arithmétique d’ordre deux
et le systeme F' de Girard-Reynolds en section 4. Nous présenterons ensuite une application non triviale de
ces techniques en section 5, en I'occurrence le théoreme de Kreisel-Friedman.

1 Types simples et logique minimale

1.1 Types simples

Essayons quelques idées simples pour attribuer des types a des A-termes. Nous revenons ici au A-calcul pur,
avec variables, applications et abstractions uniquement.
Nous nous donnons une algebre de types simples, qui sont des expressions F' obéissant a la grammaire :



F=b|F=F

ol b parcourt un ensemble de types de base, typiquement nat, int, string, bool, etc. Intuitivement,
la sémantique d’un type est un ensemble de valeurs, par exemple nat pourra représenter I’ensemble N des
entiers naturels. Intuitivement encore, un type de la forme F; = F5 dénote I'ensemble de toutes les fonctions
de Fy vers F5.

Syntaxiquement, nous utiliserons des parentheses pour désambigiier les expressions de types. Nous
noterons Fy = Fy = F3 pour Fy = (Fy = F3), le type des fonctions & deux arguments de types respec-
tifs Fy et Fy, retournant un résultat de type Fj.

Dans une application uv, il est alors naturel de supposer que u a un type de la forme F;=-F5 : I’expression
uv n’est légale que si u est une fonction, ici du type Fj vers F;. Nous demandons alors que v soit aussi de
type Fb, alors uv sera naturellement de type Fs. Ceci méne a une regle provisoire de la forme :

u: b= v Fy

uv : Fy

Pour typer les variables, c’est plus délicat, et il y a principalement deux solutions. La premiere est de
supposer que toute variable z a un type uniquement déterminé précisé a ’avance; si F' est ce type, on notera
xr au lieu de x pour le préciser clairement. Cette solution est celle des A-calculs typés, et on aura la regle
suivante pour typer les variables :

,TFZF

tandis que pour les abstractions, on aura :

UZF2
Aep, -u Fy = Fy

Cette premiere solution a ’avantage que si un terme est typable, alors il a un type unique, mais présente
notamment 'inconvénient d’étre incompatible avec I’a-renommage tel qu’il a été présenté jusqu’ici : rem-
placer une variable liée xr par une yp ne doit étre autorisé que si F/ = F. La deuxieme solution est
d’utiliser des jugements de typages, ou séquents, de la forme z1 : Fy,...,z, : F, Fu: F. La partie gauche
=z : Fi,...,z, : F, est appelée le contexte de typage, et enregistre les hypotheses de typage sur les vari-
ables libres de u (et éventuellement d’autres variables). Rendre explicite ce contexte aura d’autres avantages,
comme on le verra par la suite. Formellement :

Définition 1 Un contexte de typage I' est un ensemble fini de liaisons x : F', ou les variables x sont deux
a deuz distinctes. Le domaine domT' de ' est I’ensemble des x, lorsque x : F parcourt T'. On note I'; A
lUunion de T' et de A lorsqu’ils sont de domaines disjoints. On note x : F le contexte ne contenant que la
liaison x : I, en particulier T,z : F' est l'union de T" et de la liaison x : F.

Les régles de typage simple sont :

— (Var)
Nx:FFa: F
l'tru:Fi=F Ttov:FK Iy: FiFulz:=y]: F» (y¢domT)
(App) (Abs)
I'Fuv: Fy I'EXx-u:Fy= Fy

Un typage de u est un jugement dériwable de la forme I' - u : F. S’ existe un typage de u, on dira que
u est typable, et de type F' dans le contexte I



La regle (Var) se lit : x est de type F dans tout contexte contenant la liaison z : F'. En effet, un tel
contexte est exactement un contexte de la forme I', 2 : F pour un certain I". Dans la régle (Abs), 'introduction
de y dans la prémisse permet d’inclure le a-renommage dans les régles de typage. Nous ferons cependant
toujours 'hypothese (abusive) que les termes sont vus & a-renommage pres, alors (Abs) se simplifie en :

Tx:FiFu: Fy
I'Xx-u: By = Fy

(Abs)

en supposant que x peut toujours étre renommée implicitement de sorte a ne pas étre dans le domaine
deI.

Exercice 1 Quels sont les typages de Ax - x? En déduire qu’un terme typable n’a pas en général de typage
unique.

Exercice 2 Montrer que le terme xa n’est pas typable. (Observer que l’égalité des types est textuelle, en
particulier Fy # F) = Fy pour tous Fy, Fy.) En déduire que \x - xx, Q, Y, ©, ne sont pas typables.

Exercice 3 Montrer que si ' - u : F est un typage de u, alors F est déterminé de facon unique par I' et u.
Autrement dit, dans un contexte donné, le type est unique (s’il existe).

Exercice 4 Montrer que tous les entiers de Church sont de type (F = F) = (F = F), pour tout type F
et dans nimporte quel contexte I'. Soit natp=(F = F) = (F = F). Vérifier que I' - S : natp = natp,
'k [+] : natp = natp = natp, I'F [X] : natp = natp = natp. Montrer par contre qu’on n’a T+ [exp] :
natp = natp = natpg pour aucun type F', mais que 'on a ' - [exp] : natp— p = natp = natp.

Exercice 5 Posons F1 Xp Fo=(Fy, = F5 = F) = F. Montrer que les régles suivantes sont admissibles (i.e.,
que toute instance de ces régles est déductible des régles de la définition 1) :

F'ru:F, Thov:Fy
FF<’UJ,1}>ZF1><FF2 1—‘|—7T1:F1><F1F2:>F1 1—‘|—7T2:F1><F2F2:>F1

Montrer par contre que, de fagon surprenante, les régles suivantes ne sont pas admissibles en général :

I'tm iy xpFy=1 I'bmy: By xp By = B
Exercice 6 Par analogie avec l’exercice 4, comment définiriez-vous boolp ¢

Exercice 7 En s’atdant des exercices précédents, montrer que P est de type nat p=>natp dans tout contexte.

Exercice 8 (g%) Montrer que le terme de Maurey Gv v est typable, mais que bien que l'on ait :

[V sim<
Gy [m]fn] = {F zZnTZn_ b

Gv F n'a le type natp, = natp, = boolp,, pour aucun types Fiy, Fy, F3, et dans aucun contexte.

Une propriété importante que les A-termes possedent est la suivante, qui exprime que les programmes ne
changent pas de type pendant I’exécution. Cela peut paraitre trivial, mais il faut le vérifier.

Lemme 1 (Auto-réduction) Si 'l wu: I est dérivable et u —73, v, alors I' - v : I est dérivable aussi.

Preuve : Par récurrence d’abord sur la longueur de la réduction de u vers v, ensuite sur la profondeur du
rédex contracté dans u. Les cas de récurrence sont triviaux, traitons donc des cas de base, ot u est lui-méme
le rédex contracté.



(8) u est de la forme (Ax - s)t et v = s[x := t]. Le typage de u se termine donc forcément par :

-

T,a:Fbs:F -
(Abs) SN2
'EXe-s: Fy=F F}—t:](*_' )
pp
F'E(Ax-s)t: F

11 ne reste plus qu’a montrer que I - s[z := t] : F est dérivable aussi. Nous montrons plus généralement
que si Iz : F1,A F s: F a une dérivation 7, alors I A I s[z := t] : F est dérivable aussi, par
récurrence structurelle sur .

— Si 7 se termine par une régle (Var), alors soit s # x, donc s est une variable y telle que y : F
est dans I', A, sz := t] = y, et nous dérivons I', A F s[x := ¢] : F par la régle (Var); soit s = z.
Dans ce dernier cas, F' = I, et nous devons dériver I'; A F ¢ : F', sachant que nous avons déja

une preuve my de I' = ¢ : Fy. Cl’est une conséquence du lemme suivant, qui dit essentiellement
qu’on peut toujours ajouter des hypotheses de typage inutiles :

Lemme 2 (Affaiblissement) SiT't: F est dérivable, alors T, At : F aussi.

Preuve : Récurrence structurelle facile sur la dérivation de typage donnée. Intuitivement, on
ajoute A a gauche de tous les jugements dans la dérivation. &

— Si m se termine par une régle (App), alors s est de la forme s1s2 et 7 se termine par :

-
Iao:F,Abs :F{=F T,o:F,AFsy: F]
(App)
T,x: F,AF 3185 : F

Par récurrence, I', A b si[z :=t] : F{ = F et I', A F sy[x :=t] : F| sont dérivables, donc aussi
I A& s[z:=1t]: F par (App), puisque s[x :=t] = (s1]z := t])(s2]z :=t]).

— Si my se termine par une regle (Abs), alors s est de la forme Ay - s1, F est de la forme F] = F} et
1 se termine par :

—

NS
Dyz: F,Ay: FlF s Fy
D,x: F,AF )Xy s F = F,

(Abs)

Par récurrence (avec A remplacé par A,y : FY), on peut dériver T, A,y : Fy F s1[z :=¢t] : F}, donc
T,AE Ay« (s1]x :=1t]) : F{ = F} par (Abs). Mais Ay - (s1]x :=t]) = (\y - s1)[x :=t] = s[z :=t] car
y n’est pas libre dans t et  # y. En effet, y n’est pas libre dans ¢ car toutes les variables libres
de ¢ sont dans domI" (ceci vient du lemme suivant), et y n’est pas dans domI' par construction.

Lemme 3 SiT'F¢: F est dérivable, alors fv(t) C domT'.
Preuve : Récurrence structurelle triviale sur la dérivation donnée. &

(n) w est de la forme Az - vz avec x non libre dans v, F est de la forme F; = F5, et le typage de u doit se
terminer par :

T
Te:FFov: = F,x:Fl}—J;:Fl(
(App)
Ix: FiFox: Fy
I'tAz-vx: Fy = Fy

Var)

(Abs)



Mais la sous-dérivation 7y conclut déja I',x : Fy v : F; = F5. On conclut par le lemme :

Lemme 4 (Amincissement) Si I,z : Fy - v : F est dérivable et x n’est pas libre dans v, alors
I'-v: F est dérivable.

Preuve : Récurrence structurelle triviale sur la dérivation donnée. &

Le lemme 1 dit que si uw se réduit en v, v a tous les types que u possede, mais v peut en acquérir de
nouveaux :

Exercice 9 Soit u=\z-yx, v=y (donc u —, v), ot y est une variable différente de x. Montrer que v a des
typages que u n’a pas. De méme pour u=(Ax1, x2 - x2)( Az - yx)y, v=y (donc u —g v).

Exercice 10 Montrer que les régles suivantes sont acceptables pour ce qui est du typage, au sens ot elles
préservent la propriété d’auto-réduction, et préciser les conditions sur les variables libres dans w et v qu’il
faut vérifier pour cela :

(0) Az - u)vw — Az - uw)v

(v) Az-Ay-u)v —Ay-(QAx-u)w

Il s’agit de réductions supplémentaires pour le A-calcul, qui défissent la relation de o-équivalence [Rég94).

Le A-calcul simplement typé est alors confluent :

Corollaire 1 (Church-Rosser) Pour tous A\-termes simplement typables u, uy et ug tels que u —* uy et
u —* ug, il existe il un A-terme simplement typable v tel que u; —* v et ug —* v.

Preuve : Il existe un A-terme v tel que u; —* v et ug —* v parce que le A-calcul (non typé) est confluent.
Ce terme v est alors lui-méme typable, car tout typage de u en est un de v, par le lemme 1. O

La propriété la plus intéressante du A-calcul simplement typé, et qui le distingue du A-calcul non typé
est le théoreme suivant :

Théoréme 1 Tout A-terme simplement typable est fortement normalisant pour les relations — g, et —3.

Preuve : 1l suffit de le démontrer pour —g,. L’argument le plus simple est da & W. W. Tait, cf. [GLT89],
que I'on peut présenter comme une version corrigée d’une tentative de preuve qui ne fonctionne pas. (Cette
fagon de présenter est due a Jean Gallier.)

Soit SN l'ensemble de tous les A-termes fortement normalisants (pour “Strongly Normalizing”). On
voudrait démontrer que si I' - u : F' est dérivable, alors u € SN. Essayons de le démontrer par récurrence
structurelle sur u. Si u est une variable, c’est évident car u est normal. Si u est une abstraction Az - uq,
alors les seules réductions partant de u sont dans u; (ces réductions sont finies, par récurrence) ou bien de
la forme v —, v —* ..., avec u; = vz, = non libre dans v, auquel cas I’hypothese de récurrence s’applique
encore et les réductions obtenues sont encore finies. Toutes les réductions partant de u sont finies, donc
u € SN. Malheureusement, dans le dernier cas ou u est une application ujus, on ne peut pas conclure, et
cette démonstration échoue.

Dans cette tentative de démonstration, il y a un ingrédient que nous n’avons pas utilisé : le fait que u
était typable. Nous allons donc introduire une notion, dite de réductibilité mais n’ayant que peu de choses
a voir avec l'existence de réductions, faisant intervenir les types et qui impliquera la normalisation forte.

Disons que u est réductible de type F', en abrégé u € REDp si et seulement si :

e F est un type de base b et u € SN;
e ou F est de la forme Fy = F3, et pour tout v € REDp,, uv € REDp,.

Il s’agit d’une définition licite, par récurrence structurelle sur le type F'.

Montrons maintenant que tout terme réductible est fortement normalisant. C’est la propriété (CR1)
ci-dessous, les autres sont des propriétés que nous devons montrer par récurrence simultanée sur les types
F. Un terme est dit neutre s’il n’est pas une abstraction.



(CR1) Siu € REDp, alors u € SN.
CR2) Siu € REDp et u —g, v, alors v € REDp.
Bn
CR3) Si u est neutre et pour tout u’ tel que v —g, u', v’ € REDFp, alors u € REDF.
Bn

Démontrons donc ces propriétés par récurrence simultanée sur F. Si F' est un type de base, (CR1) est
vérifiée par définition; (CR2) est évidente, car toute sous-suite d’une réduction finie est finie; pour (CR3),
supposons que pout tout u’ tel que u —g, u’, ' € SN : toute réduction partant de u passe apres une étape
par un tel u’ et est donc finie, donc v € SN = REDp.

Considérons maintenant le cas inductif, ou F' est de la forme F} = F5 :

e (CR1) : soit u € REDp. Par définition, pour tout v € REDp,, wv € REDp,. Posons v=z, une
variable. Par hypotheése de récurrence sur F, cas (CR3), x € REDp,; en effet, x est neutre et ne se
réduit en aucun terme. Donc uz € REDp,. Par hypotheése de récurrence sur Fy, cas (CR1), uz € SN.
Mais toute réduction partant de u induit une réduction correspondante dans uz, et est donc finie.
Ainsi u € SN.

e (CR2) : soit u € REDp, u —g, u'. Fixons un v € REDp, arbitraire. Par définition, uv € REDp,.
Mais uwv —g, w'v, donc par hypotheése de récurrence sur Fy, cas (CR2), v'v € REDp,. Comme
v € REDp, est arbitraire, ' € REDp.

e (CR3) : soit u neutre tel que pour tout v’ tel que u —g, v/, v’ € REDp. Pour montrer que u € REDp,
fixons un v € REDp, arbitraire. Le terme uwv ne peut se réduire en une étape que vers un terme de
la forme u'v, avec u —g, «', parce que u est neutre. Mais par hypothese chacun de ces u’ est tel
que v’ € REDp, donc w'v € REDp,. Par hypothese de récurrence sur Fy, cas (CR3), uv € REDp,.
Comme v € RE Dy, est arbitraire, par définition de la réductibilité « € REDp.

Avant de continuer, définissons v(u), pour tout © € SN, comme la longueur de la plus grande réduction
partant de u. Ceci est bien défini parce que tout terme n’a qu’un nombre fini de rédexes : s’il n’y avait
pas de plus longue réduction partant de w, il y aurait des réductions arbitrairement longues partant de
u. Siwui, ..., ul sont les réduits en une étape de u, ceci implique qu’il existerait iy, 1 < i3 < n, et des
réductions arbitrairement longues partant de u; — si toutes les réductions partant de tous les uj étaient
de longueur bornée, il en serait de méme pour u. On construit ainsi par récurrence sur k une suite ufk telle
qu’il existe des réductions arbitrairement longues partant de ufk, en itérant le procédé. Mais la réduction
U =gy U —py ... =y UL —py ... serait alors infinie, contredisant u € SN.

Montrons maintenant par récurrence sur les termes que tout terme typable est réductible. Plus
précisément, montrons que si I' = w : F est dérivable, alors v € REDp. Examinons d’abord chaque
construction possible de typage :

1. Siu =z, alors u € REDp par (CR3), puisque z est neutre et normal.

2. Siw est de la forme uquq, avec u1 € REDp . F et us € REDp,, alors par définition de la réductibilité,
u € REDp. Le cas le plus compliqué est donc devenu le plus simple.

3. Si u est de la forme Az - uy, F = Fy} = Fy, et que uj[z := v] € REDp, pour tout v € REDp,, alors
u € REDp. (L’hypotheése u; € REDp, ne suffit pas, comme vous pourrez le vérifier vous-mémes.
Cependant, comme z lui-méme est dans REDp, par (CR3), 'hypotheése ui[z := v] € REDp, pour
tout v € REDp, implique lorsque v = z que u; lui-méme soit dans REDp,.) Pour montrer que
u € REDp, fixons un v € REDp, arbitraire et montrons que uv € REDp,. Ceci se fera par récurrence
sur v(up) + v(v) — cette quantité étant bien définie parce que u; et v sont réductibles donc dans SN

par (CR1).

Mais uwv est neutre et ne peut donc se réduire en une étape que vers : (a) ui[z := v] (que ce soit
par §-réduction de uv ou par n-réduction éventuelle de Az - u1); ou (b) (Ax - uj)v avec uq —g, ui;
ou (¢) (Az - up)v" avec v —g, v'. Le terme (a) est dans REDp, par hypothese, les termes (b) et (c)
par hypothése de récurrence. Donc par (CR3), uv € REDp,. Comme v € REDp, est arbitraire,
u € REDp.



A cause de la condition complexe dans le cas des abstractions, nous ne pourrons pas montrer directement
que I' F u : F' dérivable implique u € REDr. Montrons a la place le résultat plus général que :

() silyzy: Fy,...,xn: Fpbu:Fetv, € REDp, ..., v, € REDp,, alors
ulzry == v1,...,T, =0, € REDp
La notation u[zy := vy,...,x, := v,] dénote ici la substitution en paralléle de xy par vy, ..., de x, par
Un. A a-renommage pres, elle est définie par : x;[x1 1= v1,..., Ty = V|0, ylT1 = V1,0, T, = UR]=Y
siy & {x1,...,zn}, (WO)[x1 = v1,..., 20 = Vp]=(u[z1 1= V1, ., Ty = 0] (V[T = V1, X, = UR]),
Az -u)[xy =01, @y = 0| EAT - (u[zy =01, T = 0y)).

Montrons (&) par récurrence structurelle sur u. Si w est une variable x;, 1 < i < n, alors par hypothese
u[z1 :=v1,..., Ty :=vy] =v; € REDFp,, et F; = F par typage, donc u[z; := v1,...,%, :=vy] € REDp. Si
u est une autre variable, alors c’est par le point 1. ci-dessus. Si u est une application, c’est par récurrence et le

point 2. ci-dessus. Siu = Az-uj, F = F{=F}, alors par récurrence u[z1 := v1,...,%y := Up, T := 0] € REDp;
pour tout v € REDFI/, donc par le point 3. ci-dessus, u[z :=v1,...,2Z, = vy] € REDF.

Dans le cas n = 0, on en déduit le cas particulier I' - w : F' dérivable implique u € REDpg, qui implique
u € SN par (CR1). &

En somme, un programme simplement typé finit toujours par s’arréter. Ce n’est pas le cas dans la plupart
des langages de programmation, y compris Pascal et OCaml, qui sont pourtant des langages typés. La
raison principale est que ces langages fournissent tous une construction primitive de boucles ou de récursion
(et rec en OCaml). De fagon analogue, on peut voir cette capacité de récursion comme ’existence dans ces
langages d’un opérateur de point fixe Y de type (F'= F)=F, avec comme régle de réduction Y f — f(Y f).
Le A-calcul simplement typé enrichi avec un tel opérateur Y n’est alors plus fortement normalisant.

La propriété de normalisation forte, pour étrange qu’elle paraisse dans un cadre de langage de program-
mation, sera centrale dans la section qui suit.

1.2 Logique minimale

Si 'on regarde les regles de typage simple du A-calcul, et que 'on efface les A-termes et les variables des
jugements de typage, on obtient les regles suivantes, formant le systéeme NJm :

—— (Ax)
I,F-F

'-kh=F TFR I'Fi+ Fy
(oB) — 2
I'EFy 't F = F,

Or si on lit maintenant ces regles en interprétant les types F' comme des formules, le symbole = comme
I'implication logique, et les jugements F1, ..., F,, = F comme des affirmations de la forme “sous les hypotheses
Fy, ..., F,, la formule F est vraie”, alors ces regles fournissent un systeme de déduction logique tout a fait
correct. La premiere regle dit que l'on peut toujours déduire une formule faisant partie de l’ensemble
d’hypotheses, la deuxieme est le modus ponens, ou élimination de limplication, qui permet les déductions
logiques : si F; implique F3, et d’autre part F; est vraie, alors Fy ’est aussi; la troisieme est le théoréme de
la déduction, ou introduction de l’implication : pour prouver que F; implique Fy (conclusion de la régle), il
suffit de poser F; en nouvelle hypothese et de démontrer Fy (prémisse).

Un tel systeme de déduction est appelé systeme de déduction naturelle, et a été inventé par Gerhard
Gentzen dans les années 30. Un tel systeme est caractérisé par le fait que toutes les regles agissent sur les
formules & droite du symbole .

On ne peut pas démontrer toutes les formules valides de la logique propositionnelle classique en NJm.
Par exemple, ((F1 = F») = Fy) = F}, la loi de Peirce, n’est pas prouvable en NJm, bien qu’elle soit vraie en
logique classique (exercice : tester la valeur de la formule quand F} et F» parcourent I’ensemble des booléens,
et vérifier cette derniere assertion). La logique que le systéme de déduction NJm définit est une logique
différente, appelée logique intuitionniste minimale, ou logique minimale.

Comme on le voit, il y a correspondance bijective entre les regles de déduction de logique minimale et
les regles de typage du A-calcul. Ceci implique qu’il y a correspondance entre preuves en logique minimale



et A-termes simplement typés : on obtient un A-terme u tel que xy : Fi,...,x, : F,, = F a partir d’une
preuve de Fi,..., F, - F en NJm en remplagant les axiomes F1, ..., F,, ..., F; - F; par une variable z;, les
éliminations de I'implication par des applications et les introductions de I'implication par des abstractions.

Réciproquement, tout A-terme u dénote un squelette de preuve, qui peut étre complété en une preuve
réelle si et seulement si u est simplement typable. Ces considérations nous permettront de voir les dérivations
de typage comme des preuves en NJm, décorées par des A-termes décrivant le squelette de la preuve.

Que signifient alors les propriétés d’auto-réduction et de normalisation forte ? La g-réduction réécrit des
A-termes, donc des squelettes de preuve. Un (-rédex correspond a une preuve de la forme suivante :

z:Fitu:F .
'FX-u:Fi=F TI'Fv:
Pz -u)v:F

et son (-réduit est, par auto-réduction, encore une preuve de F sous les hypotheses I'. Le processus de
[B-réduction est donc un processus de transformation de preuves. Par la propriété de normalisation forte, ce
processus s’arréte toujours. La (-normalisation est donc un processus de simplification, de mise en forme
normale de preuves.

Il a pour effet d’éliminer des détours. Considérons la preuve correspondant au (-rédex ci-dessus. FElle
consiste & prouver F' en commengant par prouver F' sous I’hypotheése supplémentaire F; (par la preuve ),
et & prouver I} d’autre part (par la preuve 7). Réduire le S-rédex consiste a éliminer le détour via le lemme
auxiliaire Fi, et a démontrer F' directement.

Formellement, un détour est une régle (=1) introduisant le connecteur = dans la prémisse majeure (celle
de gauche, qui contient le connecteur = éliminé) d’une regle (=-E). On obtient ainsi :

Lemme 5 (Prawitz) SiT'F F est prouvable en NJm, alors il a une preuve sans détour.

Preuve : Soit I'=Fy,..., F,. Si T' b F est prouvable en NJm, alors il existe un terme u tel que
x1: F1,...,x, : Fy Fu: F soit dérivable. La forme normale de u existe par la propriété de normalisation
forte, et correspond donc a une preuve sans détour de I' - F en NJm. &

Les preuves sans détour, a leur tour, ont leurs squelettes décrits par des A-termes en forme normale. Ce
sont donc des termes de la forme :

AT1, ey Ty - TUL « o« Uy
ou z est la variable de téte et uq, ..., u, sont eux-mémes normaux. (Voir le théoréeme de standardisation
en partie I, et la notion d’arbres de Béhm.)
Une preuve sans détour a donc la forme (ot les variables du contexte sont supposées étre 41, ..., Tp,

d’autre part x est ; pour un certain i, 1 <i <p, et F; est de la forme F;; = ... = F;, = F) :

Ty Fy, ooy By buy c Fyy oo Doy s Fry ooy s Fro by 2 F

(Az) et (=FE) n fois
Tozy: Fu,...,x;m By b xuq o ouy o F
(=1) m fois
Xz, @ - 2Uy .Uy - Y= .. = F = F

En éliminant les A-termes de la preuve, on a donc effectué une étape de preuve de la forme :

AFF, ... AFF
AFF

(BC)

o A est F1,..., F, et contient F;=F;; = ...= Fj,, = F, suivie éventuellement d’une de la forme :



T,F,... Fp bk F
'-F=...=F,=F

(="1)

oum > 1.

Si la derniere n’est qu'une généralisation de la régle d’introduction de I'implication (& droite de F), la
premiere est plus intéressante et agit en partie a gauche du signe - : pour démontrer F' sachant qu’une
hypothese prouve F;; = ...= F},, = F, il suffit de prouver Fjq, ..., Fj,. Il s’agit d’'une forme de chainage
arriére (backchaining; ceci généralise naturellement le mécanisme d’exécution de Prolog, cf. [MNPS91]).

Corollaire 2 Le systéeme NJm est cohérent: il existe des formules F non prouvables, c¢’est-a-dire telles que
Fu: F pour aucun u.

Preuve : Soit F' n’importe quel type de base. S’il existe une preuve F v : F', alors on peut supposer que u

est normal. Alors la derniere regle était soit (BC') soit (=71). Mais (BC) ne s’applique pas, puisqu’on n’a

pas d’hypothese & gauche de t, et (=71) ne s’applique pas, parce que F est un type de base. &
Ce résultat pouvait étre démontré de fagon beaucoup plus simple :

Exercice 11 En se rappelant que toute formule F prouvable en NJm est valide (vraie quelles que soient
les valeurs de vérité, vrai ou fauz, prises par les types de base), montrer que = F n’est pas prouvable pour
aucun type de base F'.

Exercice 12 On définit la forme n-longue nr-pu] d’un terme u=Azx1, ..., Ty Tuy ... Uy, en forme normale,
de type F=F; = ... = F, = b (b type de base, p > m) dans le contexte I', ot = est supposée de type
G=G1=...=G,=Fp1=...=F,=bdansT (g >n), par :

Nrer[UZATL, - T, Tngt - - y Lp r(nara, [u1]) - .. (Nara, [Un])(nAFF,,L+1 [Tm+1]) .- (A F nr, [xp])

o A=T,21: Fy,...,2p: Fp.

On notera que le type de x est déterminé en partie par le type F. D’autre part, la définition est par
récurrence sur la paire (|u|,|F|) ordonnée lexicographiquement, ot |u| est la taille de u, et |F| la taille du
type F. Intuitivement, nr-p[u] est obtenu a partir de u en appliquant la régle 1 & Uenvers autant qu’on le
peut sans créer de B-rédex.

Montrer que nri-plu] —* u et que siT' - w : F est dérivable, alors T+ nrplu] : F aussi. Par l’examen de
la forme de nri-rlu], en déduire que pour chercher si ' F est prouvable, on peut se restreindre & appliquer
(BC) uniquement lorsque F est un type de base, et a appliquer (=T1) avec F un type de base.

D’autres conséquences de la technique d’élimination des détours sont moins évidents, comme nous allons
le voir. On obtient le systeme NJf pour le fragment implicatif de la logique intuitionniste en ajoutant au
langage des types une constante L dénotant le faux (en tant que valeur de vérité), et en ajoutant la regle :

I'Fu: L
7(L
I'EVu: F

D’un point de vue logique, (LFE) exprime que du faux on peut tout déduire. Il n’y a pas de regle
d’introduction du faux, car il est dans notre intention que L ne soit pas prouvable. D’un point de vue calcu-
latoire, on ajoute la construction Vu a la grammaire du A-calcul. Intuitivement, si u : L, alors ’évaluation
de u ne termine pas, et on peut donc convertir le résultat inexistant de ’évaluation de u a n’importe quel
type, en Vu : F.

Cette construction n’introduit pas de nouveau détour (introduction d’un connecteur en prémisse majeure
suivie de son élimination), mais elle permet & certaines autres simplifications de se produire :



-

Thu: L : 1T
(LE) L2 — Dhu: L
I'EVu:F=F T'Fov: k1 —— (LE)
P —— (=E) I'FVu: Fy
sk

Ceci est appelé une conversion commutative, et meéne a la regle de calcul Vuv — Vu. (Nous avons déja
vu quelques conversions commutatives a l'exercice 10.) Appelons le calcul combinant () et la conversion
commutative ci-dessus le AV-calcul.

Théoréeme 2 Le AV-calcul simplement typé est fortement normalisant.

Preuve : Meéme preuve que pour le théoreme 1, en considérant que L est un type de base; les seules
différences sont dans la définition des termes neutres — que ’on définira maintenant comme les termes qui
ne commencent pas par un A ou un V —, et qu’il faut vérifier que si u € RED |, alors Vu € REDp pour
tout type F. C’est par récurrence structurelle sur F. Comme v € RED , u € SN. Si F est un type de
base, alors Vu ne peut se réécrire qu’a l'intérieur de u, et est donc dans SN, donc dans RED . Si F est
de la forme F} = Fj, alors par hypotheése de récurrence Vu € REDp, (*). On montre par récurrence sur
v(u) + v(v) que pour tout v € REDp,, Vuv est dans REDp,. C’est par (CR3), en regardant ou se déroule
la premiére réduction : si elle s’effectue dans u ou dans v, on utilise I’hypothese de récurrence, et si c’est
Vuv — Vu, alors c’est par (*). Donc Vuv € REDp,, et v étant quelconque, Vu € REDp. &

Corollaire 3 Le systéme NJf est cohérent.

Preuve : Comme pour le corollaire 2, les formes normales u, ou F u : b est dérivable, sont nécessairement
de la forme hu; ... u,, ot h est une variable ou le symbole V (auquel cas n = 1). Le seul ingrédient nouveau
est que nous effectuons une récurrence structurelle sur u. Si u est tel que F u : b est dérivable, pour b un
type de base, alors m = 0 car b est un type de base, et h ne peut pas étre une variable car le c6té gauche du
jugement est vide. Donc h est V et n = 1. Mais alors on a une dérivation plus petite de - u; : L, ce qui est
impossible par hypothese de récurrence. &
On a démontré en particulier que le faux L n’était pas prouvable. Mais on peut dire mieux. Notons = F
pour F'= 1 : il s’agit de la négation de F, représentée par le fait que —F est vraie exactement lorsque F'
implique une contradiction L. En logique classique, =—F' et F' sont équivalentes, mais pas en NJf :

Lemme 6 + ——F = F n’est pas prouvable en NJf en général.

Preuve : Prenons F un type de base b différent de 1. Soit u un terme normal clos de type =—b=-b. Par
typage et comme u est clos, u est nécessairement de la forme Az - w1, ot  : =—=b F wy : b. Le symbole de téte
de u; ne peut étre que x ou V. Si c’est z, u; est de la forme x ou xusy; mais aucun des deux cas n’est possible,
le premier impliquant ——b = b, et le second impliquant 1| = b. Donc u; = Vug, avec x : ==b F uy : L. Par
des arguments sémantiques comme dans 1’exercice 11, on peut conclure directement qu'une telle preuve du
faux a partir de ——b n’existe pas.

Mais montrons comment des arguments syntaxiques menent a la méme conclusion. Nous allons montrer
qu’il n’y a pas de terme normal v tel que I' - v : L, pour aucun I' ne contenant que des liaisons de la forme
x : ==b ou y : b. Supposons le contraire, et choisissons v de taille minimale. Alors v ne peut que s’écrire
zw pour une variable z de type ——b dans I' et un terme w tel que I' = w : —=b, ou Vv’ avec I' - v’ : L.
Mais le deuxieme cas contredirait la minimalité de la taille de v, donc seul le premier cas est possible. Si
le terme w ne commence pas par A, alors il s’écrit xw’ pour un x : —=—b ou bien y pour un y : b dans T,
mais ceci donnerait & w le type L ou le type b, ce qui est impossible. Donc w est de la forme Az - v/, avec
Iz : b : L. Mais ceci contredit ’hypothese de minimalité de la taille de v, encore une fois. O

Exercice 13 Montrer que F' = ——F est prouvable en NJf, et donner un \-terme de ce type.
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On voit donc que la logique NJf n’est pas la logique classique, puisque ——F = F' est vraie que F soit vraie
ou fausse. Il s’agit d’une logique intuitionniste, dont les principes remontent au mathématicien hollandais
Luitzen Egbertus Jan Brouwer au début du vingtieme siecle. La logique intuitionniste est constructive au
sens ou une formule est vue comme ’ensemble de ses preuves, L est 'ensemble vide et F'= G est 'ensemble
des algorithmes prenant en entrée une preuve de F' et retournant une preuve de G. Elle joue un grand role
en informatique théorique.

Exercice 14 (g%) On peut aussi donner une sémantique plus fine de la logique. Soit (W, <) un ensemble
ordonné quelconque dit de mondes, et p un environnement envoyant chaque type de base b vers un ensemble
de mondes p(b) tel que siw € p(b) et w < W', alors w' € p(b). On définit la relation w,p = F, ot w € W,
par :

o w,p =10 si et seulement si w € p(b) (autrement dit, p(b) est ’ensemble des mondes ot b est vrai);
e w,p k= L est toujours fauzx;
e w,p = F =G siet seulement si pour tout w' > w, si w' = F alors w' | G.

Montrer que si b u : F est dérivable, alors w,p |E F pour tout w € W, pour tout p comme ci-dessus,
pour tout (W, <). Montrer qu’il existe W, <), p et w € W tels que w,p = —-—b=b ne soit pas vrai. En
déduire une autre preuve du lemme 6. (La sémantique ci-dessus est la sémantique de Kripke de la logique
intuitionniste; elle est compléte au sens ot si w, p |E F pour tout w € W, pour tout p comme ci-dessus, pour
tout (W, <), alors F est prouvable en NJf.)

On peut encore enrichir la logique et obtenir le systeme NJi de logique intuitionniste en ajoutant au
langage des types des constructions Fy A Fy (conjonction) et FyV F. Nous le mentionnons ici, mais repartirons
de NJm dans les sections suivantes, car NJm contient déja 1’essentiel. Nous ajoutons les regles :

T'tFu:FyANFy I'tu:F T'ho:ly

———— (\Ei),i=12 (A)
F}_’]TiUIFl‘ F"<’LL,’U>ZF1/\F2

T'ru: B3 VvFE, Ty FiFovF Dieg: Fobwvg: F
U 1 2 T 1™ 01 T2 2 I~ V2 (\/E) Thu:F

Fl—caseu{ lelel}:F T'kyu: FiVEF,
Lo > V2

(VL),i=1,2

Les regles (AE7) et (AE3) permettent de déduire F, respectivement Fy & partir de Fy A Fy; de méme,
(VE41) et (VE3) permettent de déduire Fy V Fy a partir de Fy ou de Fy. La régle (AI) permet de prouver
Fi A\ Fy en prouvant Fy et Fy séparément, et la reégle (VE) permet le raisonnement par cas : si Fy V Fy est
vrai, et que l'on sait prouver F' en supposant soit F7 (cas 1) soit Fy (cas 2), alors c’est que F est vraie dans
tous les cas.

A ces regles de preuves correspondent les constructions indiquées venant enrichir le A-calcul. Les termes
sont maintenant définis par la grammaire :

+
AT =V ATAT AV AT AT | AT [ (AT AT) [ AT [ oA | case AT { 25 : j:+ } | VAT

La sémantique intuitive des nouvelles constructions est la suivante : (u,v) est le couple formé de u et de
v, T récupere la premiere composante et mo la seconde; la conjonction Fy A F5 est donc un produit cartésien
de F; et F;. La disjonction Fj V F5 peut-étre vue comme une somme disjointe de Fy et de Fs : tqu est
une conversion permettant de voir u € F; comme un élément de F V Fy, et similairement pour i et Fy;
réciproquement, tout u dans I V Iy est soit de la forme ¢1t1, t1 dans F, soit de la forme toto, to dans Fy,
L1171 — V1
L1XTg = V2
dans le second.

Outre la régle (3), 'élimination des détours demande & faire les transformations suivantes sur les preuves :

alors case u } retourne la valeur de vy[z1 := t1] dans le premier cas, et celle de va[xs 1= o]
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- ST
I‘}—ulel F"UQ.F/Q\I) _ 7Tz
T'F (uy,us) : Fy A Fy T'kwu;: F;

(AE;)
F l_ 7T7;<’U,1, UQ> : Fz

ce qui se traduit dans notre A-calcul enrichi par les régles 71 (u1, us) — ug et mo(us, us) — ug, et :

: o
Fru: B vI;) L ST ;
F"LiUIFl\/FQ I‘,:clell—vl:F F,$22F2|_1}22F - :
(VE) 'tz :=u]: F
Fl—casebiu{ fdn U }:F

L2T2 F— U2

ou la dérivation de droite est obtenue comme dans le cas (3) du lemme 1. Ceci méne & la régle :

L1T1 = V1
case L;U — vi[x; = ul
L2T2 F— VU2

On a aussi des conversions commutatives, dont la liste complete est :

Vuv — Vu
m(Vu) — Vu (i=1,2)
1i(Vu) — Vu (1=1,2)

— Vu

L1271 — N1w
— case u
o9 > VW

w }
L1171 — U1 L1 — ;U1 .
m; | case u —  case u (i=1,2)
Lo — T;V2
L1X1 — ;U1 .
—  case u ! (1=1,2)
oo > LjUg
v L1Y1 — wy
L2Y2 F— W2
L1y = w1
LoY2 — W2

L1171 > case U1

LT — v L1Y1 — wq
case | case u — case u
L2 F— V2 L2Y2 F— W2

Exercice 15 A quelles transformation sur les preuves correspondent les conversions commutatives ¢ En
déduire le théoréeme d’auto-réduction pour ce \-calcul enrichi.

LoT9 > case Vg

Exercice 16 On enrichit la sémantique de Kripke de ’exercice 14 par :
o w,p = F1 NF;y siet seulement siw,p = Fy et w,p = F;
e w,p = F1V F; siet seulement siw,p = Fy ouw,p = Fs.

Montrer que F'V —F n’est pas prouvable en démontrant d’abord qu’il existe (W, <), w et p tels que w,p =
F Vv —F soit faux.
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2 Logique classique et continuations

Comme ——F = F n’est pas prouvable en NJf, il est tentant d’ajouter une regle de déduction permettant
de le prouver. Cette régle correspondra & un nouveau terme a ajouter au A-calcul. Nous obtiendrons alors
un systeme de démonstration pour la logique classique.

En fait, nous connaissons déja le nouveau terme a ajouter ! Il s’agit de l'opérateur C de Felleisen
[FFKDS87], comme ’a découvert Griffin [Gri90]. Raisonnons en effet intuitivement, au niveau des types : C
prend une fonction f en argument, et cette fonction prend une continuation k en argument. Une continuation
est juste une fonction de type F'=- L, ou F est le type de la valeur V' a retourner, puisque kV ne retourne pas
(donc kV est de type L). La fonction f elle-méme ne retourne pas non plus, puisque fk est censée toujours
appeler une continuation, k ou autre, pour retourner son résultat; donc f est de type (F'= 1)= L = -—=F.
Et le résultat de Cf est de type F, le type de la valeur passée a la continuation. En somme, C est de type
——F = F'| pour tout F.

Pour des raisons esthétiques, on va préférer considérer que C n’est pas une constante, mais un opérateur
unaire du langage, tel que si u : =—F alors Cu : F. Une fois qu’on a C, la construction V n’est plus nécessaire :
il suffit de poser Vu = C(Az-u), olt z n’est pas libre dans u. (On notera que V est essentiellement 'opérateur
“abort” A de [FFKD87].) En effet, on a la dérivation :

Iz:=-FFu:L
'kXz -u:—=F
'FCAz-u): F

ou la premiere ligne est obtenue par affaiblissement du typage donné I' - : L de wu.
On obtient le systéeme de déduction naturelle ND suivant pour la logique classique implicationnelle :

I'Fuw:——F
SN ()
e B To:Fra:F
'ru:Fi=F Tkov:F Ix:Fibtu: Fy
=F) (=1)
I'uv: Fy X -u: = Fy

Ce systeme de déduction n’offre plus la symétrie entre regles d’introduction et d’élimination de NJm,
NJf et NJi. Ceci est réparé par le Au-calcul de Michel Parigot [Par92], que nous ne présenterons cependant
pas ici.

En attendant, la syntaxe du AC-calcul est :

A¢ ==V | AAC| AV - A° | CAC
et ses regles de réduction sont :

(8) Az -u)v —  ulr:=1]
(Cr) Cuv — C(Ak-u(Af-Ek(fv)))
(nC) CA\k-ku) — wu (k & tv(u))

On a laissé de c6té la regle (Cr), a savoir V(Cu) — C(Ak - u(Ax - k(Vx))) lorsque V est une P-valeur, car
elle est inutile logiquement.

Exercice 17 Montrer le théoréme d’auto-réduction pour XC.
Théoréme 3 Le AC-calcul simplement typé est fortement normalisant.

Preuve : Meéme preuve que pour le théoreme 1, en considérant que L est un type de base, et que les
termes neutres sont tous ceux qui ne commencent ni par A ni par C; la seule différence est qu’il faut vérifier
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que si u € RED__p, alors Cu € REDp pour tout type F. C’est, comme au théoreme 2, par récurrence
structurelle sur F'.

Si F est un type de base, c’est par récurrence double sur v(u) d’abord, et la taille |u| de u ensuite. En
effet, Cu est dans REDp si et seulement si u € SN. Soit R une réduction partant de Cu. Si R commence
par une réduction dans u, i.e. u — v, alors v(u’) < v(u), donc R est finie par hypothese de récurrence. Si
R commence par une réduction au sommet, alors la seule régle possible était (nC), donc u est de la forme
Ak ku', k non libre dans u'. Dans ce cas v(u') < v(u) et [u'| < |ul, donc hypothese de récurrence est encore
applicable, et R est donc finie encore une fois. R étant quelconque, Cu est dans SN, donc dans REDp.

Si F est de la forme Fy = F,, montrons que Cuv € REDp, pour tout v € REDp,. Notons d’abord que,
par hypothese de récurrence : (x) pour tout w € RED__f,, Cw € REDF,. Notons aussi que Cuv est neutre.
Montrons alors par récurrence sur v(u) 4+ v(v) que Cuv € REDF,, en utilisant (CR3). Le terme Cuv peut se
réduire en une étape soit vers (1) Cu'v avec u — u' (qui est donc dans RE Dp, par hypothese de récurrence),
soit vers (2) Cuv’ avec v — v’ (méme argument), soit vers (3) u'v par (nC) (avec u = Ak’ - k’v/, k' non libre
dans u’), soit vers (4) C(Ak - u(Af - k(fv))).

Dans le cas (4), on a le raisonnement suivant. Rappelons que : (xx) si a[z := b] € REDg, pour tout
b € REDg,, alors Az - a € REDg, -, (voir théoréme 1). Supposons que s € RED_p, et t € REDp, . F,
sont des termes arbitraires, s dénotant une valeur possible de k et ¢ une de f :

1. v € REDp, par hypothese;
2. donc tv € REDp,, par définition de la réductibilité;
donc s(tv) € RED |, par définition de la réductibilité;

t étant arbitraire, \f - s(fv) € RED—(p = ,), par (**);

oo W

donc u(Af - s(fv)) € RED,, par définition de la réductibilité;

&

s étant arbitraire, Ak - u(Af - k(fv)) € RED__p,, par (xx);
7. donc C(Ak - u(Af - k(fv))) € REDp,, par (x).

Dans le cas (3) montrons d’abord que : (xxx) si Ak’ - k’u’ € RED__p et k' n’est pas libre dans v/, alors
u' € REDp. Ceci se démontre par récurrence structurelle sur F'. Si F est un type de base, alors par (CR1)
M- K'v' € SN, donc v/ € SN = REDp. Si F est de la forme F| = F,, soit v € REDp, quelconque,
et considérons le terme AK” - (MK - K'u')(Ax - k" (2v)). Ce terme est dans RED__p,, en effet, pour tout
s € RED_p, (valeur de k"), pour tout t € REDp (valeur de x) :

1. tv € REDp, par définition;

2. donc s(tv) € RED, par définition;

3. t étant arbitraire, par (xx) \x - s(zv) € RED_F;

4. puisque par hypotheése Ak’ - k'u/ € RED__p, (k' - E'v/)(Az - s(zv)) € RED, ;
5. s étant arbitraire, Ak” - (A - K'v/)(Az - k" (2v)) € RED_ . F,.

Mais ce terme se réduit en Ak” - k”(u'v), qui est dans RED__p, aussi, par (CR2). Par hypothese de
récurrence, on en conclut w'v € REDp,. Comme v est arbitraire, ' € REDp. On a donc démontré ().
On traite maintenant le cas (3) en remarquant que si u = Ak’ -k'u’ € RED__p, alors &' € REDp par (xx),
donc le réduit w'v du cas (3) est dans REDp,.

En somme, tous les réduits en une étape de Cuv sont dans REDp,. Par (CR3), Cuv est donc dans
REDp,, et comme v est arbitraire, Cu € REDp, —p,.

Le reste de la démonstration consiste & redémontrer la propriété (&) du théoréme 1, par récurrence
structurelle sur les termes. &

14



Exercice 18 (@) Pourquoi la preuve de normalisation forte de XC plus la régle :
(Cr) V(Cu) — COAk-u(Az-k(Vx)))
otV est une P-valeur, est-elle plus difficile ?

Exercice 19 Montrer que les formes normales en XC sont de la forme A\x1,...,Tm - huy ... Uy, 0 uq, ...
Uy sont normaux, ou h est soit une variable soit le symbole C, et que dans ce dernier cas n = 1.

En déduire une procédure de recherche automatique de preuve pour la logique classique, en généralisant
les regles (—* I) et (BC).

)

Exercice 20 En utilisant les exercices 12 et 19, montrer qu’on peut encore restreindre l'usage de la regle
(=T I) dans la procédure de lexercice 19 au cas ot F est un type de base, comme dans l'exercice 12. A
quoi sert la régle (nC) dans ce cadre ?

Exercice 21 En logique classique, on peut définir le “et” par : Fy N Fo=(Fy = Fy= 1)= 1. Vérifier cette
identité sur les tables de vérité des deux cotés. On pose alors :

Ak - Buv
CAk-u(Az,y - kx))
C(Ak - u(Az,y - ky))

{u, v)
m™Uu
ToU

> 1> 1P

Montrer que ce codage définit bien les paires et les deux projections, au sens ou les régles de typage (AI),
(AE7) et (AE2) sont vérifiées, et ot on a les réductions :

mi{u,v) —T wu
mo(u,v) —T v

Comparer ce résultat avec l’exercice 5.

Exercice 22 En logique classique, on peut définir le “ou” par : F1V Fo=-F) = -Fy=- 1. Montrer que l’on
peut définir vy, Lo et la construction case par :

Lu
LU

case u{ bt }
oo +— Vg
ou k, ki, ko sont des variables fraiches. Montrer que ce codage définit bien les deux injections et l’analyse
de cas, au sens ot les régles de typage (VI1), (VI2) et (VE) sont vérifiées, et ot on a les réductions :

)\kl,kg . klu
)\kl,kg . ]fg’u

C(Ak - u(Azxq - kvy)(Azg - kva))

> 1>

>

111 — U1

case LU =1 vz =]
L2T2 F— U2
L1Z1 — U1 +

case Lol =T wglxg = uj
LoXo > V2

Montrer par contre que la conversion commutative :

L1Y1 — w1

. v . w L1T1 > case V1 . s w
— —
case (case u{ 1 ! }) { 11 ! } =)C Case u 2Y2 2

LoXo > U L —w L — w
222 2 2Y2 2 Loy > CAse Vg lel - wl
2Y2 2

n'est pas démontrable. (On admettra que le A\C-calcul est confluent.)

3 Arithmétique de Peano-Heyting
Si 'on peut noter les preuves de la logique propositionnelle par des A-termes typés, éventuellement légerement

étendus, on peut faire de méme pour des logiques plus expressives, incluant notamment des quantifications
(V, 3) et des principes de récurrence.
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3.1 Logique du premier ordre

Nos formules, ou types, seront dans cette section non plus des formules propositionnelles mais des formules
du premier ordre. Les types de base, ou formules atomiques, ne seront plus nécessairement de simples lettres
b, mais de la forme P(t,...,t,), ou P est un symbole de prédicat, et ou ty, ..., t, sont n termes. Si
n = 0, on retrouve le cas de la logique propositionnelle, et nous noterons P au lieu de P(). Les termes
servent a dénoter des valeurs sur lesquelles nous voulons raisonner. En arithmétique par exemple, les termes
dénoteront des entiers naturels, et notre seul symbole de prédicat sera 1’égalité ~ (que nous notons ainsi
pour ne pas confondre ce symbole avec la relation d’égalité =). Nous écrirons d’ailleurs par confort ¢; = to
plutdt que & (t1,t2). Si les formules atomiques sont décrites a 1’aide de symboles de prédicats, les termes
sont décrits a l'aide de variables i, j, k, ..., sur lesquelles on pourra quantifier, et de symboles de fonctions
fs g, h, ... En arithmétique par exemple, + sera un symbole de fonction binaire, et on notera t;+t2 au lieu
de +(t1,t2); 0 sera un symbole de fonction nullaire (sans argument), c’est-a-dire une constante.

En général, un langage L du premier ordre est la donnée d’une famille d’ensembles F,, dits de symboles
de fonctions d’arité n, et d’une famille d’ensembles P,, dits de symboles de prédicats d’arité n, tous ces
ensembles étant disjoints deux & deux. Etant donné un ensemble X dit de variables, 'ensemble T(L,X) des
termes de L a variables dans X est le plus petit tel que :

e toute variable dans X est dans 7 (£, X);

e pour tout n € N, tout f € F,,, tous t1,...,t, € T(L,X), le terme f(t1,...,t,) est dans T (L, X) (ou
f(t1,...,t,) est une notation pour le (n + 1)-uplet (f,t1,...,t,)).

En d’autres termes, 7 (£, X) est le langage T défini par la grammaire :
T:=X|Fo() | F(T)| FAT,T) | ...

Les formules atomiques sont les P(ty,...,t,), ou P € P, et t1,...,t, € T(L,X) (ceci représentant encore
un (n + 1)-uplet (P, ty,...,t,)).
Les formules F sont définies par la grammaire suivante, ou A désigne n’importe quelle formule atomique :

Fu=A|Ll|F=F|VX -F

Comme avant, on définit =F par F = 1. La variable ¢ dans Vi- F' est liée par V, et nous supposons que Vi - F’
et Vj - (F[i := j]) dénotent la méme formule, lorsque j n’est pas libre dans F. On a ici exactement les mémes
difficultés pour définir les variables libres dans une formule ou un terme, ’a-renommage entre formules, et
la notion de substitution de termes & des variables dans des termes ou formules, que dans le A-calcul pur.
Nous supposerons donc le probleme réglé.

De méme que nous avons étendu le langage des types, nous étendons le langage NJf des preuves par les
reégles suivantes, oll ¢ est un terme quelconque dans (VE) :

TFYi F I+F
E) ——— (D)

— (¥
T+ Fli = 1] ThYi F
(¢ non libre dans aucune formule de T")

On obtient ainsi le systeme NJf; de logique minimale du premier ordre.

La condition sur ¢ dans la regle (VI) est indispensable. Si on ne I'imposait pas, on pourrait, & partir de
P(i) + P(i), déduire P(i) - Vi - P(i) par (VI), c’est-a-dire pour plus de clarté P (i) - V5 - P(j), et & partir de
la :

P(i) - Vj - P(j)
TP = P
o D)
Z-(ﬂ$ w Q)WE)
- P(O) =V P(])
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par exemple, ce qui est absurde : ceci signifie que si P est vraie de 0, alors P est vraie de toute valeur,
et ceci pour n’importe quelle propriété P.

On veut trouver des constructions étendant le A-calcul permettant de donner des termes de preuves pour
les nouvelles régles. Une fagon simple de faire est de considérer qu'une preuve de Vi - P(i) est une fonction
qui & une valeur de i associe une preuve de P(i). Il n’y a donc quasiment pas a étendre le langage : si u
est une preuve de P(i), nous prendrons Ai - u comme preuve de Vi - P(i): (VI) introduira donc un A, comme
(=1), et de méme (VE) appliquera un A-terme & un terme du premier ordre.

Pour ceci, on enrichit le A-calcul par des termes du premier ordre:

A1 :V‘A1A1|)\VA1|VA1 |A1T|)\XA1

Pour qu’il n’y ait aucune ambiguité, on supposera qu’aucun terme du premier ordre ne peut étre confondu
avec un A-terme ordinaire, en particulier que X’ ne contient aucune des variables du A-calcul ordinaire, dans
V. Et les regles supplémentaires de NJf; par rapport a NJf sont les suivantes, ou ¢t est un terme et ¢ € X :

'Fu:Va-F F'Fu:F
(VE) (VI)
Lkut: Flz:=t] TEXNi-u:Vi-F
(¢ non libre dans aucune formule de I")

Les regles de calcul sont celles de NJf, soit celles du AV-calcul :
B) Az -uw)pw — ulx:=v]
(Br) (Mi-u)t — ufi:=t
(V) Vuv — Vu
oudans (B1) i€ X et t € T(L,X).

Lemme 7 (Auto-réduction) SiT't-w: F est dérivable en NJf; et u — iy U, alors ' v I est dérivable
en NJf, aussi.

Preuve : Comme au lemme 1. Le cas suivant que nous devons traiter est celui d’'un (5;)-redex:

-

I'Fu:F
(V1)
'X-u:Vi-F
(VE)

TE(Xi-u)t: Fli:=t]

et nous devons montrer que l’on peut transformer la preuve 71 en une dérivation de I' F w[i :=¢] : F[i :={],
sachant que ¢ n’est libre dans aucune des formules de I'. Pour ceci, il suffit de montrer le lemme auxiliaire
suivant :

Lemme 8 Sixzy : Fi,...,x, : Fyy b u: F est dérivable en NJIfy, alors @y : Fy[i :=1t],... @, : Fpli :=t] F
uli :=t] : F[i :=t] aussi.

Preuve : On montre le résultat par récurrence sur la preuve donnée 7 de =1 : Fi,...,z, : Fy Fu: F.
Plus généralement, montrons que l'on peut produire une preuve de x1 : Fi[i := t|,...,z, : Fp[i :=t] F
uli :=t] : Fi ;== t] de méme taille que w. Il n’y a aucune difficulté, sauf éventuellement lorsque la preuve
se termine par une régle (VI). Alors u est de la forme A\j - v et F est de la forme Vj - G, et on a dérivé

r1: Fi,...,z, : F,, F u: F & partir d’'une preuve 7 de xy : Fy,...,x, : F, b v : G plus courte que m,
ou j n’est pas libre dans Fi, ..., F,. Notons que j peut étre libre dans ¢. Soit k£ une variable qui n’est ni
libre dans F}, ..., F}, ni dans t. Par hypothése de récurrence, on produit une preuve 7) de zy : Fy[j :=

El,...,xn : Fplj == k] F o[j == k] : G[j := k], c'est-a-dire de z1 : Fy,...,x, 1 Fjy Fo[j := k] : G[j := k]
Comme 7} est de méme taille que 71, on peut encore appliquer ’hypothése de récurrence et produire une
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preuve 7{ de xy : Fi[i :=t],...,xp : Fpli :=t] F v[j := k][i :=¢t] : F[j := k][i := t]. Comme k n’est pas
libre dans Fy[i :=t], ..., F,[i := t] par construction (au contraire de j qui pourrait étre libre dans ¢), on en
déduit une preuve 7’ de x1 : Fi[i := 4], ..., @y : Fpli :=t] F Mk - (v[j := k][i :==t]) : Vk - (F[j := k][i := t]) par
(VI), qui est de méme taille que 7. Il ne reste qu’a observer que, & a-renommage prés, Ak - (v[j := k|[i :=t])
est (Aj - v)[i :=t] et que Vk - (F[j :=K][i :=t]) est (Vj- F)[i:=t]. o

¢

Théoréme 4 Tout \V-terme typable en NJfy est fortement normalisant.

Preuve : C’est la méme preuve qu’au théoreme 2. Il suffit de modifier la définition des termes réductibles de
type F' du théoreme 1. Pour ceci, on définit RE D, comme étant I’ensemble des termes fortement normalisants
du premier ordre—c’est-a-dire de tous les termes du premier ordre. D’autre part, RE Dy;.r est défini comme
I'ensemble des A-termes u tels que pour tout t € RED,, ut € REDp;.—y. Cette définition de REDp est
toujours une définition valide, cette fois-ci non pas sur la structure de F', mais sur la structure du squelette
Sk(F) de F. On définit ce squelette par : Sk(A)=x* pour toute formule atomique A, oll * est un symbole
fixé, Sk(F = G)=Sk(F) = Sk(G), Sk(Vi- F)=Vi- Sk(F). 1l est nécessaire de passer par le squelette : dans
la définition de REDy;.r en fonction de REDpj;.—y, F[i := t] n’est pas en général une sous-expression de
Vi - F'; par contre, Sk(F[i := t]) = Sk(F) est une sous-expression stricte de Sk(Vi - F') = Vi - SE(F), ce qui
justifie la récurrence utilisée dans la définition.

La preuve du théoréeme se déroule ensuite comme au théoreme 1, modifié comme au théoréeme 2, sans
différence essentielle.

Mais il y a une fagon plus simple d’établir le méme résultat, qui consiste a effacer toute information du
premier ordre dans les types et les A-termes. Le slogan ici est que, du point de vue de la réduction des
preuves, tout ce qui est terme et quantification du premier ordre ne sert a rien.

La fonction d’effacement sur les formules est définie par :

E(P(t1,....t))=P E(F\ = Fy)=E(F,) = E(F,) E(Vi F)2E(F) E(L)=L

et fournit donc des types simples & partir de formules, ou les types de base sont simplement les symboles de
prédicats. Sur les termes, on définit :

E(z)=2x E(w)=E(u)E(v) E(Ax- u)=Xx - E(u)
E(ut)=E(u) E(\i-u)=E(u)

ol ¢ est un terme du premier ordre. Il est facile de voir que si ' F w : F' est dérivable en NJfq, alors E(T)
E(u) : E(F) est dérivable en NJf, ot E(T") est défini par E(zy : Fi,...,2n : Fp)=x1 : E(F1),..., 2y 1 E(F).
D’autre part, si u — v par (8) ou (V), alors E(u) — E(v) par (£) ou (V) respectivement; et si u — v par
(61), alors E(u) = E(v). Donc s’il existe une réécriture infinie partant d’un terme u typé en NJf, alors
comme toute réduction partant de F(u) est finie par le théoréme 2, c’est qu’il existe un réduit v de u & partir
duquel on peut mener une réduction infinie en n’utilisant que la regle (81). Mais cette régle fait diminuer de
1 le nombre d’applications de A-termes a des termes du premier ordre, et ne peut donc étre appliquée qu’un
nombre fini de fois & la suite. D’ou le théoréme. O

Corollaire 4 Le systeme NJf, est cohérent.

Preuve : Exactement comme au Corollaire 3. O
Il n’y a donc pas de contradiction en logique intuitionniste du premier ordre.

Exercice 23 La logique intuitionniste du premier ordre inclut en fait des constructions pour le A, le V et
le quantificateur 3. Les deux premiers sont traités comme en section 1.2. Le quantificateur existentiel a les
regles de déduction suivantes :

lcu:3i-F Tyx:Frov:G Phw: Fli =1

JE —_— (3
'k case u{viz — v} : G GE) I‘I—Ltu:EIi-F( )

(i non libre dans G et dans aucune formule de T")
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Les notations v et case sont censées rappeler les constructions de preuves pour les régles du V, mais
observer que ttu est essentiellement un couple formé d’un terme t et d’une preuve u de F[i := t], et que
case w {viz — v} prend un w qui doit étre un tel couple, récupére le terme t dans i, la preuve u dans x et
ensuite évalue v. La régle de réduction correspondante est :

(Jcase) case wtu {vix — v} — v[i := t][x = u]

Soit NJf7 le systéme obtenu & partir de NIfy en ajoutant les régles de déduction (3E) et (3I). Les régles
de réduction de NJf] sont (3), (81), (V) et (3case). Montrer que cette notion de réduction est fortement
normalisante sur les termes bien typés. (E’tendr@ la technique d’effacement du théoreme 4. Pourquoi la
technique par réductbilité est-elle plus difficile & adapter ?) En déduire que NJf% est cohérente.

Exercice 24 On définit le systéeme de déduction NDy a partir de ND comme on a défini NJf1 a partir de
NJIf : les régles de typage sont (Ax), (=F), (=I), (-—E) ainsi que (VI) et (VE). Le A-calcul que nous
utilisons est défini par la grammaire :

AS = V| ASAS | AV - AS | CAS | AST | AX - AS

ot T est T(L,X). Les régles de réduction sont (3), (Cr), (nC) et (B1). Montrer, en s’inspirant des résultats
déja démontrés, auto-réduction et la normalisation forte de ce calcul. En déduire que la logique classique
(implicationnelle) du premier ordre est cohérente.

Un point qui se dégage ici est que le quantificateur universel se comporte presque exactement comme
I'implication. Ceci peut étre formalisé en utilisant des types dépendants. Ceci a aussi le mérite de rendre
plus esthétique le systeme de types de ND;. On aboutit ainsi a une logique qui s’appelle LF, dans laquelle
le constructeur fondamental de types n’est plus I'implication = mais le produit dépendant Iz : Fy - F5. Les
termes du premier ordre sont codés comme des A-termes d’un type spécial que I’on notera ¢. Lorsque F} = ¢,
IIz : ¢ - F représente Vx - F, et lorsque F; est une formule et x n’est pas libre dans Fy, IIz : F} - F5 représente
Fy = F». Consulter [HHP87] pour plus de renseignements sur LF.

3.2 Arithmétique de Heyting

L’arithmétique de Peano est la facon usuelle de formaliser I'ensemble des entiers naturels N et ses propriétés.
Il s’agit d’une théorie du premier ordre, dont les symboles de fonction sont 0 (constante, représentant 0), S
(fonction unaire, dénotant la fonction qui & n associe n + 1), + et * (fonctions binaires dénotant 1’addition
et la multiplication respectivement), et dont le seul symbole de prédicat est a2, qui est binaire. Le type ¢
dénote ’ensemble des entiers naturels, et les axiomes de Peano sont :

1. Vi-i=i (réflexivité de Pégalité);

2. Vi-Vj-im j= F= F[i:=j] (remplacement des équivalents : on peut toujours remplacer i par un j
égal a i dans toute formule F');

Vi - —0 = S(i);

Vi) S(0) ~ 8(j) = i ~ s

Vi - i+0 ~ ¢ (définition de I’addition, 1);

Vi Vj-i+8(j) ~ S(i+7) (définition de I'addition, 2);

Vi - ix0 a2 0 (définition de la multiplication, 1);

® N o ool w

Vi - ixS(j) = ixj+i (définition de la multiplication, 2);
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plus le schéma de récurrence :
Fli:=0]= (Vj - Fli:=j]=F[i:=8(j)]) = Vi-F

qui exprime qu’'une propriété F'(i) est vraie pour tout ¢ dés qu’elle est vraie en ¢ = 0 et que F'(z) implique
F(i+1).

La version intuitionniste de cette théorie s’appelle I'arithmétique de Heyting, et a les mémes axiomes
qui ci-dessus, mais est codée comme une extension de NJf; plutot que ND;. Nous étudions 'arithmétique
de Heyting parce que les transformations de preuve seront un peu plus simples que dans l'arithmétique de
Peano.

La principale difficulté ici est de trouver une nouvelle construction de A-termes interprétant le schéma
de récurrence. Intuitivement, il s’agit d’un terme R de type le schéma de récurrence lui-méme. Si u est
un terme de type F[i := 0], si v est un terme de type Vj - F[i := j] = F[i := S(j)], c’est-a-dire une
fonction qui prend un entier j en argument, un autre argument de type F[i := j| et retourne un terme de
type F[i := 8(j)], alors les régles de réduction suivantes semblent raisonnables, parce qu’elles satisfont la
propriété d’auto-réduction, autrement ce sont des transformations de preuves correctes. D’abord, Ruv0 — u;
ensuite, Ruv(S(j)) — v(8(j))(Ruvj).

Ce qui est intéressant, d’un point de vue calculatoire, c’est que Ruv définit une fonction de type Vi- F', des
entiers 7 vers des preuves de F', cette fonction g étant définie par les regles : g(0) — u, g(S(j)) — v(S(4))(g(4))-
La fonction g est définie par cas : son argument est soit 0 soit un successeur. De plus, la définition de g est
récursive, mais il n’y a qu’un appel récursif a g, et g(j + 1) est définie en fonction de ¢g(j) uniquement. Une
telle définition s’appelle une définition par récurrence primitive, et g est une fonction primitive récursive.

Nous allons aussi ajouter un terme ry de type 0 = 0, pour modéliser en partie 'axiome 1, mais il est
beaucoup plus naturel de ne pas ajouter de termes pour représenter les autres axiomes de Peano. Ala place,
on va définir une relation de simplification des formules de I'arithmétique par :

(0~8) 0~ S(t) —n L
(S=8) S(s)=S(t) —n s~=t
(4+0) s+0 —y s
(+8) s+S(t) —n  S(s+t)
(x0) sx0 —n O
(x8) s#S(t) —n  skt+s

Ceci est 'approche naturelle en Coq [BBCT99), et est aussi une instance de déduction modulo [DHK9S].
Notons 5 la plus petite relation réflexive symétrique et transitive contenant —y : ceci va nous permettre
de considérer deux formules en relation par la relation d’équivalence «<»§ comme interchangeables.
Les termes de preuves de I'arithmétique de Heyting du premier ordre sont les AV R-termes, définis par
la grammaire suivante, ott T est 7 (£, X) et L est le langage contenant les symboles =2, 0, S, + et * comme
décrit plus haut :

ANJ = V | ANJANJ | )\V . ANJ | VANJ ‘ ANJT ‘ )\X . ANJ | To | RANJANJT

Les regles de HA 1, Varithmétique de Heyting du premier ordre, sont alors les suivantes :
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F}—uzl (A:L‘)

—(LF . .
e e ) To:Fra:F
I'ru:Fi=F TrFov:F I'z:FikFu: F
(=E) (=)
I'Fuv: Fy I'EXx-u: = Fy
I'Fu:Vvi-F I'twu:F
, (VE) (V1)
T'Fut: Fli:=t F'EXi-w:Vi-F

(7 non libre dans aucune formule de I')

(Refly) l'ru:F 7 <—>§]F2( )
>
'Frp:0=0 Thu:Fy N

F'Fu:F[i:=0] Tkov:Vj-Fli:=j]= Fli:=5(j)]

(Rec)
I'F Ruvt : F[i:=t]

L’originalité de ce systéme est la regle («»f), qui permet de remplacer une formule par une for-
mule équivalente; pas n’importe quelle formule équivalente, d’ailleurs, juste une qui est calculatoirement
équivalente, ou I'équivalence calculatoire est définie par les regles de calcul —y. On a ici deux niveaux
de calculs : un dans les formules, par —p, et un dans les preuves, par les regles de réduction de notre
AV R-calcul. Ces régles sont les suivantes (noter que les quatre derniéres sont aussi des regles de —y) :

B) (Az-uwv — ufz:=1)
(61) (Ni-uw)t —  uli =1
(V) Vuw — Vu

(RO) Ruvd — u

(RS) Ruw(S(t)) — wvt(Ruvt)
(4+0) s+0 — s

(+8) s+S(t) — S(s+t)
(x0) s¥0 — 0

(%8) s¥S(t) —  skt+s

L’axiome 1 se démontre a l'aide de la régle (0 &~ 0) et du schéma de récurrence (Rec). Intuitivement, la
preuve est la suivante. Montrons s & s par récurrence sur s. Le cas de base est 0 = 0, ce qui est démontré par
la régle (Refl,). Le cas récurrent demande & établir S(s) ~ S(s) sous ’hypotheése s = s. Mais la conclusion
S(s) = S(s) est équivalente a 'hypothese, & cause de la régle de calcul (S ~ S). Formellement :

— — (Ax)
rijrjlFax:jr~j

w:j~ gt a:8(j) = 8(j)
FAx-z:j~j=5(j)~5S(
)

(V1)
(Rec)

—— (Refly) , —— : :
Fro:0=0 FXj-Ax-x:Vj-j~j=5(j) =~ S(j)

FRro(M-Ax-x)s:s~s

Le schéma d’axiomes de remplacement des équivalents 2 peut lui aussi entierement se démontrer dans
HA,, ou plutét chacune de ses instances peut se démontrer en HA; (cf. exercice 27). On dit que ce schéma
est admissible en HA .

Exercice 25 En supposant qu’il existe un terme de type Vi -Vj -1 = j = F = F[i := j]| pour toute formule
F de HA; (voir Uezxercice 27 pour une preuve de cette affirmation), montrer que le systéme HA 1 permet de
démontrer tous les axiomes de Peano 1-8 ainsi que toutes les instances du schéma de récurrence.
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Exercice 26 Montrer, réciproquement, que si I' - u : F' est dérivable en HA4, alors il existe une preuve
en logique du premier ordre de F' a partir des hypothéses de I plus des axiomes de Peano 1-8 et du schéma
de récurrence. Si vous souhaitez étre formels, montrer qu’il existe une preuve de 'y A F v : F' pour un AV-
terme v a trouver en fonction de la preuve de HA1 donnée, et ou A est une liste d’hypothéses comprenant
les azxiomes de Peano et un nombre fini d’instances du schéma de récurrence.

Exercice 27 (@) 1. Montrer que le terme Az - x est un terme de preuve de s =t =>S(s) ~ S(¢).

2. Montrer qu’on peut démontrer s &= t1 = So & to = S1+t1 = So+to, par récurrence sur l’entier s
puis sur Uentier to. (Les courageuz montreront que Ru(Aj - Az - v)sq en est un terme de preuve, ot
u=R(Az-Ay-z)( Ao Az Ax-Ay-Vy)ta : 51 & 61=0 & to=51 & t1+ta et v=R(Ax-Ay-Vy)(Ala-Azg-2)ts :
s1 /&t = S(j) =ty = S(s1+7) = t1+ta dans le contexte z : 51 & t] = S9 &ty = $1+82 & t1+12.)

3. Montrer qu’on peut démontrer s1 &= t1 = Sg &= ty = S1*t1 = Soxta, par récurrence sur S puls sur ta,
en utilisant le point précédent.

4. En déduire que pour tout terme t, on peut montrer s1 ~ sg = t[i := $1] &~ t[i := s9|. (Appliquer une
récurrence structurelle surt — pas une récurrence (Rec) sur la valeur entiére de t, notez bien.)

5. Montrer qu’on peut démontrer la symétrie de U’égalité en HA; : Vi-Vj - i~ j=j ~i. (Appliquer
une récurrence sur i, et dans chaque cas appliquer une récurrence sur j et simplifier par —n. Bonus
st vous arrivez & montrer qu’un terme de preuve possible est Ai - R(Aj - R ido(\i - Ax - id 1 )j)(Ni- Ay -
Rid) (Mk- Az - yk)j)i, ot idy est le terme Axg - x¢ de type 0 = 0= 0~ 0 et id, est le terme Ax; - x1
de type L = 1.)

6. Montrer qu’on peut démontrer la transitivité de l’égalité en HA, : Vi -Vj-Vj-ixj=>j~c k=i~ k.
(Indication : effectuer des récurrences sur i, j, k imbriquées dans cet ordre. Bonus si vous arrivez d
fournir un terme de preuve explicite !)

7. Déduire des points 4, 5 et 6 que l'on peut montrer s1 = t1 = F[i := s1] = F[i := t1] pour toute formule
F qui est une égalité s ~ t.

8. En déduire que l'on peut montrer s1 = t1=F[i := $1]= F[i := t1] pour toute formule F, par récurrence
structurelle sur F. En conséquence, toute instance du principe de remplacement des équivalents est
démontrable en HA .

A cause de la régle (%), la propriété d’auto-réduction est plus compliquée & démontrer qu’avant. Le
lemme d’affaiblissement (cf. lemme 2) est toujours aussi facile. Par contre, le lemme suivant est plus difficile :

Lemme 9 SiT z: Fibtu:Fy et T'Fv: Fy sont dérivables en HAq, alors T'F ulx :=v] : Fy aussi.

Preuve : Plus généralement, soit 7w une preuve de I',z : Fi, A+ u: Fy et 71y unede I' F v : F;. On
construit une preuve w de I', A b u[x := v] : F5 par récurrence structurelle sur 7.

Si o se termine par la regle (Ax), alors soit u est 2, donc F; = Fj, et on prend pour 7 un affaiblissement
idoine de 71, soit u est une autre variable y et 7 est la preuve qui produit I'y A -y : Fy par (Az). Si 7o se
termine par (=FE) ou (=1I), c’est comme au lemme 1, cas (App) et (Abs). Les cas olt my se terminent par
(LE), (VE), (VI) sont faciles. Si ma se termine par (Refl,), alors u = rg et u[z := v] est encore rg : on
définit = comme la preuve qui déduit I', A F 1y : 0 = 0 par (Refl;).

Si my se termine par («}), alors on a dérivé T',z : F1, A - u : F, & partir d’une preuve plus courte de
Ix: Fi,AFu: Fj, avec Fy <} Fj. Par hypothese de récurrence, on a une preuve de I', A - ufz := v| : FJ,
d’ott 'on déduit une de I', A - u[x := v] : F par («f).

Si 7o se termine par (Rec), alors on a dérivé ',z : F1,A b u : G[i := t], avec Fy = G[i := t] et
u = Ru'v't, & partir de preuves plus courtes de I,z : Fi,A F o : G[i := 0] et de T',a : F1,A F v :
Vj - Gli := j] = G[i := 8(j)]. Par hypothese de récurrence, on peut déduire I'y A F «/[z := v] : G[i := 0] et
LAV [z =] : V- Gli :=j] = Gli :=8(j)], donc ', A+ u : G[i :=t]. &

L’auto-réduction exprime alors que les régles de réduction de HA 1 sont bien des regles de transformations
de preuves de séquents en des preuves des mémes séquents :
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Théoréme 5 (Auto-réduction) SiT'F u: F est dérivable en HA, et u — v, alors T v : F est dérivable
en HA ;.

Preuve : Le cas de la regle () est par le lemme 9. Celui de la régle (81) est comme au lemme 8. Le cas
de (V) est évident. La regle (RO) correspond & réécrire la preuve :

FFu:G[i::O] FFU:Vj-G[i::'j]éG[i::S(j)]
I'F Ruvo : G[i := 0]

(Rec)

en 7, et (RS) correspond & réécrire la preuve :

Thu: C’[ilzz 0] Thov:Vj-Gli:= j]2:> ali=s()
T'F Ruo(S()) : Gli == 8(¢)] (Rec)

Tho:Vj-Gli=j]=Gli = ()], D Gli:=0] Truv:Vj-Gli:=j]=Gli:= S(j(’)lj-‘)ed
I'Fot: Gli:=t]= G[i .= S(t)] I'F Ruvt : G[i := t]
(=FE)

'+ vt(Ruwt) : G[i := S(t)]

Théoreme 6 Tout A\VR-terme typé en HA1 est fortement normalisant.

Preuve : Montrons d’abord que tout terme ¢ du premier ordre termine. Interprétons les termes ¢ dans les
entiers par : [0]=1, [S(¢)]=[t] + 1, [s+t]=[s] + 2[t], [s*t]=[s](3]t] + 1). Nous montrons que: (x) si t; — ta,
alors [t1] > [to]; ceci impliquera qu’il ne peut exister aucun réduction infinie & partir de ¢;. On montre
(x) par récurrence sur la profondeur du rédex contracté dans ¢;. Si ¢; est lui-méme le rédex, remarquons
que [s+0] = [s] +2 > [s], [s+S(¢t)] = [s] + 2[t] +2 > [s] + 2[t] + 1 = [S(s+t)], [s%0] = 4[s] > 1 = [0] (car
[s] > 1 pour tout s, comme une récurrence facile sur s le montre), et [sxS(t)] = [s](3[t] +4) > [s](3[t] + 3) =
[s](3[t] + 1) + 2[s] = [s*t+s]. Sity n’est pas lui-méme le rédex, alors c’est par ’hypotheése de récurrence. Par
exemple, si t; est de la forme S(t}), avec t] — th et to = S(t), alors [t;] = [¢}] + 1 > [th] + 1 = [t2].

Un AV R-terme est dit neutre s’il ne commence pas par A ou V. Soit SN I'ensemble des AV R-termes
fortement normalisants, RED | et RED~; sont définis comme étant SN, REDp_. ¢ est I'ensemble des
AV R-termes u tels que pour tout v € REDp, uwv € REDg, et REDy;.r est 'ensemble des AV R-termes u
tels que pour tous termes ¢ du premier ordre (qui terminent), ut € REDpj;.—y. Ceci est une définition de
REDp par récurrence structurelle sur le squelette Sk(F') de F. Comme d’habitude, montrons :

(CR1) Siu € REDp, alors u € SN.
(CR2) Siu € REDp et u— v, alors v € REDp.
(CR3) Si u est neutre et pour tout u' tel que u — v/, w' € REDp, alors u € REDp.

Ceci est par récurrence structurelle sur Sk(F). Si F est de la forme L ou s & ¢, ces propriétés sont
évidentes. Si F' est de la forme G = H, alors si w € REDp, pour tout v € REDg, uv € REDpg, donc par
hypothese de récurrence (CR1), uv € SN; par hypothese de récurrence (CR3), la variable z de type G est
dans RE D¢, donc ux € SN; donc w € SN: (CR1) est vraie. Si u € REDp et uw — v/, par définition pour
tout v € REDg, uv € REDpg et de plus uv — u/v, donc par hypothese de récurrence (CR2) v'v € REDp;
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comme v est arbitraire, ' € REDy, établissant (CR2). Si w est neutre et pour tout u’ tel que u — /|
u' € REDp, montrons que pour tout v € REDg, uv ne se réduit qu’a des termes de RE Dy, par récurrence
sur v(v), la longueur de la plus grande réduction partant de v (qui est bien défini car par hypothese de
récurrence (CR1) v € SN). Mais comme u est neutre, uv ne se réduit qu’a des termes de la forme u'v avec
u — v’ (donc w'v € REDpg car par hypothése v’ € REDFp) ou de la forme uv’ avec v(v') < v(v) (donc
wv’ € REDpy par hypotheése de récurrence). Comme uv est lui-méme neutre, par hypothese de récurrence
(CR3), u € REDp, ce qui établit (CR3).
On montre maintenant que :

() silyzy: Fy,...,xn: Fpbu: Fetv, € REDp,, ..., v, € REDp,, alors
ulry :=v1,...,%y :=v,] € REDFp

par récurrence structurelle sur u. Ceci impliquera le théoreme. Si u est une variable, une application ou
une abstraction, c’est comme au théoreme 1. Si u est de la forme Vv, alors ¢’est comme au théoréme 2. Le
cas intéressant est celui ol u est de la forme Rvwt, et découle du résultat auxiliaire : (o) si v € REDp[;;—q
et w € REDy;.pli.—jj= Fli:=s(j)], alors Rvwt € REDp(;.—. Nous montrons ceci par récurrence sur (v(v) +
v(w) + v(t),|t]) ordonné lexicographiquement, ot v est la fonction “longueur de la plus grande réduction”
et |t| est la taille du terme ¢ (le nombre de symboles dans t); la quantité v(v) + v(w) + v(t) est bien définie
sur ¢ car tout terme du premier ordre termine, et sur v et w car par (CR1) v et w sont dans SN. Rvwt est
neutre, donc par (CR3) il suffit de montrer que tous les réduits immédiats de Rvwt sont dans REDp(;.—y.
Mais Rvwt peut se réduire en Rv'wt avec v — v’ (qui est dans REDpp;,—y) par hypothese de récurrence),
en Rvw't avec w — w' (idem), en Rowt’ avec ¢ — t' (idem), ou en vt'(Rvwt’) avec ¢ = S(¥') : dans ce
dernier cas, v(v) + v(w) + v(t') <v(v) + v(w) + v(t) et |¢'| < |t|, donc hypothese de récurrence s’applique
et Rowt’ € REDp[;.—y; par définition de la réductibilité, vt'(Rvwt’) est dans REDpp.—g11y) = REDppi—y-
¢

Corollaire 5 L’arithmétique de Heyting du premier ordre HA 1 est cohérente.

Preuve : Supposons que u soit un terme normal tel que F u : L soit dérivable. On peut supposer sans
perte de généralité que u ne contient aucune variable libre du premier ordre, car si 4y, ..., i sont ces
variables, alors - u[iy := 0,...,4; := 0] : L est dérivable, et on peut remplacer u par toute forme normale
de uli; :=0,...,4 := 0], qui n’a aucune variable variable libre du premier ordre.

Supposons donc que u est un terme normal sans variable libre du premier ordre tel que F u : L soit
dérivable, de taille minimale. Alors u est nécessairement de la forme hu; ... u,, ou h est une variable ou le
symbole V (auquel cas n = 1), ou de la forme Rujust. Le premier cas est impossible car le c6té gauche du
jugement est vide. Le second cas implique que - u; : L, ce qui contredit la minimalité de u. Dans le dernier
cas, t étant normal et sans variable libre, ¢ est de la forme S(. .. (S(0))); c’est par récurrence structurelle sur
t: sit =0, c’est clair; si ¢ est de la forme S(¢1), c’est par hypothese de récurrence; et ¢ ne peut pas étre ni
de la forme t14t5 ni de la forme ¢1xty, car par hypothese de récurrence to commencerait par 0 ou par S, ce
qui contredirait ’hypothése de normalité de ¢. Mais comme ¢ = S(...(8(0))), Rujust n’est pas normal, ce
qui montre que le dernier cas est impossible lui aussi. &

Ceci est le premier résultat de cohérence non complétement trivial que nous avons démontré. Il peut
apparaitre trivial, cependant, et en voici une démonstration élémentaire. Pour toute fonction p de X vers
N (une wvaluation du premier ordre), pour tout terme ¢, définissons [t]p par : [0]p=0, [S(¢)]p=[t]p + 1,
[s+t]p=[s]p + [tlp, [sxt]p=[s]p x [t]p. Définissons la relation p = F (“F est vraie dans la valuation p”)
par : p = L est faux, p = s & ¢ si et seulement si [s]p = [t]p, p = F = G si et seulement si p = F implique
pE G, et pl=Vi-F siet seulement si p[i := n] = F pour tout n € N, ou p[i := n] envoie i vers n et toute
autre variable j vers p(j). Il est facile de voir que pour toute preuve de x; : Fy,...,z, : F, F u: F, pour
toute valuation p, p = Fy et ... et p | F,, impliquent p = F. HA; est alors cohérent parce que par exemple
F u: L n’est prouvable pour aucun AV R-terme u, sinon p = L serait vrai.

Cette démonstration sémantique est beaucoup plus simple que la démonstration syntaxique par normal-
isation des AV R-termes typés, mais en fait elle ne dit pas grand-chose : pour démontrer que pour toute
preuve de x1 : Fy,...,x, : Fj, F u: F, pour toute valuation p, p = F} et ... et p = F,, impliquent p = F,
nous utilisons les regles usuelles de I'arithmétique. Autrement dit, on utilise essentiellement les mémes regles
que celles de HA; pour montrer que les regles de HA; sont correctes : c¢’est un cercle vicieux.
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En général, on peut démontrer la cohérence de n’importe quelle théorie par ce moyen, méme de théories
incohérentes. Par exemple, considérons un langage de termes dans lequel on peut écrire {z | F(x)} pour
toute formule F'(x), dont la sémantique est ’ensemble de toutes les valeurs pour x qui rendent F'(x) vraie.
On adopte une régle de déduction qui exprime que t € {x | F(x)} si et seulement F(t) est vraie. Cette
regle est valide, et par le méme argument sémantique que ci-dessus, ce systéme est cohérent. Mais on verra
au lemme 14 que cette théorie la théorie naive des ensembles — est en réalité incohérente. La raison
pour laquelle la démonstration sémantique est incorrecte ici, c’est qu’elle suppose que 'on peut toujours
définir 'ensemble de toutes les valeurs vérifiant une formule donnée (voir la définition de la sémantique de
{z | F(2)}). Le fait que la théorie naive des ensembles soit incohérente montre que, justement, ceci n’a pas
de sens.

C’est pour éviter ce cercle vicieux, dans lequel finalement on rameéne la cohérence d’une théorie a elle-
méme, que David Hilbert a proposé au début du vingtieme siecle d’établir la cohérence des systemes logiques
utilisés en mathématiques par des moyens finitistes, c¢’est-a-dire n’utilisant des moyens de raisonnement qui
ne portent que sur des objets finis : entiers, arbres finis (donc aussi formules, preuves), mais pas les ensembles
quelconques d’entiers ou les arbres infinis, par exemple; et des principes de récurrence structurelle ou sur
les entiers, mais pas de quantification sur ’ensemble (infini) de tous les entiers ou de tous les arbres finis
par exemple. (Le systeme logique correspondant s’appelle arithmétique primitive récursive PRA et est
beaucoup moins expressif, donc aussi beaucoup moins suspect d’incohérence, que PA;.)

La preuve de cohérence de HA 1 que nous avons donnée est alors presque finitiste : les notions de formules
et de preuves sont finitistes, de méme que les transformations de preuves définies par les regles de réduction
du AV R-calcul et que 'argument du corollaire 5 montrant qu’il n’y a pas de AV R-calcul clos de type L. Le
seul argument non finitiste dans la preuve est I’argument de normalisation du théoreme 6, ou la définition
par récurrence structurelle sur F' du prédicat ©w € REDp repose sur des quantifications universelles sur des
domaines infinis : w € REDp_.¢ si et seulement si, pour tout v € REDp, uv € REDg. (Le fait que l'on
raisonne sur des ensembles RE Dy n’est pas non plus finitiste, mais comme la démonstration n’utilise REDp
que comme un prédicat u € REDp, ceci n’est pas une entorse grave au finitisme.)

En un sens, on ne peut pas faire mieux, et donc on ne peut pas échapper au cercle vicieux mentionné plus
haut : le second théoreme d’incomplétude de Godel peut en effet étre invoqué pour prouver qu’on ne peut
montrer la cohérence de HA; que dans un systéme logique au moins aussi fort que HA; lui-méme. (Nous ne
décrirons pas formellement ce théoreme; informellement, il énonce qu’on ne peut pas montrer la cohérence
d’une théorie mathématique T dans T elle-méme des que T est cohérente, récursivement axiomatisable et
contient Parithmétique de Peano du premier ordre — ou de Heyting, ce qui ne change rien.)

Toutefois, la démonstration du corollaire 5 montre que que la seule partie non finitiste, et ce donc d’une
facon essentielle, est argument de normalisation du AV R-calcul typé. En résumé, on a réduit la question
de la cohérence de HA 1 a la question de la seule terminaison d’une classe de programmes informatiques.

Exercice 28 (@) L’arithmétique de Heyting du premier ordre inclut en fait aussi le A, le V et le quantifica-
teur 3. Considérons le systéme HA?, obtenu a partir de HA en ajoutant les constructions de l’exercice 23.
Montrer que le AV R-calcul enrichi par les constructions ttu et case u{uix — v} avec les régles de typage
correspondantes est fortement normalisant. (Adapter la technique de réductibilité. Pourquoi la technique
d’effacement ne fonctionne-t-elle pas ? Montrer cependant que la technique d’effacement permet de mon-
trer que HAJT normalise faiblement : toute stratégie qui normalise d’abord par (3), (51), (V), (RO), (RS),
(Jcase), puis normalise le terme obtenu par —y aboutit a une forme normale pour les régles de HA?, Voir

aussi Uezxercice 30 et Uexercice 37.) En conclure que HA? est cohérent.

Exercice 29 L’arithmétique de Peano du premier ordre PA, est a HA, ce que NDy est a NJfy, a savoir
sa version classique. (Voir exercice 24.) Plus précisément, les régles de typage de PA; sont (Ax), (=F),
(=1), (-—F) ainsi que (VI) et (YE), (Refly), (<) et (Rec). Le A\CR-calcul qui est le A-calcul correspondant
est défini par la grammaire :

Alc\l,l =V | Alc\l,lAIC\I,l | AV Alc\m | CAﬁm ‘ Alc\l,lT | AX - Alc\l,l | o | RAI%,lAIC\I,lT

ou T est le langage des termes du premier ordre de HA. Les régles de réduction sont celles de HA;
moins (V), plus (Cr) et (nC). Montrer, en s’inspirant des résultats déja démontrés, 'auto-réduction et la
normalisation forte de ce calcul. En déduire que PA1 est cohérente.
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Exercice 30 Montrer qu’on peut définir 3i - F' en PAy comme —Vi - —F. Autrement dit, cette construc-
tion obéit aux régles de typage (IE) et (II) de Uexercice 23, pour une définition & trouver de itu et de
case u{viz — v}. Montrer que case ttu{vixz — v} —1 v[i := t][z := u]. En déduire que la notion de
réduction de HA? de Dexercice 28 normalise fortement.

4 Logique intuitionniste d’ordre deux et systeme F'

L’arithmétique de Peano du premier ordre PA 1, ou bien celle de Heyting HA 1, est en fait un systéme logique
relativement faible. Il se trouve que, méme si de nombreuses vérités arithmétiques sont démontrables en
PA; ou en HA;, il en existe de relativement simples qui ne sont pas démontrables en PA; [PH7S].

4.1 Logique et arithmétique d’ordre deux

Un systeme beaucoup plus complet est ’arithmétique de Peano du second ordre PA,, et sa contrepartie
intuitionniste HA5. Nous allons nous intéresser a HA 5, qui est défini comme HA; & partir de la logique du
premier ordre, mais a partir de la logique du second ordre. La nouveauté apportée par la logique du second
ordre est que nous disposons maintenant de variables de prédicats X, Y, ..., que 'on peut appliquer a des
termes du premier ordre, et sur lesquelles on peut quantifier.

Formellement, étant donné un langage du premier ordre £ donné par des familles de symboles de fonctions
Fn, n >0, et des familles de symboles ou variables de prédicats P, n > 0, on définit les formules du second

ordre par la grammaire :
Fu:=A|LlL|F=F|VX -F|VP, - F

ou A parcourt I’ensemble des formules atomiques, et les formules sont vues & a-conversion pres. La différence
avec les formules du premier ordre est I’ajout de la quantification VP - F' d’ordre deux. Par commodité, nous
supposerons que chaque ensemble P,, est infini.

L’autre différence avec la logique d’ordre un est la notion de substitution. Pour toute variable du premier
ordre i et pour tout terme ¢ du premier ordre, F[i := t] est défini comme d’habitude. Fixons une fois pour
toutes une suite de variables ki, ko, ..., alors F[P(ky,...,k,) := G], ou P est une variable de prédicat n-aire
et G est une formule est défini par récurrence structurelle sur F' par :

P(tlv atn)[P(klw 7kn) :G] = G[kl =1, ke = tn]
Q(tlw 7tm)[P(k17- -akn) :G] = Q(tlw-wtm) (P#Q)
1[P(ky,...,ky):=G] = L
(Fi = F)[P(ky, ... k) :=G] = (Fi[P(ki,... . kn) = G]) = (F2[P(ky,..., kn) == G])
(Vi - F)[P(k1,...,kn):=G] = Vi-(F[P(ki,...,kn):=G]) (i non libre dans G, kq, ..., ky)
(VQ - F)[P(k1,...,kn) =G| = ¥YQ-(F[P(ky,..., kn):=G]) (Q # P, @ non libre dans G)

ou dans la premiere ligne, c6té droit, la substitution est une substitution du premier ordre. Intuitivement,
la substitution [P(k1,...,k,) := G] consiste & remplacer P(ky,...,k,) par G, et donc aussi P(ty,...,t,) =
Pky,..., ko) k1 :=t1,... kn :=t,] par Glky :=t1,..., k, :=t,].

Les regles de déduction de la logique d’ordre deux sont celles de la logique d’ordre un plus :

I'FuG: F[P(ky,..., k) =G| 'FAP -u:VP-F
(P non libre dans aucune formule de T")

ou P € P,. De méme, HA, est HA; plus ces deux regles, et PAs est PA; plus ces deux regles.

Exercice 31 Soit X une variable de prédicat 0-aire. Démontrer (VX - X)= 1 et L = (VX - X)) en logique
d’ordre deur. En déduire qu’on n’a pas besoin de construction spéciale pour le fauzr en logique d’ordre deux.
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Notre A-calcul est le méme que le AV R-calcul, plus les constructions uG (application d’un terme & un
type) et AP - u (abstraction sur une variable de prédicat), et est défini par la grammaire :

AN72 o= V | ANygANﬁg | )\V . AN72 | VANg | ANVQT ‘ )\X . ANQ | To | RANygANﬁgT | AN72F | )\Pn . AN72

ou T est le langage des termes du premier ordre de 'arithmétique, et F' est celui des formules du second
ordre.
Les régles de réduction sont celles de HA 1, plus :

(Beta) (AP-u)F — u[P(ki,...,k,) :=F]

ou P est n-aire, et la substitution est étendue aux termes de preuve de facon immédiate.

4.2 Systeme F;

Les termes et les réductions de HA, sont complexes, et nous allons commencer par étudier une restriction
drastique, un systeme de typage du A-calcul appelé le systéme Fy et di a Jean-Yves Girard. Nous verrons
plus tard que le systeme F5 contient ’essentiel des caractéristiques logiques de HA .

On obtient le systeme F, d’une part en supprimant dans les formules tous les termes et toutes les
quantifications du premier ordre, en ne gardant que des variables de prédicats 0-aires, et en ne gardant
dans le AV R-calcul que le A-calcul plus les applications et abstractions du second ordre sur les variables de
prédicats 0-aires — on supprime récurseur, application et abstraction du premier et du second ordre non
O-aire.

Ce qui reste est un langage de types de la forme :

F=Py | F = F|[YPy-F

La substitution sur les types est la substitution usuelle (regarder la définition de la substitution d’ordre deux
lorsque la variable de prédicat est 0-aire).
Le A-calcul du systeme F5 est défini par :

Avt::V|AvAv|>\V'Av‘AvF|>\’P0'Av

ou F5, parcourt ’ensemble des formules ci-dessus; et les regles de typage sont :

— (Var)
z:FFax: F
'ru:Fi=F, Tkov:F Dyy: Fibulz:=y]: Fy
(App) (Abs)
T'uv: Fy I'Xx-u: Fy = Fy
I'ru:VP-F (T App) 'u:F
pp T Abs
't uG: F[P:=G] FF)\P-U:VP~F( )

(P non libre dans aucune formule de T")

D’un point de vue logique, ce systeme de typage est un systeme de déduction naturelle pour la logique
intuitionniste minimale propositionnelle quantifiée.
Les regles de réduction définissant — g, sont :

B) Az-u)v — ufz:=1)
(n) Az -ur — u (z non libre dans v)
(Beta) (AP-u)F — wu[P:=F]
(Eta) AP-uP — u (P non libre dans aucun type d’aucune variable libre de u)

Exercice 32 Montrer l'auto-réduction pour —g, et le systéme F. (Dans le cas de (Eta), montrer d’abord
la propriété d’amincissement, voir lemme 4.)
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Théoreme 7 Tout A-terme typé dans le systeme Fy est fortement normalisant.

Preuve : Bien que la preuve ne soit pas tres longue, elle est beaucoup plus subtile que dans les cas
précédents. Essayons d’adapter la méthode de réductibilité. Le probleme est de définir REDyp.p : on est
tenté de le définir comme étant I’ensemble des A-termes u tels que, pour toute formule G, uG soit dans
REDp(p.—g). Mais la formule F[P := G] n’est non seulement pas en général une sous-expression de VP - F/,
mais elle peut en fait étre beaucoup plus grosse. Le passage par le squelette comme aux théorémes 4 et 6 ne
fonctionne plus. Prenons en effet par exemple REDyp.p : sion le définit comme ci-dessus, ce sera [’ensemble
des A-termes u tels que, pour toute formule G, uG est dans RED¢. Autrement dit, pour définir REDyp.p,
on a besoin de disposer déja par hypothese de récurrence des définitions des RE D¢ pour toutes les formules
G — y compris VP - P, au passage. La subtilité fondamentale du systeme F5, comme on le voit, est que
lorsque ’on quantifie sur P pour définir VP - F', P varie sur toutes les formules, y compris la formule & définir
VP - F elle-méme. Un systeme logique qui a cette propriété est dit imprédicatif.

On contourne le probleme comme suit. Considérons des contextes C servant a interpréter les variables
de types : C est une fonction qui a chaque variable de type P associe un ensemble de A-termes. Pour
toute variable de type P et pour tout ensemble S de A-termes, notons C[P := S] le contexte qui & P
associe S et & tout @ # P associe C(Q). On définit alors I'ensemble RED$ des termes réductibles de
type F dans le contexte C. Ceci permettra de contourner le probléme en définissant (en gros) REDQP, F
comme l’ensemble des termes u tels que pour tout ensemble S de termes, pour toute formule G, uG est
dans RECg[P:S]. L’ensemble REDI(:: sera tel, notamment, que pour toute variable de type P, REDg sera
simplement l’ensemble C'(P). (Dans les preuves précédentes, c’était SN : on peut rejouer ces preuves en
utilisant le contexte qui & tout P associe SN.) Mais pour que la preuve de normalisation forte fonctionne,
il faudra que nous vérifions les propriétés (CR1), (CR2) et (CR3). Ces propriétés ne sont pas valides sur
REDS si C(P) est un ensemble arbitraire de termes. On restreint donc les C(P) a étre des ensembles de
A-termes particuliers appelés candidats de réductibilité. Définissons donc les candidats de réductibilité en
paraphrasant les conditions (CR1), (CR2) et (CR3). Un candidat de réductibilité est un ensemble S de
A-termes tels que :

(CR1) Siue S, alors u € SN.
(CR2) SiueSetu—p,u, alorsu €8.
(CR3) Si w est neutre et pour tout u’ tel que u —g, v/, v’ € S, alors u € S.

Dans cette définition, un terme neutre est un terme ne commencant pas par A, et SN est I’ensemble des
termes fortement normalisants pour —g,,.

Reprenons maintenant la définition de REDI(::. Pour toute variable de prédicat P, on pose donc
REDS=C(P); REDgliF2 est I'ensemble des termes u tels que pour tout v € REDJ;C;17 uv € REDI(;;;
et REDVCPA r est 'ensemble des termes u tels que, pour tout candidat de réductibilité .S, pour toute formule

G, uG € REDg[P::S]. Cette définition de REDS. est valide, et procéde par récurrence structurelle sur F.

Un contexte C est appelé un contexte de candidats si C(P) est un candidat de réductilibité pour tout
P. Montrons que RED$ vérifie les conditions (CR1) & (CR3), autrement dit que REDY est un candidat
de réductibilité pour tout contexte de candidats C' et pour toute formule F. Ceci ne présente pas plus de
difficulté qu’au théoreme 1, et s’effectue par récurrence structurelle sur F. Si F' est une variable de type P,
REDS = C(P) est un candidat de réductibilité par hypothese. Si F est de la forme F; = Fy, c’est comme
au théoreme 1. Le cas intéressant est celui ou F' est de la forme VP - F}. Remarquons d’abord que SN est
lui-méme un candidat de réductibilité; en particulier, il existe des candidats de réductibilité.

(CR1) Siu € REDI(,’:7 alors pour tout candidat S, pour toute formule G, uG € RED%[P::S] par définition.
En particulier pour S=SN, GEVX - X (par exemple). Par hypothese de récurrence, partie (CR1), uG

est dans SN, donc u aussi.

(CR2) Siu € REDS et u —g, v, alors pour tout candidat S, pour toute formule G, uG € REDgl[P::S] par
définition. Par hypothese de récurrence (CR2), comme uG — v'G, v'G € RED%[P::S]. Comme S et

G sont arbitraires, ' € REDS.
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(CR3) Si u est neutre et pour tout v’ tel que u —g, v/, v’ € RED$, montrons que u € RED%. Pour cela,
il suffit, par définition, de montrer que uG € RED%[P::S] pour tout candidat S et toute formule G.
Soit donc S un candidat arbitraire, G une formule arbitraire. Comme uG est neutre, pour montrer
que uG € REDgl[P:S], il suffit de montrer que tous ses réduits en une étape sont dans RED%[P:ZS],
par hypothese de récurrence (CR3). Mais uG ne peut se réduire qu'en «'G avec u —g, u' (auquel cas
u' € REDY par hypothese, donc v'G € RED%[P::S]) ou en u1 [P := G], & condition que u soit de la

forme AP - uq; mais ce dernier cas est impossible, puisqu’alors u ne serait pas neutre.

Observons que : (%) si @ n'est pas libre dans G, alors REDg = REDg[Q::S] pour tout candidat S.
Autrement dit, REDg ne dépend que de la restriction de C aux variables de prédicats libres dans G. On
montre () par récurrence structurelle sur G. Si G est une variable de prédicat P, alors REDS = C/(P), alors

que REDg[Q::S] = (C[Q := S])(P) = C(P) aussi, car par hypothese @) n’est pas libre dans G, donc @ # P.
Si G est de la forme G| = G, alors REDS = {u | Vv € REDg1 Suv € REDgQ} ={u|Wve REDgEQ:S] :
uv € REDgLQ::S]} (par hypotheése de récurrence) = REDg[Q::S]. Si G est de la forme VP - Gy, alors
REDE = {u | VS’ candidat -YG' -uG’ € REDG"=51} = {u| VS’ candidat-¥G’-uG’ € REDGF=51@=5]
(par hypothese de récurrence) = {u | VS’ candidat - VG’ - uG’ € REDgEQ:SHP::S/]} = REDg[Q:ZS].
Montrons maintenant que : (k) REDg[P::REDg} = REDIC;[ Pi=G]" Ceci est par récurrence structurelle

sur F. Si F = P, alors REDSP=FFPEl _ (0[P .= REDS])(P) = REDS = REDEp,_g. Si F est une

autre variable de prédicat @, REDC[P:REDg] = C0(Q) = RED§ = REDF[P —q) Si F est de la forme I} =

Fy, alors REDSIP=REPE _ fy | vy ¢ REDSIP=REPE) yy ¢ pEDSIP=REPEY — fy | vy € REDgl Pcl

wv € REDF (p.—q]t (par hypothese de recurrence) = REDl,g1 (PeGl= Fa[Pi=G] = REDC . Si F est de
la forme V@ - F}, alors REDC[P =REDG] = {u | VS candidat - VH - uH € REDC[P REDGHQ S} {u |

clQi=5]
vS candidat-VH-uH € REDG@=SIP=REPEY _ /| v§ candidat-¥H-uH € REDG® = SIP=1EDe
(par (x), car par a- renommage on peut supposer () non libre dans G) = {u | VS candidat - VH - uH €

RED Fl[QI')_ C];]} (par hypothese de récurrence) = REDg[ P=c)"

On a alors : (+) pour tout terme uy tel que uy [z := v] € REDE, pour tout v € REDY, , alors Az - u; €
REDE, Fy=F,- C’est comme au point 3. de la preuve du théoreme 1.

Aussi: (++) pour tout terme u; tel que uq [P := G| € RED?I[P::S] pour toute formule G et tout candidat
S, alors AP -uj € REDgP,Fl. Par hypothese, en prenant G=P et S=C(P), u; lui-méme est dans RED%,

donc dans SN par (CR1). Nous démontrons (++) en montrant que (AP - u;)G € RED%[P:ZS] pour toute
formule G et tout candidat S. C’est par récurrence sur v(u), en utilisant (CR3), puisque (AP - u1)G est
neutre. Mais (AP - u1)G ne peut se réduire en une étape que vers : (AP -u})G avec u; —g, u}, qui est dans
RED%[P:ZS] par hypotheése de récurrence; ou vers ui [P := G], qui est dans REDC[P =51 par hypothese; ou
vers u2G par (Eta), alors que u; est de la forme uaP et P n’est libre dans aucun type d’aucune variable
libre de us — mais alors usG = u1 [P := G], qui est dans REDC[P =5

Il ne reste plus qu’a démontrer :

par hypothese.

(&) silyxy: Fy,... 2, : Fjy b u: F est dérivable en systéme Fj, pour tout contexte de candidats C, si
v € RED%:17 s, Up € RED%7 alors ufxy == v1,...,&, =0y, P :=G1,..., Py :=Gy] € REDIC;

ou la substitution [z := vy,..., 2, := vy, P1 := G4, ..., Py, := G,,] qui remplace en parallele les x; par les
v; et les variables de types P; par les formules G; est définie de la fagon naturelle.

On montre (&) par récurrence structurelle sur u. Si u est une variable x;, 1 < i < n, alors ulx; :=
Viyeooy T i= 0y, P :=G1,..., Py = Gy = v; est dans REDI% = REDI? par hypothese.

Si u est une autre variable z, alors u[zy := v1,..., &y = Uy, P1 := G1,..., Py = Gp] = x; comme x est
neutre et normal, et comme RED$ est un candidat de réductibilité, par (CR3) z € REDS.

Si w est de la forme uqus, par hypothese de récurrence uy[z1 :=v1,..., 2, = vy, P1 := G1,..., Py = Gy,
est dans REDS_, » pour une certaine formule G telle que us[x1 := vy, ..,y = Uy, Py := G1,..., Py = Gp)]

est dans REDE’;7 donc ulxy == v1,..., 2y = vy, Py :=G1,..., Py = Gy] € REDS.
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Si u est de la forme u1G, avec u; de type VP - Fy et F = Fj[P := @], alors par hypothese de

récurrence u1[xy = v1,...,&y = Up, P1 := G1,..., Py = Gp] € REDVP F,» donc ulzy == vy, ..., Ty =
Un, P1 i= G1,..., Py = Gp] € REDC[P =51 pour tout candidat S. Prenons S=REDS : par (xx),
ulzy :=v1,..., 2y =, P i=G1,..., Py i =Gp) € RED%[P::G] = REDIC;.

Si u est de la forme Az - uq, avec F' = Fy = Fy, alors par hypothése de récurrence uq[z1 :=v1,..., &y =

U, =, P = Gyq,..., Py = Gy) € REDS, , bour tout v € REDE, P> Mals U 1= v1,. .., Ty 1= U, T =
v, Py :=G1,..., Py = Gp] = (ui]zr = v1,.. ., 2n i = vn, P1 = G1,..., Py := Gp])[x := v], donc par (4)
ulzy == 1,..., & =0y, P1 := G1,..., Py = Gy € REDS.

Si u est de la forme AP - ul, avec F' =VYP - Fy, alors par hypothese de récurrence ujlxy ;= v1,..., T, =
Up,x = v, P := Gq,..., Py, = G, P := G] est dans REDF , et ce pour tout contexte de candldats
C’, en particulier pour C’ de la forme C[P := S]. Comme ul[ T1 = Vi,...,Tp = Up,T = U, P1 =
Gi,..., Py = G, P := G] = (u1]x1 := v1,...,2y := vp,z = v, P := Gy,..., P, m:: Gn)) [P G,
et comme S est arbitraire, par (++4) ulxy := v1,..., &y = Vp, 2 = 0, P := Gyq,..., Py = Gy est dans
REDGp p, = REDS.

Le théoreme de normalisation forte des termes typés dans le systeme Fy se déduit de (&) dans le cas
n=m=0. &

Vu sous 'angle des langages de programmation, les régles (T'Abs) et (T App) offrent la notion de fonctions,
et en général d’objets polymorphes. Prenons par exemple la fonction id=AP - Ax - z, de type VP - P = P :
c’est la fonction identité sur tout type P, au sens ou id nat est la fonction identité sur les entiers, id real
est la fonction identité sur les réels, etc. Il s’agit de polymorphisme paramétrique, le comportement de la
fonction étant indépendant du type P passé en parametre. (L’autre forme classique de polymorphisme
est le polymorphisme ad hoc, ou le corps de la fonction teste d’abord le type P; c’est la forme typique de
polymorphisme présent dans les langages orientés objets.)

Le polymorphisme paramétrique est typiquement le polymorphisme présent dans le langage ML, en par-
ticulier en OCaml. Le polymorphisme est cependant restreint en ML : les seules quantifications universelles
sont au sommet, pas a l'intérieur, des types. Formellement, appelons monotype tout type du systeme F, dans
lequel V n’intervient pas (ce sont les types simples), et appelons polytype tout type de la forme Vo, ..., a, - F,
ou F' est un monotype. Les types ML sont les polytypes. De plus, les jugements de typage en ML sont
asymétriques, et sont de la forme z; : Fy,...,F, F u : 7, ou F1, ..., F}, sont des polytypes et 7 est un
monotype. A cause de cette forme de jugement, la régle (VI) n’a aucun sens comme reégle de typage, et
la construction AP - u non plus. La création de polytypes passe par la régle de généralisation (Gen) et la
construction de programmes let. . .in

I'tu:m T,z:Vay,...,on -T1Fv:T

Gen)
I'Fletx=uinwv: 7
ou o, ..., oy sont les variables de types libres dans 7y mais pas libres dans aucun polytype de T'.
ML differe aussi du systeme F, par d’autres points. D’abord, le polymorphisme est implicite, comme
dans le systeéme F' (exercice 40) : lorsque x est de type Vo - F, on n’écrit pas G pour obtenir une instance
de = de type Fla := G], mais simplement x. Formellement, la régle de typage des variables est :

Tyz:Voay,...,cn  TEx:Tlag i=71,..., 0 1= Ty

Enfin ML est un langage de programmation réel, et inclut donc un certain nombre de constructions moins
justifiables logiquement. Par exemple, ML posséde les définitions par récursion générales (la construction let
rec, codable a 'aide d’une constante Y : Vo - (e = @) = o — ou plutét YV : Vo, 8- ((a = ) = (= F)) =
(= )), des types de données récursifs (généralisant la définition des entiers de Peano construits sur 0 et
S, notamment), des effets de bord, et OCaml a en plus les objets (polymorphisme ad hoc) et encore d’autres
constructions.

Exercice 33 Les entiers de Church en systéme Fy sont [n]=AP - \f,x - f"x. Montrer qu’ils sont tous de
type N=VP - (P = P)= (P = P). En s’inspirant des définitions correspondantes en A-calcul pur, donner
des définitions du successeur S de type N = N, de Uaddition [+], de la multiplication [x] et de la fonction
puissance [exp], ces trois derniéres de type N = N = N. Comparer avec ['ezercice /.
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Exercice 34 On pose Fy X Fo=VYP-(F) = Fy=P)=P. (Comparer avec l’exercice 5.) On pose (u,v)=AP -
Az zuv, et lorsque u est de type Fy X Fy, my Flru=uF)(Az,y-x), meFou=uFs(Az,y-y). Montrer que les régles
(AI), (AEq) et (AE3) sont admissibles (en remplagant mp par m Fy et my par maFs), et que m Fy(u,v) —>;§n u,
o Fo(u, v) —%n v. En somme, on peut définir le produit (la conjonction) en systéme Fy.

Exercice 35 On pose [y + Fo=VP - (F1 = P)= (F,=P)=P, et :

Lu AP - )\k‘l, kQ . klu
Lo AP - )\k‘l, kQ . kQU

(G)case u{ o } = uG(Azy - v1)( Az - v2)

LaZ2 > U2

> 1

>

ou k, k1, ko sont des variables fraiches, P est une variable de type fraiche dans les deur premiers cas et
vy et vg sont de types G dans le troisiéme cas. Montrer que les régles de typage (VI1), (VI3) et (VE) sont
vérifiées, et que l'on a les réductions :

1T — v

(G)case t1u L;.’[; N v; —%n v1[x1 = ul
1T — v

(G)case tou L;x; N U; —>;§n va[ze = uj

En somme, on peut définir la somme (la disjonction) en systeme Fy. Comparer avec l'exercice 22.

Exercice 36 On pose AP - FEVQ - (VP - F = Q) = Q, ot Q est une variable de type fraiche. On définit
LGuENQ - Mk - kGu et case u {tPx — v} =uH (AP - A\x-v) (ot H est le type de v dans un contexte idoine, cf.
ci-dessous).

Montrer que les regles de typage suivantes sont admissibles :

''rw:3P-F T,x:FtFov:H I'u: F[P =G|

$F Jof
'k case u{tPr — v} : H 3:5) I‘I—LGu:HP-F(Q)

(P non libre dans aucune formule de T ni dans G)

En déduire que le quantificateur existentiel du second ordre est définissable dans le systeme Fy. Montrer
qu’on a la régle de réduction :

case tGu {tPx — v} —>§n V[P := G][z := u]
Exercice 37 Comme a lexercice 36, montrer qu’on peut définir le quantificateur existentiel du premier
ordre en systéme Fy par 3i - F=YQ - (Vi - F = Q) = Q. En déduire une preuve simple de la normalisation
forte de HAS (ezercice 28).

Exercice 38 Montrer que Py=Mk-maN(k(IN x N)(As- (S(m1Ns), 71 Ns))([0],[0])), ot S et [0] sont comme
a Vexercice 33 et {...), m1, Mo et X sont comme a lexercice 34, est un terme définissant le prédécesseur, au
sens ot Py est de type N=N et ot P(S[n]) —3, [n] pour tout entier n. (Effectuer une récurrence surn.)

Exercice 39 (@) Le but de cet exercice est de montrer qu’on peut définir le récurseur sur les entiers
de Church dans le systéeme Fy. Ceci procéde comme pour le prédécesseur. On pose Ry=\Q - Ax,y,n -
mQ(n(Q x N)(Az - (y(maNz)(m Qz), S(maNz)))(x, [0])). Vérifier que Ry est de type ¥VQ - Q = (N = Q =
Q)=N=Q, et que RyGuv[0] —>§n u, RyGuu[n + 1] <5, v[n](RyGuv[n]), ot <}, est la cloture réflezive
symétrique transitive de —g,. (Montrer par récurrence sur n que, si l'on pose f(Q,u,v,n)=n(Q x N)(Az -
(v(m2Nz)(m1Qz2), S(m2N2)))(u, [0]), alors f(Q,u,v, [0]) =4, (u, [01), et que si f(Q,u, v, [n]) <5, (w,[n]),
alors f(Q,u,v, [n+17) %y (v[nlw, [n+1]).)

Exercice 40 Le systéme F est comme le systéme Fy, sauf que les régles (T App) et (T Abs) sont changées
en :
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'tu:VP-F (T App) 'tu:F
PP — (T Abs
'tu: F[P:=(G] rku;vp.F( )

(P non libre dans aucune formule de T')

Autrement dit, on se passe des constructions d’application a des types et d’abstraction sur les types.
Noter que tout terme a alors en général une infinité de types, méme dans un contexte I' fixé. Montrer que
la propriété d’auto-réduction est vérifiée pour la régle (8), mais pas pour la régle (n).

Exercice 41 (@) Montrer que le A-calcul typé en systéme F (exercice 40) est fortement normalisant.
(Adapter la preuve du théoréme 7.) Pourquoi ceci n’est-il pas un cas particulier du théoréme 7 ¢

4.3 Normalisation forte de la logique d’ordre deux

Le langage des termes de la logique intuitionniste d’ordre deux est le AV-calcul plus les constructions
d’application et d’abstraction de prédicats:

A2:V‘A2A2|)\VA2|VA2|A2T|)\XA2|A2F|/\PnAQ

ou T est I’ensemble des termes du premier ordre et F' est celui des formules du second ordre. Les regles de
preuve, c’est-a-dire de typage, sont (Azx), (LE), (=I), (=E), (VI), (VE), (¥2I) et (V2F). On normalise les
preuves par les regles de réduction :

B) Az uwpp —
(61) N-u)t — wufi:=t
(Beta) (AP-u)F — u[P(ki,...,k,):=G] (P€P,)
La propriété de normalisation forte des preuves de logique intuitionniste d’ordre deux est une conséquence

directe de celle du systeme F5. En effet, définissons comme au théoréeme 4 une fonction qui efface tout ce
qui est du premier ordre dans les formules et les AV-termes. Sur les formules :

E(P(ty,...,ty))=P E(L)2VP.-P E(F\ = F)=E(F\)=E(F,) E(Vi-F)=E(F) E(VP-F)&VYP-E(F)

Noter que P € P,, sur le c6té gauche est vu comme variable 0-aire sur le c¢6té droit. On traduit aussi L en
VP - P, cf. exercice 31. Sur les AV-termes, 'effacement est défini par :

Ez) = =z E(w) = E(u)E(v)
E(Qx-u) = dx-E(u) E(Vu) = EE(G) (Vudetype G)
E(ut) = E(u) EXi-u) = E(u)
E(uwG) = EMWE(G) EMAP-u) = AP-E(u)
On a
Lemme 10 Sixy : Fy, ...,y @ Fiy Fu 0 F est dérivable en logique intuitionniste du second ordre, alors

x1: E(F),...,¢y : E(Fp)F E(u): E(F) en systéme Fs.

Preuve : Remarquons d’abord que : (x) E(F'[P(ki,...,k,) := G]) = E(F")[P := E(G). Cest une
récurrence structurelle facile sur F’. Ensuite, que : (#x) si P n’est pas libre dans F’, alors P n’est pas libre
dans E(F"). C’est encore une récurrence structurelle facile sur F’.

On démontre le lemme par récurrence structurelle sur la dérivation donnéede x1 : Fi,...,Zm : Fip Fu: F.
C’est évident si u est une variable z;, 1 < i < n, si u est de la forme w'v’, ou Az - v’. Si u est de la forme
V!, alors par hypotheése de récurrence on a dérivé zy : E(F1),..., &y : E(Fy) F E(u) : VP - P, donc z7 :
E(F1),...,xm : E(Fy) F E(u) : E(F) par (T App). Si u est de la forme u't avec ¢ un terme du premier ordre,
alors par hypotheése de récurrence on a dérivé z1 : E(F1),...,zm : E(Fp) F E(W) : E(G), ou G =Vi- F,
donc z1 : E(F1),...,Tm : E(Fy) F E(u) : E(F), puisque E(u) = E(u') et E(F) = E(G). Siu est de la forme
Xi-u', alors par hypothese de récurrence on a dérivé xq : E(Fy),..., 2 : E(F,) F E@W) : E(G),ou F =Vi-G,
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donc =y : E(F1),...,2ym : E(Fy) B E(u) : E(F), puisque E(u) = E(u') et E(F) = E(G). Si u est de la
forme v’ G, alors par hypotheése de récurrence on a dérivé z1 : E(F1),...,Tm : E(Fyn) F E@W) : E(VP-F’), ol
F = F'[P(k1,...,kyn) := G]; onen déduit que 1 : E(F),...,xm : E(Fy,) b E(W)E(G) : E(F')[P := E(G)] :
par (x), E(F) = E(F')[P := E(G)], donc on a dérivé z1 : E(F1),...,&m : E(Fy) F E(u) : E(F). Siuest de
la forme AP -/, alors par hypothése de récurrence on a dérivé =y : E(F1),...,zm : E(Fy) F E(W) : E(F'),
avec F' = VP - F’ ou P n’'est pas libre dans Fy, ..., F,; par (xx), on peut appliquer (T'Abs) et inférer
z1: E(F1),...;xm : E(Fn) EAP-E(W) : AP-E(F'), cest-a-dire z1 : E(F1),...,Tm : E(Fy) F E(u) : E(F).
¢

Lemme 11 Siu — v par les régles (3) ou (Beta), alors E(u) — E(v) par () ou (Beta). Siu — v par
(61), alors E(u) = E(v).

Preuve : Montrons d’abord que : (%) E(u/)[z := E(v")] = E(u/'[z := v']). Aussi, que : (xx) E(u)[P :=
E(G)] = E(W'[P(k1,...,ky) := G]) pour tout P € P,,. Enfin, que : (%) E(u'[i :=t]) = E(u’). Les trois
sont par récurrence structurelle sur v/, («*) utilisant la propriété (x) démontrée au lemme 10 dans le cas out
u’ est de la forme v'G’, ou G’ est une formule.

On démontre le lemme par récurrence sur la profondeur du rédex que l'on contracte dans u. Le seul cas
intéressant est celui oll u est lui-méme le rédex. Or E((A\x-u')v') = (Az- E(W))E(W') — E(W/)[x := E(W)] =
E(/[x :=1']) (par (x)), ce qui régle le cas de (8), E((AP-v')G) = (AP-E(v))E(G) — E(u)[P := E(G)]
EW/[P(k1,...,k,) := G]) (par (xx)), ce qui régle le cas de (Beta), et E((Ai-u')t) = E(u') = E(u'[i := t]
(par ( * x)).

<>\_/

Théoreme 8 Tout A\V-terme u typé en logique intuitionniste du second ordre est fortement normalisant.

Preuve : Notons que si v — w par la regle (81), alors la taille |Sk(v)| du squelette de v est stricte-
ment supérieure & celle [Sk(w)| du squelette de w. Définissons le squelette d’'un terme par : Sk(x)=z,
Sk(u'v")=Sk(u')Sk(v"), Sk(Ax - u')=Xx - Sk(u'), Sk(Xi-u)=XNi - Sk(u'), Sk(u't)=Sk(u'), SK(AP - v/ )=AP -
Sk(u'), Sk(uv'G)=Sk(u')Sk(G), ou le squelette de G est défini comme au théoréme 4. La taille de
Sk((Mi-u')t) = Xi- Sk(u') est strictement supérieure & celle de Sk(u'[i := t]) = Sk(u’) (comme une récurrence
structurelle facile sur u’ le montre).

Dongc, si on mesure u par le couple (v(E(u)),|Sk(u)|), on v est Uopérateur “longueur de la plus longue
réduction” en systéme F» (qui est bien défini par le théoréme 7) et que ’on ordonne ces couples par l'ordre
lexicographique, si v — w, alors la mesure de v est strictement supérieure a celle de w, en utilisant le
lemme 11. L’ordre lexicographique étant bien fondé, le théoreme est démontré.

Une preuve peut-étre plus intuitive est la suivante. Supposons qu’il existe une réduction infinie partant de
w:u=ug— uy —...— u; — .... En passant aux effacements, E(ug) —= E(u1) —= ... == E(u;) —= ...
par lemme 11, ou —_ dénote 0 ou une étape de réduction en Fs. Par le théoreme 7 il n’y a qu’un nombre
fini de ces symboles —_ qui sont des —, donc il existe un entier ¢ tel qu’a partir de 'indice ¢ on n’ait plus
que des réductions par (81). Mais il ne peut y avoir qu'un nombre fini consécutif de telles réductions, ce qui
contredit le fait que la réduction considérée soit infinie. &

Corollaire 6 La logique intuitionniste d’ordre deux est cohérente : on ne peut pas démontrer = u : 1L pour
aucun AV-terme u.

Preuve : Par le théoreme 8, on peut se restreindre a considérer u normal. Prenons u de taille minimale
parmi les termes normaux tels que - u : L soit dérivable; u est de la forme hu; ... u,, ou h est une variable
ou le symbole V (auquel cas n > 1), et uq, ..., u, sont des AV-termes, des termes du premier ordre ou des
formules. Mais h ne peut pas étre une variable, parce que le contexte a gauche de - est vide. Donc h est V,
mais alors on a - uy : L, ce qui contredit la minimalité de la taille de wu. &

Exercice 42 Dans les démonstrations ci-dessus, nous n’avons pas considéré la régle (V) : Vuv — Vu.
Pourquoi la technique de preuve que nous avons utilisé ne fonctionne-t-elle plus si on ajoute cette regle ?

Exercice 43 (@) La logique classique du second ordre est la logique intuitionniste du second ordre plus

Uopérateur C, autrement dit plus la régle de typage (——E). La régles de réduction sont (8), (51), (Beta),
(Cr) et (nC). Montrer en étendant le systéme Fy au cas classique, c’est-a-dire en ajoutant la régle de typage :

33



lFu:(F=2VX-X)=VX - X
I'FCu:F

et les régles de réduction (Cr) et (nC), que la logique classique du second ordre est cohérente.

Exercice 44 On définit 1égalité de Leibniz comme suit : s ~ t est vu comme une abréviation de VP-P(s)=
P(t). Trouwver des termes de preuve montrant que =~ est réflexive et que s = t implique que l’on peut déduire
Fli:=t] a partir de F[i := s]. En conclure qu’on n’a pas besoin de symbole spécial ou de régle spéciale pour
traiter ’égalité en logique d’ordre deux : ’égalité est définissable a l’ordre deux.

Exercice 45 Montrer que l’égalité de Leibniz est symétrique, autrement dit trouver u tel que x : s ~tF u :
~ s. (Indication : instancier P(k1) par Q(k1) = Q(s).)
4.4 Retour sur HA, et PA,

On va montrer que HA, est cohérent, par une extension de la technique utilisée pour HA;. La principale
innovation est le traitement de la quantification du second ordre, qui sera traitée comme dans le systeme F5.

Lemme 12 SiT z: Fi b u: Fy et T'Fv: Fy sont dérivables en HAo, alors T+ ulx :=v] : Fy aussi.

Preuve : Comme au lemme 9, on prouve que pour toute preuve mg de I', z : Fy, A F u : F5 et toute preuve
w1 de T'F v : Fy, on peut construire une preuve 7w de I', A - ufx := v] : F» par récurrence structurelle sur ms.

O

Lemme 13 Si ' u : F est dérivable en HA,, et P € P, n'est pas libre dans aucune formule de I, alors
I'FulP(k1,... kn) =G| : F[P(ky,...,kn) := G] aussi.

Preuve : On prouve plus généralement que pour toute preuve w de x1 : Fy,..., &y @ Fy Fu: F, on peut
construire une preuve 7 de ¥y : Fy[P(k1,..., k) = G|,...,&m : Fp[P(k1,...,ky) = G| u[P(k1,...,kn) :=
G]: F[P(ky,...,ky) := G] par récurrence structurelle sur 7. O

Nous considérons les régles de réduction suivantes, qui sont celles de HA; plus (Beta). On ne considere
pas (n) et (Fta), dont nous n’aurons pas besoin.

B) (Az-u)p — ufz:=v

(B1) Ni-u)t —  ufi:=t

(Beta) (AP-uw)F — wu[P(ki,...,kn):=G] (P€P,)

(V) Vuw — Vu

(RO) Ruvd0 — u

(RS) Ruv(s(t)) — vt(Ruvt)

(4+0) s+0 — s

(+8) s+S(t) — S(s+t)

(x0) sx0 — 0

(*S) sxS(t) —  skt+s

Théoréme 9 (Auto-réduction) SiT' F u: F est dérivable en HA5 et u — v, alors T v : F est dérivable
en HA,.

Preuve : Par rapport au théoréme 5, le cas de la régle (3) est par le lemme 12, celui de la regle (51) est
comme au lemme 8, et celui de la régle (Beta) est par le lemme 13. Les autres cas sont comme au théoréeme 5.

O

Théoréme 10 Tout \V R-terme typé en HA5 est fortement normalisant.

34



Preuve : Comme au théoréeme 6, notons que tout terme ¢ du premier ordre termine. Appelons encore
un AV R-terme neutre s’il ne commence pas par A ou V. Soit SN l’ensemble des AV R-termes fortement
normalisants. Un candidat de réductibilité est un ensemble S de AV R-termes vérifiant les propriétés (CR1),
(CR2) et (CR3) du théoreéme 7. Un contexte de candidats C est une fonction des variables de prédicats vers
des candidats de réductibilité. On définit ensuite REDY et REDS,, comme étant SN, REDIC;( tr,ot) €St
C(P), RED%_ ; est I'ensemble des AV R-termes u tels que pour tout v € REDY, wv € REDE, REDG, . est
Pensemble des AV R-termes u tels que pour tous termes ¢ du premier ordre (qui terminent), ut € REDg[i:: i
et finalement REDgP, r est ensemble des AV R-termes u tels que pour toute formule G, pour tout candidat
de réductibilité S, uG € REDg[PZZS]. Ceci est une définition de REDp par récurrence structurelle sur le
squelette Sk(F') de F, qui est défini comme au théoréme 4, étendu par Sk(VP - F)=VP - Sk(F).

Il est facile de vérifier que RED$ est un candidat de réductibilité pour tout contexte de candidats

C' et toute formule F, par récurrence structurelle sur Sk(F), que (x) si @ n’est pas libre dans G, alors

— — (¢}
REDE, = REDg[Q'fsl pour tout candidat S (par récurrence sur Sk(G)), que (*x) REDg[P'fREDG] =

REDg[P(kh._,kn)::G] (par récurrence sur Sk(F')), que (4) pour tout terme uy tel que uq[z := v] € REDI%
pour tout v € REDY, , alors Az-u1 € REDY, _ 1 , et que (++) pour tout terme uy tel que uy[P(k1, ..., ky) :=

G] € RED?I[P::S] pour toute formule G et tout candidat S, alors AP - u; € REDgP,Fl. C’est comme au
théoreme 7.

Comme au théoreme 6, on montre que (o) siv € REDpj;.—o) et w € REDy;. pli.—j)= pli:=s(j)], alors Ruwt €
REDpj;.—y. Ceci est comme avant par récurrence sur (v(v) +v(w) 4+ v(t), [t|) ordonné lexicographiquement,
ou v est la fonction “longueur de la plus grande réduction” et |¢| est la taille du terme ¢.

Les propriétés (x), (%), (), (++) et (o) nous permettent de démontrer :

(%) sil'yzy: Fi,...,xn : Fy Fu: F est dérivable en HA,, alors pour tout contexte de candidats C, si
v € RED%, eeu, Up € REDI%, alors
ulzy =01, @ =, Pr(k1, . k) = Gh, oo, Pk, oo k) == G] € REDS

d’oti 'on déduit le théoreme. $
Corollaire 7 L’arithmétique de Heyting du second ordre HAo est cohérente.

Preuve : Exactement comme au corollaire 5. &
Exercice 46 FEzercez-vous a refaire rigoureusement et en détail la preuve du théoréme 10.

Exercice 47 L’arithmétique de Peano du premier ordre PAs est a HA5 ce que PAq est a HA 1, sa version
classique. (Voir exercice 29.) On ajoute les régles (VoI) et (VoFE) da PAq, et les régles de réduction (Beta).
Montrer, en s’inspirant des résultats déja démontrés, l'auto-réduction et la normalisation forte de ce calcul.
En déduire que PAo est cohérente.

L’arithmétique du second ordre et le systeme F, sont tellement proches qu’en fait les fonctions
mathématiques de N vers N dont on peut démontrer qu’elles sont totales en arithmétique d’ordre deux
sont exactement celles que l'on peut coder comme des A-termes u de type N = N en systeme Fy. Clest
le théoreme de Girard, dont on pourra trouver une démonstration au chapitre 15 de [GLT89]. Mais cer-
taines fonctions n’ont que des implémentations inefficaces. L’exemple typique est le prédécesseur, dont
I'implémentation la plus efficace en systeme F3 est celle de I'exercice 38, qui calcule le prédécesseur de n en
temps linéaire en n. Une fagon de corriger ce probleme est d’ajouter a Fr un type de base N, plus deux
constantes 0: N et S : N= N, ainsi qu'un récurseur R :VQ - Q = (N=Q = Q) = N= @ tel que Ruv0) — u
et Ruv(Sw) — vw(Ruvw) — essentiellement comme en HAj, sauf qu'en HA; les entiers naturels sont
codés comme des termes du premier ordre et non comme des A-termes de type N. Le prédécesseur est alors
RO(An,x - n).
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4.5 Logiques d’ordre supérieur

Il n’y a aucune raison de s’arréter a 'ordre deux, et I'on peut définir des systemes logiques d’ordre 3, 4,

.., w. La logique et 'arithmétique a tous ordres est encore cohérente. Le but de cette section est d’une
part d’indiquer comment le A-calcul est utilisé ici pour définir non seulement les preuves mais les formules
elles-mémes, et d’autre part d’avertir le lecteur qui aurait I'impression que tous les systemes logiques que
I’on peut définir intuitivement sont cohérents, qu’il existe des systémes logiques apparemment tres proches
des systemes précédents mais qui sont incohérents.

Rappelons que nous avons formalisé I'arithmétique du premier ordre par un A-calcul dont les types étaient
des formules du premier ordre modulo quelques regles de calcul pour définir ’addition et la multiplication. La
logique d’ordre supérieure est définie de fagon similaire en choisissant comme langage des formules un A-calcul
simplement typé enrichi de quelques constantes représentant 'implication et la quantification universelle,
modulo les regles de calcul définies par la Sn-conversion.

Les types simples que 1’on utilise sont :

T:=B|T-—>T

ou l'on note — ce que 'on notait = auparavant, et B est un ensemble de types dit de base, contenant au
moins un type Prop, le type des formules, et un autre type ¢, qui servira de type des termes. On pourrait
considérer plusieurs types de termes, N, R, string, etc., mais pour simplifier nous ferons comme s’il n’y en
avait qu’un.

Les expressions logiques sont les A-termes typables. Ceux de type Prop sont appelés les formules, ceux de
type ¢ sont appelés les termes. On considere deux constantes additionnelles servant a fabriquer les formules:
pour chaque type 7, V, de type (r — Prop) — Prop, qui sert & former les quantifications universelles
(Vx : 7 - F sera codé comme V,(Azx - F)), et imp de type Prop — Prop — Prop, qui sert a former les
implications (et on notera F'= G au lieu de imp F' G). Les symboles de prédicats n-aires seront représentés
par des variables P de type ¢t — ... — ¢t — Prop,ouily an ¢ : sity, ..., t, sont n termes (de type ¢,
donc), Pt; ...t, est la formule que nous notions P(t1,...,t,) en logique du premier ordre. Les symboles de
fonctions n-aires sont représentés par des variables f de typet — ... -1 — ,ouilyan+1 ¢ en tout : si
t1, ..., tn sont n termes, ft...t, sera donc aussi un terme, celui que nous notions f(¢1,...,%,) en logique
du premier ordre.

Les regles de typage des expressions logiques sont essentiellement celles du A-calcul simplement typé, plus
les regles de typage de V., et imp :

(V+) : (imp)
'V, :(r — Prop) — Prop I'=imp: Prop — Prop — Prop

La quantification d’ordre un est V,. Notamment, Vz : ¢+ F est ce que nous notions Vi- F[z := i] auparavant.
La quantification d’ordre deux est V,—. . _,,—,prop : en somme, Vx : v — ... = ¢t — Prop-F,ouil y an ¢, est
ce que nous notions VP - F[x := P] avec P € P, en logique du second ordre.

La substitution du premier ordre est la substitution du A-calcul, et la substitution du second ordre
F[P(k1,...,kn) := G] est & fn-équivalence preés la substitution F[P := My, ..., k, - G] du A-calcul.

Dans un contexte de typage simple T', soient F, ..., F,, des formules (des expressions de type Prop dans
T), alors @1 : Fi,...,x, : F,, est un contexte pourvu que les x; soient des variables différentes deux & deux
et en dehors du domaine de I'. Alors que les contextes de typage seront typiquement notés I'; les contextes
seront typiquement notés II. Les jugements de preuves seront de la forme I'; II F w : F, et leur dérivabilité
signifiera que dans le contexte de typage I', II est un contexte et F' est une formule, et que de plus u est
une preuve de F' a partir des hypotheses Fi, ..., F, présentes dans II. Noter que les jugements de typage
I' e : 7 seront aussi utilisés, et sont des jugements du A-calcul simplement typé avec les constantes V., et
tmp. On définit la logique d’ordre supérieure par les regles :
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il ow: L I‘I—F:Prop(lE) I'-F:Prop ...I'HF,:Prop I‘I—F:Prop(

IIIFVu: F Lz Fy,.ooyxy Fpyz: FRao F
illFu: Fy=F, T;Fov:F Dz Fu: Fy
(=FE) (=)
LI ww s Fy DIEAx-u: Fy = Fy
- w:Ve:7-F Thke:r Tz:mlIkFu: F
(VE) (V1)
LI ut s Flr = ¢ DIk Ae:7-u:Ve:7-F

(z non libre dans aucune formule de II)

I;Iddbw:F;, 'k Fy: Prop F1<—>2§nF2
I By

(=5,)

Les regles (VE), (VI) traitent des quantifications d’ordre un, deux, et encore d’autres. Noter la ressem-
blance entre les regles sur 'implication et les regles sur la quantification universelle. Il se trouve que ce
systeme est encore cohérent, et ceci peut se démontrer en gros comme pour la logique d’ordre deux, en
passant par un systéme similaire au systeme Fy appelé F,,. Ce dernier a aussi été inventé par Jean-Yves
Girard, mais le fait qu’il normalise fortement est plus compliqué que pour F5.

On peut concevoir des systeémes logiques encore plus expressifs. Utilisant ’égalité de Leibniz ~ (voir
exercice 44), on peut modéliser arithmétique HA ,, d’ordre supérieur par I’ajout de constantes 0 de type ¢,
S de type ¢ — ¢, d’un récurseur R au niveau des preuves :

I'IIFw: Flz:=0] IJIIFov:Vy:o - Flz:=y|=Flz:=8(y)] Tke:.

(Rec)
I I F Ruve : Flx := €]
d’un récurseur au niveau des expressions :
I'ktey:7m TThey:o—7—7 T'kez:t
(Rec;)
' R.ejeqesz : T
et de termes de preuve vérifiant les regles :
I'kFe:t I'Fer:v They:e
(0%8) (8#5)
I Fcie: 0~ 8(e)= L I;TIF caeres s S(er) = S(ex) = e1 = ey

Ce systeme, ainsi que sa version classique PA,, sont encore cohérents, pour des raisons similaires aux
précédents, par des résultats de normalisation forte.

Sil'on ajoute a ce genre de systemes des types dépendants a la LF, des types inductifs généralisant le type
N des entiers naturels, plus quelques autres constructions logiques, on aboutit a des systemes comme le calcul
des constructions inductives, qui sert de fondement au systéme Coq [BBC199], et dont le pouvoir expressif
est essentiellement celui de la théorie des ensembles avec une infinité de cardinaux fortement inaccessibles
[Wer97, Acz99].

Etendre petit a petit des systemes logiques semble ainsi une activité anodine, qui produit facilement
des logiques cohérentes de plus en plus puissantes. Pourtant, de nombreux mathématiciens célebres ont
été a lorigine de systemes logiques incohérents, dont on pouvait pourtant croire qu’ils ne poseraient pas de
problémes de cohérence a priori.

L’'un de ces premiers systémes est (une partie de) la théorie naive des ensembles. Dans ce systéme qui
est une extension de la logique du premier ordre, on a pour tout formule F' des termes de la forme {i | F'}
dénotant ’ensemble des 4 vérifiant F', et dont ’ensemble des variables libres est celui de F' moins i — c’est
trés proche de la notation Az - F'. On a aussi un symbole de prédicat binaire € dénotant ’appartenance, et
deux regles de déduction nouvelles :
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PFu:te{i| F} FFw: Fli =1
€
Fkeu: Fli =1 Pkegu:te{i| F}

(1)

Lemme 14 On peut déduire = u : L pour un certain terme u dans la théorie naive des ensembles.

Preuve : Il s’agit du contre-exemple de Bertrand Russell. Considérons la formule F(i)=-(ie4) qui exprime
que 7 ne s’appartient pas a lui-méme, ot “G=G = L. Notons A le terme {i | F(i)}. On a :

(Ax) (Ax)
x:(AeA)Fa: F(A) ; x:Ae AR Ac{i|-(ici)} £)
x:(AeA)lFexr:AcA EE x:AeAFegx:—(AcA) (€E
x:(AeA)F x(eqz) : L (:>I x:Ae Ak ez L (? )
FAx-z(egx) : m(Ae A) =D FAz-ejzx:—(Aec A) (=0

(=E)

F Az - z(e2x))(Mx - erazx) : L
¢

En somme, toute formule est déductible dans cette théorie. Noter la ressemblance entre le terme (Ax -
z(e2z))(Ax - e1zx) et le terme (Ax - zx)(Azx - zz) qui boucle en A-calcul pur. La ressemblance n’est pas
complétement fortuite. Si on voulait démontrer que la théorie na’ive des ensembles était cohérente comme
nous l'avons fait jusqu’ici pour d’autres théories, nous essaierions de normaliser les preuves, et ceci se ferait
naturellement en utilisant la régle €1 (equ) — u. Mais alors (Az - z(e22))(A\x - e122) — (Ax - e122)(e2( A -
erzzx)) — e1(e2(Ax - e1zx))(e2(Ax - e122)) — (Ax - eyzx)(e2(Ax - e12x)), qui boucle. C’est heureux, car le
systeme est justement incohérent.

En un sens, c’est parce que {i € F'} agit comme un Ai - F' non typé. On peut éviter le probleme en le
typant par des types simples, et alors on obtiendra essentiellement la logique d’ordre supérieur.

On peut se demander si on ne pourrait pas enrichir le systeme de types des expressions logiques de la
logique d’ordre supérieur, en remplacant les types simples par les types du systeme F5, par exemple. On
obtiendra ainsi le systéme U~. Définissons-le formellement. On note «, 3, ..., les variables de types, II ce
que nous notions V en systeme F5, autrement dit les types sont :

T:=B|TVar|T - T |UTVar-T

ol B est un ensemble de types de base et T'Var dénote I’ensemble des variables de types. Mais, bien que
cette extension du langage des formules ait 1’air innocente, on a :

Théoreme 11 ([Coq94]) Le systéme U~ est incohérent : on peut déduire - u : L pour un certain terme
uwenU™.

L’argument est élaboré et ne sera pas donné ici : voir [Coq94], qui donne aussi quelques intuitions et quelques
applications.

5 A-traduction et théoréme de Kreisel-Friedman

Nous avons souvent parlé des versions classiques des systemes logiques intuitionnistes que nous avons étudié :
PA; correspondant & HA1, PA; a HA», etc. Les systémes intuitionnistes étaient plus faciles & étudier,
notamment ils nécessitaient moins de regles de normalisation des preuves. Cependant, les systemes clas-
siques correspondants sont cohérents eux aussi, et de plus ils sont d’'un usage beaucoup plus courant en
mathématiques. On peut donc se demander quels sont les rapports précis entre les variantes intuitionnistes
et classiques des systemes logiques étudiés.
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5.1 Non-non traductions et style par passage de continuations

Une partie claire du rapport entre logiques intuitionnistes et classiques est que toute preuve intuitionniste est
une preuve classique, mais qu’il existe des preuves classiques non intuitionnistes. Cependant, ceci n’entame
en rien le pouvoir expressif des logiques intuitionnistes comparées a leurs variantes classiques. Ce résultat
est di a Kurt Godel, mais les traductions que nous utiliserons se rapprochent davantage de traductions dues
a Kolmogorov ou a Kuroda.

Commengons par la logique propositionnelle avec = et | comme connecteurs logiques. Pour toute
formule F', on définit sa ——-traduction F~~ comme suit :

F™™ & —-F°
A = A (A type de base, y compris L)
(F=G)° = F°=G"

Ceci peut se justifier comme suit : en logique classique, F'= G est non F ou G, c’est-a-dire aussi ~(F A —G);

or F'A =G est équivalent & (F = -G = 1) = 1 = =(F = -—G). Ceci méne & l'idée que 'on peut définir

F™™ en remplagant récursivement tous les F' = G par quelque chose ressemblant & -—(F = -—QG).
Rappelons que —F' est défini comme F = 1. En particulier, (=F) " = ——(F° = —-—1).

Lemme 15 En logique propositionnelle classique, F' et F7 sont logiquement équivalentes pour toute formule
F. De plus, F est prouvable en logique classique si et seulement si F~7 est prouvable en logique intuitionniste.

Autrement dit, modulo I'ajout de suffisamment de doubles négations saupoudrées dans F', on obtient une
formule qui signifie la méme chose que F' en classique et qui est prouvable en intuitionniste des que F' est
prouvable en classique. Par exemple, == A = A n’est pas prouvable en intuitionniste, mais (-—A=A) =
-=(((A=--L)=--1)=--A4) l'est. (On notera au passage que cette traduction n’est pas particulierement
économe en négations. Il en existe des plus économes.)

Preuve : 1l peut servir de s’exercer a construire quelques preuves intuitionnistes de base. D’abord, si
u: G, alors u~=\k - ku est de type =—G. Ensuite, si u : ==~G, alors u’=\y - u(\z - zy) est de type —G. Et
siu:——(G=H) et v: -G, alors uxv=AMk - u(Ax - v(Ay - k(zy))) est de type -—H (ou k: —~H, z: G= H,
y: Q).

L’équivalence entre F' et '™~ en classique signifie qu’il existe un AC-terme clos up de type F = F™~
et un A\C-terme clos vp de type 77 = F. On définit ces termes par récurrence structurelle sur F: pour
tout type de base A, ua=Ax - 7, va=Az - Cx; enfin up—me=Ax - Ak - k(A\y - ug(z(vpy™))) (ot z : F = G,
k:=(Fo=G7),y: F°); et vpma=Az - Ay-va((@ x upy)®) (ot @ : =—(F° = G™7), y : F; ceci est bien défini
car z x upy est de type =—G~" = ==—(=G°), donc (2 * upy)® est bien défini).

Si F'77 est prouvable en intuitionniste, autrement dit s’il existe un AV-terme clos u de type F77, alors
on peut considérer u comme un AC-terme en posant Vo=C(Az-v) pour tout v, avec z non libre dans v. Donc
vpu est un AC-terme clos de type F' : F est prouvable en classique.

Réciproquement, montrons que si F' est prouvable en classique, alors F'7 est prouvable en intuitionniste.
Pour ceci, considérons un AC-terme u quelconque tel que F u : F, et construisons un AV-terme u’ tel
que F ' : F77. Plus généralement, construisons par récurrence structurelle sur le AC-terme u tel que
21 Py oo xn s By b us Fyun AV-terme u* tel que oy 0 FY, ..o a0y 2 FY Fw*  F77L Comme F770o= == F°
on va construire u* comme (u)°k, ot Ty : FY, ..., @, : Fo k: =F°F (u)k : L.

Si u est une variable, alors c’est un x;, 1 < i < n, et on pose (u)’k=ku.

Si u est de la forme Ax - v de type G = H, alors par hypothese de récurrence on a pu dériver x; :
Fp,... oy FSox: G Fo*: H™, donc (u)°k=k(A\z - v*) = k(Az - Ak’ - (v)°k) convient.

Si u est de la forme vw avec v de type G = H et w de type G, alors par hypothese de récurrence dans le
contexte x1 : FY ..., 2, : F2, v* est de type =—(G° = H ) et w* est de type G~ = —-—=G°, donc u* peut
étre défini comme (v* * w*)". Plus explicitement, comme Ay - (Ak - v*(Az - w*(Ay - k(zy))))(Az - zy), qui se
réduit en Ak - v*(Ax - w*(\y - 2yk)) (& a-conversion pres). On pose done (u) k=(v)°(Az - (w)°(\y - xyk)).

Si u est de la forme Cv avec v de type ——F, alors par hypothese de récurrence dans le contexte x; :
FY,... .z, F2, v* est de type == ((F°=—-—L1)=--1). Doncsik: =F°, v*(Ax-z(Ay, k" - ky)(Az-2)) est de
type L (ottz : (FP==—1)=——1,y: F° k' : =1, z: 1). Onpose donc (u) k=(v)°(A\z-z(Ay, k' -ky)(\z-2)).

¢
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Le terme (u)°k est défini par :

(2’ k = kx
Az-u)’k = k(Az - MK - (u)°K)
(Wo)’k = (u)®(Az - (v)°(\y - 2yk))
Cu)’k = (W’(A\x-z(\y, K - ky)(Az - 2))

Les trois premieres lignes sont connues comme la traduction par valeur de Plotkin [Plo76].

Dans cette définition, k est toujours d’un type de la forme —F°, et joue le role d’'une continuation
acceptant des valeurs de retour de type F°. La traduction u — u* = Mk - (u)°k est ce qu'on appelle
une traduction en style de passage de continuations (continuation-passing style ou CPS en anglais). Elle
exprime en fait directement une sémantique par continuations (comparer avec la section 5.2 en partie I) :
pour évaluer une variable x dans une continuation k, on retourne (la valeur de) la variable par k; pour évaluer
une abstraction Az - u, on retourne par la continuation k la fonction qui prend (la valeur de) argument z
et la continuation k' qui sera courante au moment de l’application de I’abstraction & son argument, et qui
retourne la valeur du corps u de 'abstraction dans la continuation k’; pour évaluer une application uv dans
la continuation k, on évalue u dans une continuation qui récupere la valeur x de u, évalue ensuite v dans une
continuation qui récupere la valeur y de v, enfin applique = & y et la continuation courante k; pour évaluer
Cu dans la continuation k, on évalue uw dans la continuation qui récupere la valeur x de u : x est censée
étre une fonction prenant une continuation en argument, ici Ay, k' - ky qui jette la continuation courante k’
pour renvoyer y par I’ancienne continuation courante k capturée par C; 'argument Az - z est la continuation
fournie & x, qui est triviale car I’application de = est obligé d’appliquer une autre continuation et ne retourne
pas.

La traduction u, k — (u)°k a donc non seulement un sens logique (le plongement de la logique classique
en logique intuitionniste), mais aussi un sens calculatoire. Les exercices suivants précisent cette remarque.
(On pourra s’inspirer des résultats de la partie I.)

Exercice 48 Montrer que (u)°k est bien défini, au sens ot deux termes a-équivalents u et v donnent deux
termes a-équivalents (u)°k et (v)°k. (Montrer que (ulx := y])°k = (u)°k[z := y] dés que ni x niy n'est libre
dans k.)

Exercice 49 Rappelons qu’une P-valeur V' est une variable ou une abstraction. Montrer que pour toute
continuation k, pour tout AC-terme u, pour toute P-valeur V, (u[z :==V])°k * —(V)°(\z - (u)°k). (On
pourra d’une part s’aider de l’exercice précédent, d’autre part lorsque V. = Ay - v, montrer que (u) k[r =
Ay, k' - (0)° K] = (ulx == My - 0))k.)

Exercice 50 Rappelons que la régle (8,) est : (Ax - u)V — u[z := V], ot V est une P-valeur. Montrer
que la traduction u,k — (u)°k interpréte correctement (3,), au sens ou, si u — v par la régle (3,), alors
(u)°k —T (v)°k pour toute continuation k. On montrera d’abord en s’aidant des exercices précédents que
((Az - u)V)°k =+ (u[z := V])°k pour tout \C-terme u et toute P-valeur V.

Exercice 51 (@) On rappelle les régles suivantes :

(Cr) Cuv — CK -u(\f-K(fv)))

(Cr) V(Cu) — COAK -u(Ax-K(Va)))

(nC) CA\k-ku) — wu (k & fv(u))
Montrer que si u — v par (Cr) ou (Cg) ou (nC), alors (u)°k =g, (v)°k. Peut-on se passer de la régle (n) ?
Exercice 52 Montrer qu’en général le fait que u se réduise en v par (3) ou (n) n’implique pas que (u)°k =g,
(v)°k. (On considérera le (3)-rédex (\x,y - x)(22") et I(n)-rédex \x - yzx, ov x, y, z, 2’ sont des variables
distinctes.)

Exercice 53 La traduction par nom de Plotkin est définie sur les formules par :

F*&=——F* A*=A (A type de base) (F=G)*=F"=G*
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On a donc (=F)* = F* = =—1, donc (——F)* = =—(F* = —=1) = ——L1. Montrer que le lemme 15 est
encore valide en remplagcant F~7 par F*. Vérifier en particulier que la traduction obtenue des A\C-termes en
AV-termes est :

(x)'k = zk
Az -u)'k = k(Axz - MK - (u)*K)
(wo)'k = () (Af- K- (v)*K)k)
Cu)k = (W)*Ox-ax(\K KMy, k" - yk))(\z - 2))

Exercice 54 (@) Montrer, en s’inspirant de lexzercice 48, que (u)*k est bien défini modulo a-conversion;
en s’inspirant de lexercice 49, que (u)*k[x := Mk’ - (v)°k'] —* (ulx := v))*k pour tous termes u, v; en
s’inspirant de Uevercice 51, montrer que si u — v par (8) ou par (nC), alors (u)*k —* (v)*°k (méme si v
n’est pas une P-valeur), siu — v par (C), alors (u)*k =5 (v)*k, mais que les régles (Cr) et (n) ne donnent
en général pas lieu a des égalités valides a travers la traduction.

On peut étendre ces ——-traductions et les traductions en style par passage de continuations correspon-
dantes a la logique et a I’arithmétique du premier ordre. La traduction par valeur 77 s’étend ainsi comme
suit (mais il y a de nombreuses autres possibilités) aux autres constructions de la logique du premier ordre :

(FAG)® = F°AG°
(FVG@)°® = F°VG°
(Vi-F)° = Vi-F~
(Fi-F)° = Fi-F°

(u)’k = (uw)°(A\x - k(nz))
<L2u>2k = (uw)°(A\z - k(127)) .
(case u{ 22 : Z; }) k= (w)°(\z- case x{ 22 : éﬁ;ioz })
pour le fragment disjonctif (V), en :
Ni-u)k = k(N MK (u)°K)
(ut)’k = (u)°(\x - atk)

pour la quantification universelle du premier ordre, en :

(etu)®

= (u)°(\x - k(utx))
(case u {viz — v})°k =

(u)®(Ay - case y {viz — (v)°k})

pour la quantification existentielle du premier ordre.

Désormais, nous considérerons les versions des logiques classique et intuitionniste, ainsi que des
arithmétiques PA; et HA; qui incluent A, V, et 3, obéissant aux reégles de déduction (AI), (AE1), (AEs2),
(\/Il)7 (\/I2)7 (VE)7 (31)7 (HE)

k
k

Exercice 55 Montrer que, en logique classique du premier ordre, F' et F~" sont logiquement équivalentes.
De plus, F' est prouvable en logique classique du premier ordre si et seulement si F~7 est prouvable en logique
intuitionniste du premier ordre. (Etendre la preuve du lemme 15, et utiliser la traduction en CPS ci-dessus.)
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Pour passer a 'arithmétique, il nous faut étendre notre traduction en CPS pour traiter de rp : 0 = 0 et
le récurseur :

k’l“o

(ro)’k
k (V) (Ax - ROK - (W) K YOG - Ay, K" - xj(Aa’ - y(Ny - 2"y k")) tk)

(Ruwt)®

> 1

Lemme 16 F' est prouvable en PA1 si et seulement si F~7 est prouvable en HA;.

Preuve : On a déja la traduction en CPS, il suffit de vérifier qu’elle définit des objets des bons types.
Dans le cas de rg, on doit vérifier que si k : =(0 & 0), alors krg : L; c’est évident. Dans le cas du
récurseur, dans la formule pour (Ruvt)k ci-dessus, on a par hypothese k : —(F[i := t])°, et en supposant
que  : ¥j - ~—((Fli = 71)° = (Fli = SG)) ), que y < (Fli = 4]) ", aue ¥ : ~(Fli = S()])°, que ' -
(Fli:==34))° = (Fli:=5()])" ", que ¢ : (F[i :=j])°, on a: 2'y’k” est de type L, donc Ay’ - 2'y'k" est de
type =(F[i := j])°, donc y(\y' - z'y'k") est de type L, donc Az’ - y(Ay' - z'y'k") est de type =((F[i := j])° =
(F[i :==S(j)])""). Comme zj est de type =—((F[i := j])° = (F[i := 8(5)]) "), zj(A2’ - y(\y' - 2'y'k")) est de
type L, donc A" -zj( Az’ -y(\y' - 2'y'k")) est de type == (F[i := S(j)])° = (F[i :=S(j)])" = F™"[i :== S(j)].
(Une récurrence structurelle facile montre en effet que G™7[i := t] = (G[i :=t]) " ".) Comme y est supposé
de type (F[i :=j]) "~ = F™"[i :=j], le terme v'=\j - Ay, k" - zj(Aa’ - y(\y' - 2'y'k")) est de type Vj- F~7[i :=
jl = F~7[i := 8(j)]. D’autre part le terme u'=\k" - (u)°k’ est de type (F[i :==0])" " = F~7[i := 0]. Donc
Ru/v't est de type F~[i :==t] = (F[i:=t])" . Comme k : —~(F[i:=1])°, Ru'v'tk est de type L, donc
Az - Ru'v'tk est de type —(Vj - ~—((F[i := j])° = (F[i :== S(5)])"")). On en déduit que (v)°(Ax - Ru'v'tk) est
de type L; or (v)°(\x - Ru'v'tk) est exactement (Ruwvt)k.

Exercice 56 (@) La démonstration du lemme 16 est incomplete, et le manque le plus flagrant est que nous
n'avons pas traité la régle («f). La traiter directement est difficile, et nous transformons d’abord la preuve
de F' en PA; :

1. On dit qu’une instance T, F - F de (Ax) est atomique si F' est une formule de la forme s = t (une
formule atomique, a Uexclusion de L). On dit qu’une preuve en PA; est n-longue si tous ses axiomes
sont atomiques. Montrer que pour tout séquent ', F = F est prouvable par une preuve n-longue. (On
effectuera une récurrence sur F.)

2. En déduire que tout séquent prouvable en PA; [’est par une preuve n-longue.

3. Une preuve en PA est spéciale si les seules instances utilisées de (<) le sont sur les conclusions des
régles (LE) ou (Az). Montrer qu’on peut transformer n’importe quelle preuve m en PAy d’un séquent
en une preuve spéciale ™' du méme séquent. De plus, si w est n-longue, alors @' est n-longue.

4. Reprendre la preuve du lemme 16, en montrant que si w est une dérivation spéciale n-longue de x; :
Fi,...;zn: FoFu:F enPAy, alors g FY ... 2y FS k: ~F° - (u)k : L est dérivable en HA ;.

Exercice 57 Redémontrer que PA; est cohérente (cf. exercice 29) en utilisant le lemme 16.

Exercice 58 Etendre la ——-traduction au second ordre (on démontrera au passage que F~7[P(k1, ..., kyn) :=
G°] = (F[P(k1,..., k) :=G]) ), et déduire du théoréme 10 que PAy est cohérente. Comparer avec la
preuwve de ’exercice 47.

Exercice 59 (Glivenko) Par une traduction en CPS modifiée, montrer que sixy : Fy,...,2n: Fp b u: F
est prouvable en logique propositionnelle classique, alors ©1 : =—Fy,...,x, : ==F, F u* : ==F pour un
certain term u* & trowver. (Traiter aussi le cas de A\, V. Montrer que ceci s’étend aux quantifications exis-
tentielles mais pas aux quantifications universelles.) En déduire le théoréme de Glivenko : pour toute formule
ne contenant que des quantifications existentielles, —F est prouvable en logique classique si et seulement si
elle est prouvable en logique intuitionniste.
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5.2 Formules décidables et classiques

En arithmétique de Heyting, les formules atomiques (les types de base) sont des égalités s ~ t. Il se trouve
que ces égalités sont démontrables en PA; si et seulement si elles le sont en HA; — on n’a pas besoin
de ——-traduction. Une question naturelle est alors : quelles sont les formules de 'arithmétique qui sont
prouvables en PA; si et seulement si elles le sont en HA; 7 Georg Kreisel a montré dans les années soixante
que les formules I19 ont cette propriété, et sa démonstration a été simplifiée par la suite par Harvey Friedman
[Fri78]. Les formules IS (prononcer : “pi zéro deux”) sont les formules de la forme Vi, . .., 4 3j1, .-, jn - F,
ou F est sans quantificateur, ou du moins n’a que des instances bénignes des quantificateurs. En général :

Définition 2 On définit ['ordre < sur les entiers en HA 1 en posant que la notation s<t abrége k-k+s =~ t.
Les quantifications bornées Vi<t - F' et 3i<t - F, lorsque i n’est pas libre dans t, sont des abréviations pour
Vi-i<t=F et Ji-i<tA\F.

On définit les classes de formules AY, X9 et 12 par récurrence sur n > 0 : A = ) = 1Y est la
classe des formules dont toutes les quantifications sont bornées. E%—H est la classe des formules de la forme
Jit, ..o yim - F aveem >0, F € T12; H91+1 est la classe des formules de la forme Yiy, ... im - F avec m > 0,
FeX?.

Ces classes ainsi que leurs inclusions (sous formes de fleches) sont représentées en figure 1.

ANz N
N NN

Figure 1: La hiérarchie arithmétique

Nous allons établir au lemme 19 que toute formule AJ est décidable en HA; :

Définition 3 Une formule F est décidable en HA{ si et seulement si F'V —F est prouvable en HA. Une
formule F est classique en HA; si et seulement si -—F = F est prouvable en HA ;.

Notons que :
Lemme 17 Toute formule décidable est classique en HA;.

Preuve : Soit F une formule décidable, et soit u un AV R-terme clos de type F'V —F. Alors clp(u)=Ax -

LT — X
case u 1 ! est une preuve de =—F = F. &
Loxg — V(zx2)

Lemme 18 Toute égalité s =t est décidable en HA;.

Preuve : On démontre Vi-i =tV =i & t par récurrence sur ¢, puis sur ¢. Définissons :

a = urg :0=0V-0~0

b(j) = we(Az-x) :8(j) =0V -S(j)~0
¢ = Xi-Ra(Aj-dz-b(j))i Vi-im=0V-ix0

aG) = n0w-) 10~ 8(j) vV -0 ~ 8()

e() = Ar-Xi RGO Ny 2f)i : (Vi-im gV —in )= (Vi i~ S0) Vi = 8(7))
u = Re(Nj-e(y))t Vi-imtV it

Pour aider a vérifier les types annoncés, vérifier que dans la définition de e(j), zj’ est de type j' ~ jV—j’ = j,
donc aussi S(j') ~ S(j) V =8(j') ~ 8(j). Le terme us est la preuve souhaitée de s ~ t V —s ~ t. O
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Lemme 19 Toute formule F' de HA1 ne contenant que des quantifications bornées est décidable.

Preuve : @ Par récurrence structurelle sur Sk(F'), on construit un terme dp de type F'V —F.

Si F est une égalité s = ¢, alors on définit ds~; comme étant le terme us de la preuve du lemme 18.

Si F'= 1, alors dj =ta(Az - x).

Dans les cas des connecteurs =, A, V, I'idée est de décrire leurs tables de vérité. Par exemple, on G1 =G4
est décidable pour la raison suivante : comme G; est décidable par hypothese de récurrence, GG1 est soit vrai
soit faux, de méme G5 est soit vrai soit faux; mais si G1 est vrai et G5 faux, alors G; = G4 est faux, et
G1 = G5 est vrai dans les trois autres cas. Formellement :

Lz > case da, { tyr = Az - yr) }

de,»c, = casedg, tays — La(Ax - yo(zx1)) :(G1 = G2) V(G = Ga)

Loy — t1(Ax - V(xxe))
1y = iz, Y1)

deng, = case dg, ny = case dg, Loy2 — La(AT - ya(maz)) } 1 (G ANGa) V—(G1 AGa)

LoTo — AT - Ta(mT)
el / . i — kl’l M — -
a = Mk, k',v-casex Loy s K : oG = -Ga= (G V Ga)

11wy = (1)

da,va, = casedg,

uyr = t(2y1) } 1 (G1VG2) V(G Gy)

LoTo — case d,
22 G2 { L2y — t2(ara2y2)

Les cas des quantifications bornées F' sont plus difficiles. L’idée est que F' ne quantifiant que sur les
entiers de 0 & ¢, on peut prouver F' par récurrence, en énumérant tous les entiers de 0 a t. Définissons
d’abord quelques termes de preuve auxiliaires démontrant quelques évidences dont nous aurons besoin (on
note G(i) une formule quelconque et G(t) la formule G(4)[i := t] pour plus de clarté). Rappelons (exercice 27)
qu’il existe en HA; un terme de preuve repy. g (x) pour toute formule H(k), de type Vi, j-i ~ j=-H(i)= H(j).

nlS0(s) = Az - case x {tk,y — y} : =8(s)<0
rep0S(s) = Ax - R(A\y - z)(N\j - Ay, z- V(nlS0(j)z))s : G(0) = s<0=G(s)
repS0(s) = R(Az,y-x)(Aj - A\x,y,z - V(nlS0(j)z))s 1 G(s) = s<0=G(0)
10 = 101y : 0<0
n0(s) = Rro(Aj - \x - x)s :0+s~ s
lrefl(s) = LO(nO( ) :5<s
refl = Xi- Rro(A\j - Az - z)i Vi-imi
nS(s,t) = R(refl(S(s)))()\j ST - x)t : 8(s)+t &~ S(s+t)
com(s,8) = R(nO(E))(\] * \o - reprasgyems G-H) (H-1)2 (nS(, £))s sttats
lcho(k,s,t) = R(Ax - 12(x))(Nj - Az, y - e1(vj(repr.sey~e(s+7) (j+5) (com(s, 4))y)) )k : s+hk =t =8(s)<tVs =t
lehi(s,t) = Az - case x {tky — lcho(k, s, t)(repiini(k+s)(s+k) (com(k, s))y)}  :1s<t=8(s)<tVs~t
leh(s,t) = lchy(s,8(t)) 1 s<S(t) = s<t V s = S(t)
sym = M, j - Ax - repg.paitjr(refl i) Vi, jrirj=> R
TePSk.H(k) = NiyJ AT - repr. gy ji(symi j ) Vi, j-i~j=H(j)= H(i)
1S(s,t) = Az - case @ {tky - (S(k))(reps;.inst)(S(k)+5)(S(k+5)) (nS(k, s))y)} :s<t = s<S(t)

Lorsque F = Vi<t - G(i), on démontre que F est décidable par récurrence sur t. Le cas de base est
démontré par le terme uq :

uir = Az Ai-rep0S(i)z : G(0) = Vi<0 - G(i)
w2 = Am,y-a(y010) : =G(0) = —Vi<0 - G(7)

~ L1T1 — Ll(ullxl) . . . . (V4 . .
up = case dg(o) { Lo > 1 (t152) } 0 (Vi<0 - G(4)) V ~(Vi<0 - G(i))

Le cas inductif demande & montrer que, sous 'hypothese h : (Vi<j-G(3)) VvV~ (Vi<j-G(i)), on a (Vi<S(j)-
G(3)) V ~(Vi<8(j) - G(3)). On considere deux cas. Dans le cas hy : Vi<j - G(7), ceci est montré par le terme
uz(j) ci-dessous :
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UQl(hl,j) = )\,T . )\Z . )\y

11z — hiixy ‘ ‘ ‘ ‘
: S <S .
122 = TepsGi(S()a } G(8(4)) = Vi<s(j) - G(i)

u(j) = Az,y-z(y(8(s))(refl(s(5)))) 1 2G(8(7) = ~Vis<s(j) - G(i)

us(hn,j) = case dcsw{ B e S  (Vi<8()- G(0) V ~(Vi<S(i) - G(0)

case lch(z,j)y

Dans le cas hg : =Vi<j - G(i), ceci est montré par le terme uz(j) ci-dessous :

un(i) = AaeXi-dy-willS(g)y)  (ViS() - G(i)) = Vi<s - G0
uz(he,j) = t2(Ax - ha(usi(j))) (Vis8(j) - G(4)) v ~(Vi<S(j) - G(i))
On pose donc :
dvi<r.oty = Rui(\j-Mh-case h{ Z;Z; : ZEEZ;ﬁ })t L (Vi<t - G(i)) V ~(Vi<t - G(i))

Lorsque F' = 3i<t - GG, avec i non libre dans ¢, on construit :

vir = Az 010, ) : G(0) = Fi<0- G(i)
vz = Az,y-z(case y {tiz — rep0S(i)(mez)(m2)}) : ~G(0) = —3i<0 - G(7)
-~ 11wy = 11 (v1171) . . , _
vy = case dg(o) 1 (3i<0 - G(4)) vV ~(Fi<0 - G(7))

Lo > La(V122)
Sous I'hypothese hy : Fi<j- G(i), on a :
va(h1,j3) = t1(case hy {viz — 1i{lS(4,j)(mx), mex)}) : (Fi<S(j) - G(i)) V -Fi<S(j) - G(7)

Sous I’hypothese hy : =3i<j - G(i), on a :

vs1(j) = Az o(8()))(lrefl(8(j)), x) : G(S(;L))(%< 3253(]3 -G(1)
vaa(ha,j) = Ax,y-case y 4 iz — case lch(i,j)(m12) 1ozs > (repy. Ci‘(k)z( S(j))2a(m22)) }}

: =G(8())) = —F<s(j) - G(i)

v3(ha,j) = case dG(S(j)){ Zi;:ﬁlgiﬁgﬁx}%@)} L (3i<S(5) - G(i)) V ~Fi<s(j) - G(3)

Donc on pose :

tihy = wva(hy,j)

dai<jaiy = Rvi(\j-Ah-case h{ taho — v3(ha, )

})t L (i<t - G(i)) V ~3i<t - G(5)

O

Lemme 20 En HA1, pour toute formule F dans AY, les formules F, F~" et F° sont prouvablement
équivalentes. Autrement dit, n’importe quelle implication d’une de ces formules vers n’importe quelle autre
est prouvable en HA ;.

Preuve : Notons d’abord que, pour toute formule G' dans AY, si dg est le terme de type G V -G
construit au lemme 19, alors cg=clg(dg) (cf. lemme 17) est de type -=—G = G. On démontre ensuite que
F et 7™ sont équivalentes en HA 1, comme au lemme 15 mais en utilisant le terme cg a la place de C.
Nous devons cependant étendre le résultat aux constructions A, V, 3. Pour ceci, nous allons construire
par récurrence structurelle sur F' des termes clos u% : F' = F° et vp : F7 = F. Comme d’autre part
wp=Ax, k- kx : F° = F™7, ceci suffira pour démontrer le lemme.
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En convenant du fait que A dénote n’importe quelle égalité ou L, on définit (par exemple, il y a de
nombreux autres choix possibles) :

uy = v VA = AL - CaAZX
Up g = AT,y k- k(ug(@(vp(AE - k'y)))) VF=G = AT - crsa(Ak - 2(Ay - k(A2 - ve(y(ux2)))))
UGre = Az - (up(mz), ug(mex)) VEAG = AT cpag(Ak - (A2

klvp( MK - k' (m12)),v6 (MK - k' (m22)))))
Upyg = AT - case 3?{ e } vpve = Az - cpva(Ak - z(Ay-

Lo > Lo(ugTs) I N
L — L1 \v .
case {10 7 Haler O Kl )
Ugicpp = AT AL Ak k(Ay, k- K (up(ziy)))  vvi<er = Az evicer(Ak - 2(Ay - k(
Xi- Az -vp(AK - yi(hy' - y'2K)))))
U<y p = AT - case x {eiy = (my,up(m2y))} vai<er = AT - caice.r(Ak - 2(Ay-
case y {viz — k(vi(miz,vp(A\K' - k' (m22))))}))

Lemme 21 En HA;, pour toute formule X\ F, on peut prouver F° = F.

Preuve : Observons que si on peut prouver G° = G, alors on peut prouver (3i - G)° = Ji - G. En effet, si
u: G° = G, alors Az - case z {1iy — wi(uy)} est de type (Fi - G)° = Fi- G. Le lemme se déduit ainsi de cette
remarque et du lemme 20 par récurrence sur le nombre de quantificateurs 3 au début de F. &

Mais on ne peut pas prouver en général F'" = F', car F'° n’est pas décidable en général lorsque F' est une
formule ¥¢ — ce qui revient & dire que F elle-méme n’est pas en général décidable. Nous ne développerons
pas 'argument ici, qui fait appel a la théorie des fonctions calculables.

5.3 A-traduction et théoréme de Kreisel-Friedman

On peut en fait aller un peu plus loin. L’astuce de Friedman est de modifier la ——-traduction en observant
que le type L dans F77 = ==F° = (F° = 1) = 1 (deux occurrences de L dans cette derniere formule)
pourrait étre remplacé par n’importe quelle formule : rien n’oblige & utiliser L ici. Du point de vue de la
traduction en CPS, le type L est utilisé comme type des réponses fournies par le programme traduit en CPS
(cf. le domaine Ans de la partie I). Or on peut utiliser le type de réponses que lon souhaite, pas seulement
€.

La A-traduction de Friedman est ainsi 'analogue de la ——-traduction, mais avec L remplacé par une
formule quelconque ¢ (que Friedman notait A, d’out le nom de A-traduction). Noter —4F=F = ¢ pour
rappeler la négation, et redéfinissons la ——-traduction relativisée a ¢ par :

PFTT & oyt FC
¢1° = ¢
PA° = AV (A type de base, sauf 1)
YF=G)° = 9F° =G
Vi -F)° = Yi-®F7
9(3i-F)° = 3i-¢F°
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et la traduction en CPS correspondante est :

)k = ka
Oz -u)’k = kQa- AK - (u)F)
o)’k = (W)’ (0)°(\y - 2yk))
Cu)’k = W’z -z(\y, k- ky)(A\z - Vz))
Ni-uw)k = k(i AR - (W)OF)
W)’k = (W’ - wtk)
)’k = (WO - k(i)
(case u {viz — v})k = (W)’ (\y-case y {Lix — (v)¢k})
ro)’k = kro
(Ruvt)k = (0)?(\z- ROK - (W)?k)(Nj - My, K - (A’ - y(Ny - 2y K)))tk)

Exercice 60 Noter que la seule différence entre la définition de (u)°k et celle de (u)®k est un V en plus
dans le cas Cu de la derniére : pourquoi ¢ Vérifier que pour tout u : F (via une preuve spéciale n-longue,
cf. exercice 56), pour tout k : =4 F°, <u>¢k est de type ¢.

Exercice 61 Etendre la traduction u, k — <u>¢k aux cas des conjonctions et des disjonctions, de sorte que
<u>¢k soit toujours de type ¢ pour tout u: F (via une preuve spéciale n-longue, cf. exercice 56) et pour tout

k:—pF°.
La version relativisée du lemme 19 est :

Lemme 22 Pour toute formule AJ F, F est ¢-décidable : F Vv - F est démontrable en HA ;.

Preuve : Par le lemme 19, dp est un terme clos de type F V —F, donc

?dp=case dp { arr e fad est un terme clos de type F'V -, F'. ¢

L2z — L2(Ay - V(22y))
De méme, on relativise le lemme 17 :

Lemme 23 Toute formule F' ¢-décidable est ¢-classique : gy F = F'V ¢ est prouvable en HA,.

Preuve : Soit u un terme clos de type F'V —4F. Alors ®clp(u)=)\z - case u{ arr T b } est de
Lo — La(Tx2)

type ﬁ¢ﬁ¢F = FV o¢.
On peut alors démontrer la version relativisée du lemme 20 — c’est le lemme 25 plus bas —, mais ceci
demande de nombreuses preuves auxiliaires :

Lemme 24 Si F est ¢-décidable, alors —4(Vi<t - F) = 3i<t - =, F est démontrable en HA; .

Preuve : En reprenant les termes de preuve fabriqués dans la preuve du lemme 19, et en écrivant F (i) a
la place de F', posons :

Az - 1010, Ay - x(Ai - Az - rep0S(i)yz)) 1 26(Vi<0 - F(1)) = 3i<0 - =4 F (i)
AT, Y- M- Az
. L1121 — Tiz1 et T ) g
case lch(i, t)z{ 2z > Tepsy ni(S(1)) 22y } s (Vi<t - F(i)) = F(S(t)) = Vi<s(t) - F(i)
110(s) = vs(refl s) 1 0<s
o t1y1 — L0(lI0(S(t)), Az - x(allS(t)z1y1))
aeg(t) = /\l‘,y - case ¢dVi§t-F(i) fie T ease dF(S(t)) { L2y2 — L(S(t))arefl(s(t))v y2>
Lo > case xxo {1iz — 1i(lS(i,t)(mz), m22)
D (e (Vit - F(i)) = Fi<t - =4 F(i)) = 24 (Vi<S(t) - F(i)) = 3i<S(t) - 74 F (i)
ae(t) = Raey(Aj - aea(4))t s (Vit - F(i)) = Fi<t -~ F (i)

aeq
allS(t)
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Lemme 25 En HA,, pour toute formule F dans AY, les formules F\ ¢, *F™7 et *F° sont prouvablement
équivalentes.

Preuve : @ Pour toute formule G dans AJ, notons ¢cGﬁ¢clg(¢dg) de type ~4—¢G = G V ¢, ou bcla
est défini au lemme 23 et ?dg est défini au lemme 22. Construisons par récurrence structurelle sur F des
termes clos ¢’u% :FV¢=9F° etvp:?F" = FV¢. Le lemme se déduira de ces termes, et du terme
PwpEde, k- kx: F° = ¢F.

- ) . 1y — kxy
Sik:-gF et u:FVe¢,on pose [klu=case u{ Loty s o } de type ¢.
Ensuite, pour tout opérateur f (w1, w2, 1, t2) tel que fu : G dés que w : F on pose

¢ fu=case v{ nay e nlfa) } : deés que v : FV ¢, ?fv est de type G V ¢. De méme, on pose
Lo > LT

L1y — L1<331,y1>

Lla:ln—>casev{ Lala — LaYs } de type (FAG)Vodesqueu: FVoetv: GV .

¢ el
(u, U>—case u
LoXo > LoX2

Sivy,: FVo=Het vy : GVod=H, et u: (FVG) V¢, on pose ?case u{ Zl}le terme
2

1y — vi(tiy)

Lay2 — v2(l1y2) } de type H.

L1X1 > case Iy
case u

o2 — L2T2
Soit A n’importe quelle égalité ou L, on définit :

¢uf4 = X\r-x Pus = Az - case Pcqx 22 : ZléEz }
U = AT y,k E( Pvpag = A Pepag(Nk - 2( Ny
w8, (2@ (Pup (MK - K'y))) Sapck(hz - Pva(y(®up2)))))
YuS o = /\x ( °(?mx), Pud (?max)) Pvpag = M- Pepaa (k- 2( Az

[k]?(Pvp (K’ - ' (m12)), Pva (K- K (m22)))))
1 (Pl
Pufyg = A - Pcase { M- a(Cupa) } vpye = Az - Pepya( Mk - (-

e alg) B0 Cor (W - Ky))
1y — tu("vp "R
case y{ tayo = [K](Pe2(Pva (AR - K'ya))) }))
¢u§i§t,F = Az - \i - Ak k(Ay, K - K (Pu% (2@iQy)))
L1T1 = L1121
viy — x(Ax’ - i Az - 2(e1 (m1y)) (A2
Lo +— case ae(t) case Pop(\k - k=) 2131 : Zﬂ/yl )
2Y2 2

¢’le‘gt.p = Az - case ¢dvz'§t.p

L11T1 — case T {Liy — 1i(my, d’u%(q(my)))}

64,0 RN
Uicr.p = AT-case T { Loz > L0(HO(2), Py, (1222))

Pv3i<0.r = Az Peai<r.r( Ak - (A2’ - case @' S tiy — case Pvp( A - K (T2y)) {

ny — k(i(my, 1)) }}))

L2Y2 = Y2
¢
Si F est une formule X9 prouvable en PA, par I'exercice 60 *F ™~ = wz,—'qbd’Fo est prouvable en HA,
par une preuve Ak - <u>¢k Ceci est vrai pour tout ¢, en particulier pour ¢ = F.. Donc (?F° = F) = F est
prouvable en PA; pour ¢ = F. Mais par le lemme 25, il existe un terme de preuve en HA; de ?F° = F, &

LT } Donc (u)?kp est une preuve de F en PA;.

savoir la continuation kp=\z - case vp(\k - kx) { oo s
272 2

On en déduit :

Théoréme 12 (Kreisel-Friedman) Pour toute formule 11 de Uarithmétique F, si F est prouvable en
PA, alors F est prouvable en HA;.
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Preuve : Ecrivons F2Viy,. .. iy - G ot G est une formule 9. En utilisant (VE), si F' est prouvable en
PA |, alors G aussi. Comme G est ), G est prouvable en HA | par la remarque ci-dessus. En utilisant (V1),
on en déduit que F' est elle aussi prouvable en HA;. &

Il se trouve que ce résultat ne peut pas étre étendu au-deld de I19, et il existe des formules ©9 prouvables
en PA{ mais pas en HA;. Ceci sort cependant du cadre de ce cours.

La signification calculatoire de ce résultat, qui est contenue dans le cas out F est X, est qu'on peut
toujours extraire d’une preuve classique v de F' une preuve intuitionniste <u>¢kp de F, en calculant la
traduction en CPS de u et en I'appliquant & une continuation kg bien choisie.

Une application informatique est la suivante. Considérons pour simplifier une formule de la forme Vi -
3j - P(i,7) sans variable libre. Une preuve intuitionniste d’une telle formule, écrite en forme normale, décrit
nécessairement pour tout i une valeur de j tel que P(i,j) soit vrai. Autrement dit, une formule de cette
forme est une spécification d’une fonction qui envoie tout entier ¢ vers un entier j tel que P(i,j). Prouver
Vi-3j- P(i,7) en HA 1, c’est donc essentiellement trouver une fonction de i vers j satisfaisant la spécification.
En effet, considérons un terme de preuve normal u tel que F w : Vi - 35 - P(i, ). Pour tout entier m, posons
[m] le terme S(S(...(8(0))...)), ou il y a m symboles S. Alors on a - u[m] : 35 - P([m], 5). Soit v une forme
normale de u[m] (par une stratégie de réduction donnée, disons; en fait, la réduction de preuves en HA est
confluente, et il n'y a donc qu’une forme normale). Alors v est tel que - v : 35 - P([m],j). Comme v est
normal et clos, v ne peut qu’étre de la forme (tw, pour un certain terme clos normal ¢ et un certain terme
de preuve w. Or un terme clos normal ¢ est nécessairement de la forme [n] pour un certain entier n; et w
est une preuve de P([m],[n]) : la preuve u définit donc bien une fonction totale des m vers les n tels que
P([m], [n]) soit vraie. De plus, cette fonction est calculable: il existe un programme informatique qui calcule
n en fonction de m; en effet, il suffit de construire u[m], de normaliser et d’extraire [n]| de la forme normale.
On dit que HA; est une logique constructive, car d’une preuve d’une spécification de la forme Vi-3j - P(i, j)
on peut toujours extraire un programme qui calcule j en fonction de 7. (Attention, le terme “constructif” a
de nombreux autres sens.)

Exercice 62 Montrer cette affirmation formellement. L’étendre au cas des formules Viq, ..., iy -3j1,..., 74"
P(ila oo aipa.jla oo ajq)'

En revanche, si Vi-3j - P(i, j) est prouvable en PA;, Pargument ci-dessus ne fonctionne pas : le terme v
de type 35 - P([m], j) peut étre de la forme ttw comme ci-dessus, ou bien de la forme Cv’; dans ce dernier cas,
on ne peut pas extraire de v une valeur de v telle que P([m], j) soit prouvable. La fonction qui aux 4 associe
des j tels que P(i,7) est donc en général partielle dans le cas de PA;, alors que HA; permet de produire
une fonction totale. Ce que le théoréme 12 montrer ici est que lorsque Vi - 35 - P(i,5) est 119, autrement
dit quand P(i,7) est décidable, alors il y a toujours moyen de transformer cette fonction partielle en une
fonction totale calculable qui satisfait la propriété P(i,j) : PA; est donc aussi une logique constructive, si
on la restreint aux formules II9.

On notera que le programme extrait de la preuve est automatiquement correct, au sens ou il calcule
nécessairement ce que la spécification P(i, j) prescrit. De plus, on n’a pas eu a l'écrire, il suffit de ’extraire
de la preuve. Cette idée s’étend naturellement — dans un cadre intuitionniste — a 'utilitaire d’extraction
de programme & partir d’une preuve dans Coq [BBCT99].

Exercice 63 Etendre le théoréme 12 au cas des formules de la forme de la forme
FEVX, . o X2y, oo0xp - Y9, 000, Y0, 01,0,y - G, ou G est sans quantificateur, X1, ..., X,
Yy, ..., Y, sont des variables du second ordre et x1, ..., Tp, Y1, ..., Yq Sont des variables du premier
ordre : autrement dit, montrer que si F est prouvable en PAs, alors F est prouvable en HAy. (On
considérera les versions de PAg et HA5 avec les connecteurs =, L, A, V, les quantifications universelles
V et existentielles 3 tant du premier que du second ordre. Les régles de déduction sur le 3 du second
ordre sont celles de l’exercice 36. On posera (VP - F)°=VYP .- F~", (3P - F)°=3P - F° et on montrera que
Fo[P(k1,...,ky) :=G°] = (F[P(k1,...,kn) == G])°.)

PA; et HA; sont expressives; notamment on peut définir toute fonction calculable en PA; [Joh87], mais
c’est difficile et peu naturel & montrer. On peut améliorer ceci en enrichissant le langage de calcul a 'intérieur
des formules. L’exercice suivant donne un exemple. De nombreuses autres solutions sont envisageables, et
lon peut (presque) utiliser le langage de programmation que l'on souhaite & Uintérieur des formules.
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Exercice 64 Le langage des termes de PAY et de HAY est similaire o celui de HA,, : il est formé des
A-termes simplement typés construits a partir des trois constantes 0: N, S: N —-Net R, :7—> (N—- 71—
T7) = N — 7 (le récurseur de type T), les types étant donnés par 7 == N |17 — 7. PAT et HAY (d’ordre 1
mais portant sur des termes d’ordre supérieur) sont définies comme PA; et HA respectivement, mais avec
le langage de termes ci-dessus, et la réduction suivante sur les formules au lieu de — :

) 0~St —, L
Ss~ St — s~t
) N
R,O) R,51520 —4 S
) R7—8182(383) —4 5253(R7818283)
) (N-s)t —4 sli:=1]

Montrer qu’on peut définir laddition et la multiplication respectivement par s+t=Rys(\i,j - Sj)t et
sxt=RNO(Mi,j - j+s)t. Comment définiriez-vous t°, s!, s—t (répondant s —t si s > t, 0 sinon),
if s then t; else ty (répondant t1 si s # 0 et ta sinon), sdivt (la partie entiére de s/t, que vous prendrez
égale 6 0 quand t <% 0), smodt?

Exercice 65 Montrer le théoréme de normalisation forte de PAY et HAY. En déduire que ces logiques
sont cohérentes.

Exercice 66 Montrer le théoréme de Kreisel-Friedman pour PAY et HAY .

Exercice 67 (@) En utilisant les définitions trouvées a lexercice 64, montrer que s =t et s—t ~ OAt—s =
0 sont prouvablement équivalentes en HAY . (Faites-le informellement, et produisez les termes de preuve si
vous en avez le courage.) Montrer d’autre part que les paires de formules suivantes sont aussi prouwvablement
équivalentes en PAY :

1. s=O0At~O0 et s+t~0;
s~ O0VI=xO0 et sxt =0y
-5~ 0 et if s then 0 else SO;
sO0=1t~=0et s~=OVIi=xO0;

Vi<t - s(i) ~ 0 et Ry(s(0))(\i,J - s(Si)+j)t ~ 0;

S &t

Ji<t-s(i) =~ 0 et Ry(s(0)) (N, j - s(Si)*j)t ~ 0;

En déduire que toute formule Ay de PAY est prouvablement équivalente en HAY a une formule de la forme
s &= 0. En conclure qu’on peut redémontrer le théoréme de Kreisel-Friedman sans utiliser de CPS et en
remplacant le lemme 25 par un lemme plus simple a démontrer.

Il existe de nombreux autres outils que 1’on peut utiliser pour analyser les systemes de preuve; consulter
[Koh98] pour plus de détails.
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