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Exercice 1 — Correspondance de Curry-Howard
On considere le lambda-calcul étendu avec paire suivant :

M == x| XxeM|MN|(M,N)|mM|mM

1. Proposer un systeme de type simple pour ce lambda-calcul.
2. Comment s’interpréte constructeur de type d’une paire dans ce calcul 7

3. Donner un terme preuve de (a — b — ¢) — (a x b) — ¢, et de ((a x b) —
¢) — a — b — ¢, et montrer qu'ils sont inverse I'un de l'autre (on a un
isomorphisme de types).

Exercice 2 — Subject reduction et expansion

On dit qu'un systeme de type vérifie la propriété de subject reduction si M : T
et M — N induisent N : 7. Il vérifie la subject expansion si N : 7 et M — N
induisent M : 7.

1. Rappeler la définition de M : 7 dans le lambda calcul simplement typé.
En choisissant les inductions adéquates, montrer que le lambda calcul
simplement typé vérifie la subject reduction.

2. Montrer qu’il ne vérifie pas la subject expansion. Quelle propriété impor-
tante du typage perd-on dans un systeme de types qui vérifie la subject
expansion ?

Exercice 3 — Logique intuitionniste

Une structure de Kripke est la donnée d’un ensemble ordonné (M, <) et d’une
fonction croissante I+ de M dans P(VP). On dit que m € M force a € VP
(m - a) sia€lk (m), et mIF 7T — o sipour tout m" > m, si m’ I 7, alors
m' Ik o. Une formule ¢ est valide en logique intuitioniste si elle est forcée par
tout monde dans toute structure de Kripke.

1. Que doit-on vérifier sur I'interprétation de L pour avoir L. — 7 valide ?

2. Montrer que -—a — a et ((a — b) — a) — a (axiome de Pierce) ne sont
pas valides en logique intuitionniste.



3. On adopte un autre modele de la logique intuitionniste. L’interprétation
des variables propositionnelles est un ouvert de R et l'interprétation de

T — O est
[F—o = (R-FDU])”

ol pour m C R, m° est l'intérieur de m. Trouver des contre-modeles des
formules précédentes pour cette interprétation.

Exercice 4 — Types intersection
On définit le systeme de type D avec les regles de typage suivantes :

x:ob-M:T '-M:0—-7T'HFN:o

Nx:tkx:7 T'FXeM:0—7 I'-MN:T
I'-M:0 THEM: 7T I'EM:oNT I'-M:oNT
I'EM:oNT I'EM:o 'EM:r

1. Typer les termes suivants dans le systéme D : A\x.zx, Azy.z(yx), (Az.axz) \x.z.
Comparer avec le typage sans intersection.

2. Parmi les types suivants, quels sont ceux qui sont habités :
@) (@Ap)—T)—a—p—rT,
b)) (a—=p—-7)—= (aNp) =T,
(o) tT—maANT—=0) - 7= (anp),
(d) 7= (aAp) - (T—a A T—[).

3. Que faut-il penser de la correspondance de Curry-Howard pour les types
avec intersection 7 On rappelera la sémantique de Heyting de a A b.

4. On rajoute au systeme précédent un type atomique 2 et la regle :

'EM:Q

Montrer que ce systéme de type vérifie la subject expansion.



