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Exercice 1 — Normalisation forte de A\C
On considere le lambda calcul suivant dont les types et les termes sont donnés
par la grammaire suivante :

u,v = x| Azau | w | Cu
F = L|F=F

Ce A-calcul coincide par la correspondance de Curry-Howard avec une certaine
forme de prouvabilité de la logique propositionnelle classique (qui n’est pas le
calcul des séquents de Gentzen). La principale nouveauté est la régle suivante :

I' v uw:——F

T AR

1. Rappeler les autres regles de typage et donner un A-terme preuve de L —
F.

2. On définit les régles de réduction suivantes, ne devant pas étre prises au
sens contextuel, contrairement au A-calcul pur, mais en réduction gauche :

(8) Azw)v — uz =]
(Cr) Cuv — CAku(Mf.k(fv)))
(nC) C(\k.ku) —u (k¢ fu(u))

Enoncer et démontrer la propriété d’autoréduction pour AC.

3. On dit qu'un terme est meutre si il ne commence ni par A ni par C. On
définit I’ensemble REDp des candidats de réducibilité de type F' par in-
duction sur F' :

— si F' est un type de base (y compris 1), REDr = SN ;

—si F = F, = Fy, alors u € REDp ssi pour tout v € REDp,, uv €
REDg,.

On admet par ailleurs les trois propriétés suivantes sur les ensembles

REDp (on pourra chercher & retrouver les idées de preuve).

(CR1) siu € REDp, alors u € SN,

(CR2) siu € REDp et w — o/, alors u' € REDp,



(CR3) si u est neutre, et si tout u’ tel que u — «’ appartient & REDp,
alors u € REDp
ainsi que la propriété suivante :

(**) si ulx :=v] € RED¢g pour tout v € REDp, alors Ax.u € REDp_.

Démontrer que si u € RED__p, alors Cu € REDp, avec les indica-
tions suivantes : pour le cas F' = F; = F5, on aura a considérer les
réductions possibles d’un terme Cuv qui sont : (1) Cu'v, (2) Cuv’, (3) u'v,
(4) C(Aku(Af.k(fv))). Pour le cas (4), on utilisera la propriété (**), et
pour le cas (3), on démontrera d’abord la propriété

(***)  si Ak.ku € RED_ . et k n’est pas libre dans u, alors u € REDp.

4. Montrer que AC est fortement normalisant.

Exercice 2 — Codage de A et V

Onpose AR Y (Fi=R=1)= L et AVE Y - =-R= 1.

LT — U1
1. Donner un codage des termes (u, U>, T1U, ToU, L1U, L2U, et case u { o s ¥ }
2 2

qui encodent les régles (admissibles) de la conjonction et la disjonction
classique.

2. Donner quelques réductions de ce lambda-calcul enrichi qui sont dérivables.
Quelle régle de commutation de case ne semble pas découler des régles de
réduction de AC 7

Exercice 3 — Incohérence de Russel
On considere la théorie des ensembles "nalve” suivante :

s ;’et,{”g}:p B Thu:tei|F}  Thu:Fli=1
o ’ ’ FkFeu: Fli:=t] TFeu:te{i|F}
U o= T, AT.U, UV, €U, €U

Montrer que cette théorie est incohérente (c’est paradoxe de Russel). On pourra
considérer F'(i) = —(iei), A = {i|F(i)}, et montrer L par une coupure sur
—(AeA) et =—(AeA). Commentez le terme preuve ainsi obtenu.



