S. Boldo et S. Le Roux Le 6 octobre 2003

Corrigé du TD de logique n°2

Logique propositionnelle intuitionniste — Déduction naturelle

Exercice 1 : Un raisonnement non intuitionniste
V2
Si \/5\/5 est rationnel, a = b = /2 conviennent. Sinon <\/§\/§> = ﬁﬂxﬁ = 2, et
2 . . .
donca = \/5\[ et b = /2 conviennent. Mais comment savoir lequel est le bon ?

Exercice 2 : Quelques démonstrations en logique minimale de Hilbert
1°)
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F (o= (=) =)= (p—(p—9))—p—p Fo—(p—p)—p

(mp) —— (K)
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Fo=F (a=B)=y—=(a=p))—=(a=pf)= (=) —y—B F (a=B)—y—(a=p)

F (a—B)—(y—a)—y—p3

(m.p.)

En effet, ((a—B8)—Y)—p = ((a—p)—(y—a—p)—(v—a)—y—8)—((a—B)—y—(a—B))—(a—F)— (y—a) —y—F

ety = (y—a—f)—(y—a)—~y—0F sont bien des instances de (S).

(m.p.
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F ((a=f)=(e=7)=(B=a=f)=f—a—y t(a=p)—a—y
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5 prémisse
F (B=7)—(a—=B)—a—7  FB—y | prémisse
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Ep— (m.p.)

Exercice 3 : Des théorémes passionnants
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Fa—(a—pB)—8
2°%)
(S) (K) (K)
F(a—pf—a)—(a—p)—a—a F(a—p—a) Fa—(a—0)—a
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w - (a—=p—7y)—(a—p)—a—y ©
- B—(a—p) Fa=f)=(amboy)many |
F = (a—pf—y)—a—y ©
F(a—p—y)—=B—a—y
»
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F (B=r)—lamf)—a—y

F (a—pB)—=(B—y)—a—y
Fx—

5%) On introduit une nouvelle régle :
) 8 T (=) —p—t

( prémisse
F (=)= (p=x) ==y Xy

Cette regle est correcte dans LM : (m.p.)
& = (p=x)—e—y
On a ensuite, avec ¢ = (f—a—y—d)—(f—a)—[F—y—0:
F (B0 (Boy) B8 “
o (B=a) == —0)—~(F—a) = () =5 = o
(a—=F——0)—=f—a—— - (fma—y—b)—(Foa)=(F=y)=B=d
F (a=B—7—0)—(B—a)—(6—7)—B—6 -
Exercice 4 : Le connecteur |
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® K\prémisse
F(f—L1)—=(a—p)—(a—1) © F B—a—p o 6] prémisse
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- (asL)—a—p " Fhoa—p '
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Fa :
Exercice 5 : Logique propositionnelle intuitionniste
1)
© prémisse
Pour montrer (Drop) : Ff—amp ) (m.p.)
Fa—p
© prémisse
F(a—a—p)—(a—a)—a—f Fa—a—f3
(m.p.) o
F(a—a)—a—p Fa—a

Pour montrer (Double) : (m.p.)

Fa—p
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prémisse
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o (Cut)
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Pour montrer A3 : Fy—y—ans (Double)
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. prémisse
\4 .
F (a—7y)—=(B—v)—(aVvp)—y Fa—y ) prémisse
Pour montrer V3 : "~ (B=r)=(avB)—y "=y (m.p.)
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vl v (Cut) (Cut)
Fa—aVvf Fa—aVy 3 F GAy—aVj3 F BAY—aVy 3
Fa—(aVB)A(aVvy) F BAy—(aVB)A(aVy)
V3
Fav(BAy)—(aVvB)A(avy)
3%)
" prémisse - prémisse
Fanf—a Fa—y Fang—( F B—d
Cut Cut
FanG—y Fanf—d 3
F aAB—yNd
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