
S. Boldo et S. Le Roux Le  octobre 

Corrigé du TD de logique n˚
Déduction naturelle

Exercice 1 : Logique minimale

Cf feuille précédente.

Exercice 2 : La déduction naturelle, c’est plus facile que Hilbert

α ⊢ α
(hyp)

⊢ α→α
(→-I)

Γ ⊢ α→β
(hyp)

Γ ⊢ γ→α
(hyp)

Γ ⊢ γ
(hyp)

Γ ⊢ α
(→-E)

Γ = (α→β), (γ→α), γ ⊢ β
(→-E)

(α→β), (γ→α) ⊢ γ→β
(→-I)

(α→β) ⊢ (γ→α)→γ→β
(→-I)

⊢ (α→β)→(γ→α)→γ→β
(→-I)

α, β ⊢ α
(hyp)

α ⊢ β→α
(→-I)

⊢ α→β→α
(→-I)

Γ ⊢ α→β→γ
(hyp)

Γ ⊢ α
(hyp)

Γ ⊢ β→γ
(→-E)

Γ ⊢ α→β
(hyp)

Γ ⊢ α
(hyp)

Γ ⊢ β
(→-E)

Γ = (α→β→γ), (α→β), α ⊢ γ
(→-E)

(α→β→γ), (α→β) ⊢ α→γ
(→-I)

α→β→γ ⊢ (α→β)→α→γ
(→-I)

⊢ (α→β→γ)→(α→β)→α→γ
(→-I)

Γ ⊢ α→β→γ→δ
(hyp)

Γ ⊢ β→α
(hyp)

Γ ⊢ β
(hyp)

Γ ⊢ α
(→-E)

Γ ⊢ β→γ→δ
(→-E)

Γ ⊢ β
(hyp)

Γ ⊢ γ→δ
(→-E)

⊢ β→γ
(hyp)

Γ ⊢ β
(hyp)

Γ ⊢ γ
(→-E)

Γ = α→β→γ→δ, β→α, β→γ, β ⊢ δ
(→-E)

⊢ (α→β→γ→δ)→(β→α)→(β→γ)→β→δ
(→-I)⋆

α ∨ β ⊢ α ∨ β
(hyp)

α ∨ β, α ⊢ α
(hyp)

α ∨ β, α ⊢ β ∨ α
(∨-I-2)

α ∨ β, β ⊢ β
(hyp)

α ∨ β, β ⊢ β ∨ α
(∨-I-1)

α ∨ β ⊢ β ∨ α
(∨-E)

⊢ α ∨ β→β ∨ α
(→-I)

Γ ⊢ α ∨ γ
(hyp)

Γ, α ⊢ α→β
(hyp)

Γ, α ⊢ α
(hyp)

Γ, α ⊢ β
(→-E)

Γ, α ⊢ β ∨ γ
(∨-I-1)

Γ, γ ⊢ γ
(hyp)

Γ, γ ⊢ β ∨ γ
(∨-I-2)

Γ = (α→β), (α ∨ γ) ⊢ β ∨ γ
(∨-E)

⊢ (α→β)→(α ∨ γ)→(β ∨ γ)
(→-I)⋆
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Γ ⊢ α ∨ (β∧γ)
(hyp)

Γ, α ⊢ α
(hyp)

Γ, α ⊢ α ∨ β
(∨-I-1)

Γ, β∧γ ⊢ β∧γ
(hyp)

Γ, β∧γ ⊢ β
(∧-E-1)

Γ, β∧γ ⊢ α ∨ β
(∨-I-2)

Γ ⊢ α ∨ β
(∨-E)

idem

Γ ⊢ (α ∨ γ)
()

Γ = α ∨ (β∧γ) ⊢ (α ∨ β)∧(α ∨ γ)
(∧-I)

⊢ α ∨ (β∧γ)→(α ∨ β)∧(α ∨ γ)
(→-I)

Exercice 3 : Affaiblissement

C’est évident : il suffit de rajouter à tous les jugements de l’arbre de démonstration de
Γ ⊢ ϕ les hypothèses de ∆ et on obtient un arbre de démonstration de Γ,∆ ⊢ ϕ.

Exercice 4 : Quelques démonstrations en déduction naturelle

p∧(q∧r) ⊢ p∧(q∧r)
(hyp)

p∧(q∧r) ⊢ p
(∧-E-1)

p∧(q∧r) ⊢ p∧(q∧r)
(hyp)

p∧(q∧r) ⊢ q∧r
(∧-E-2)

p∧(q∧r) ⊢ q
(∧-E-1)

p∧(q∧r) ⊢ (p∧q)
(∧-I)

p∧(q∧r) ⊢ p∧(q∧r)
(hyp)

p∧(q∧r) ⊢ q∧r
(∧-E-2)

p∧(q∧r) ⊢ r
(∧-E-2)

p∧(q∧r) ⊢ (p∧q)∧r
(∧-I)

⊢ p∧(q∧r)→(p∧q)∧r
(→-I)

p∨(q∧r) ⊢ p∨(q∧r)
(hyp)

p∨(q∧r), p ⊢ p
(hyp)

p∨(q∧r), p ⊢ p∨q
(∨-I-1)

p∨(q∧r), q∧r ⊢ q∧r
(hyp)

p∨(q∧r), q∧r ⊢ q
(∧-E-1)

p∨(q∧r), q∧r ⊢ p∨q
(∨-I-2)

p∨(q∧r) ⊢ p∨q
(∨-E)

idem

p∨(q∧r) ⊢ p∨r

p∨(q∧r) ⊢ (p∨q)∧(p∨r)
(∧-I)

⊢ p∨(q∧r)→(p∨q)∧(p∨r)
(→-I)

Γ ⊢ p∨¬p
(hyp)

Γ, p ⊢ p
(hyp)

Γ,¬p ⊢ (p→q)→p
(hyp)

Γ,¬p, p ⊢ ¬p
(hyp)

Γ,¬p, p ⊢ p
(hyp)

Γ,¬p, p ⊢ ⊥
(→-E)

Γ,¬p, p ⊢ q
(e.f.q.s.)

Γ,¬p ⊢ p→q
(→-I)

Γ,¬p ⊢ p
(→-E)

Γ = p∨¬p, (p→q)→p ⊢ p
(∨-E)

p∨¬p ⊢ ((p→q)→p)→p
(→-I)

⊢ (p∨¬p)→(((p→q)→p)→p)
(→-I)

Γ ⊢ ¬q
(hyp)

Γ ⊢ p→q
(hyp)

Γ ⊢ p
(hyp)

Γ ⊢ q
(→-E)

Γ = p→q,¬q, p ⊢ ⊥
(→-E)

p→q,¬q ⊢ ¬p
(→-I)

p→q ⊢ ¬q→¬p
(→-I)

⊢ (p→q)→(¬q→¬p)
(→-I)

prémisse

⊢ Γ ⊢ ¬q

prémisse

⊢ Γ ⊢ q

Γ ⊢ ⊥
(→-E)

Γ ⊢ p
(e.f.q.s.)
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Exercice 5 : Déduction naturelle classique

¬¬p,¬p ⊢ ¬p → ⊥ ¬¬p,¬p ⊢ ¬p

¬¬p,¬p ⊢ ⊥
→ E

¬¬p ⊢ p
RAA

⊢ ¬¬p → p
→ I

Γ,¬p ⊢ ⊥

Γ ⊢ p
RAA

Γ,¬p ⊢ p → ⊥ Γ,¬p ⊢ p

Γ,¬p ⊢ ⊥
→ E

Γ ⊢ p
RAA

¬(p ∨ ¬p), p ⊢ p ∨ ¬p → ⊥
¬(p ∨ ¬p), p ⊢ p

¬(p ∨ ¬p), p ⊢ p ∨ ¬p
∨Ig

¬(p ∨ ¬p), p ⊢ ⊥
→ E

¬(p ∨ ¬p) ⊢ ¬p
→ I

¬(p ∨ ¬p) ⊢ p ∨ ¬p
∨Ig

⊢ p ∨ ¬p
precedent

Γ, p,¬q ⊢ ¬q → ¬p Γ, p,¬q ⊢ ¬q

Γ, p,¬q ⊢ ¬p
→ E Γ, p,¬q ⊢ p

Γ, p,¬q ⊢ ⊥
→ E

Γ, p ⊢ q
RAA

Γ ⊢ p → q
→ I

¬p, (p → q) → p ⊢ ¬p

¬p, (p → q) → p ⊢ (p → q) → p

¬p, (p → q) → p, p ⊢ ¬p ¬p, (p → q) → p, p ⊢ p

¬p, (p → q) → p, p ⊢ ⊥
→ E

¬p, (p → q) → p, p ⊢ q
⊥E

¬p, (p → q) → p ⊢ p → q
→ I

¬p, (p → q) → p ⊢ p
→ E

¬p, (p → q) → p ⊢ ⊥
→ E

⊢ ¬p → ¬((p → q) → p)
→ I∗

⊢ ((p → q) → p) → p
contrap

Γ1 = Γ,¬(p∧q) et Γ2 = Γ1, p, q et Γ3 = Γ1, p,¬q et Γ4 = Γ1,¬p

. . .

Γ2 ⊢ p Γ2 ⊢ q

Γ2 ⊢ p∧q
∧I

Γ2 ⊢ ⊥
→ E

Γ2 ⊢ r
⊥E

Γ3 ⊢ ¬q

Γ3 ⊢ ¬p ∨ ¬q
∨Id

. . .
H

Γ3 ⊢ r
→ E

? ⊢ q ∨ ¬q
te

Γ1, p ⊢ r
∨E

Γ4 ⊢ ¬p

Γ4 ⊢ ¬p ∨ ¬q
∨Ig

. . .
H

Γ4 ⊢ r
→ E

Γ1 ⊢ p ∨ ¬p
te

Γ1 ⊢ r
∨E
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Soit Γ1 = Γ,¬(p ∨ q) et Γ2 = Γ, p et Γ3 = Γ1,¬p, q

. . .

Γ2 ⊢ p

Γ2 ⊢ p ∨ q
∨Ig

Γ2 ⊢ ⊥
→ E

Γ2 ⊢ r
⊥E

. . .

Γ3 ⊢ q

Γ3 ⊢ p ∨ q
∨Id

Γ3 ⊢ ⊥
→ E

Γ3 ⊢ r
⊥E

Γ1,¬p,¬q ⊢ r
H

Γ1,¬p ⊢ q ∨ ¬q
te

Γ1,¬p ⊢ r
∨E

Γ1 ⊢ p ∨ ¬p
te

Γ1 ⊢ r
∨E

On pose Γ1 = Γ,¬(p → q), Γ2 = Γ1, p , Γ3 = Γ2, q , Γ4 = Γ1,¬p ,

. . . Γ3 ⊢ p → q
→ I

Γ3 ⊢ ⊥
→ E

Γ3 ⊢ r
⊥E

Γ2,¬q ⊢ r
H

Γ2 ⊢ q ∨ ¬q
te

Γ2 ⊢ r
∨E

. . .

Γ4, p ⊢ ¬p Γ4, p ⊢ p

Γ4, p ⊢ ⊥
→ E

Γ4, p ⊢ q
⊥E

Γ4 ⊢ p → q
→ I

Γ4 ⊢ ⊥
→ E

Γ4 ⊢ r
⊥E

Γ1 ⊢ p ∨ ¬p
te

Γ1 ⊢ r
∨E
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