S. Boldo et S. Le Roux Le 6 octobre 2004

Logique-TD n’2
Logique minimale de Hilbert
Logique propositionnelle intuitionniste

Exercice 1 : Un raisonnement non intuitionniste

Montrer qu’il existe deux nombres irrationnels a et b tels que a® soit rationnel.
o . 2
—Indication— Considérer \/if (ou pas)...

Rappels de cours : Logique minimale de Hilbert

Les formules de la logique minimale de Hilbert (en abrégé, LM) sont construites unique-
ment avec le connecteur —. Ses jugements sont de la forme F ¢, ot ¢ est une formule.
IIn’y a en logique minimale que deux axiomes, K et S, et une reégle, le modus ponens :

Fa—p3 Fa

s

(K) (S) (MP)

Fa—f—a F(a—f0—7)—(a—p)—a—y

Exercice 2 : Quelques démonstrations en logique minimale de Hilbert

1°) Montrer que 'axiome (I) : - a—a est correct dans LM.

2°) Montrer que 'axiome (B) : + (a—3)—(y—a)—~—[ est correct dans LM.
}_
3%) Montrer que la regle suivante est correcte dans LM : Famfmy

Fa—8
F a—y

C
" 5asy ©

(cut) est correcte dans LM.

4°) Montrer que la regle de coupure :

Exercice 3 : Des théorémes passionnants
Montrer que les propositions suivantes sont des théorémes de LM :
1) a=(a—=p)—p
2°) (a—f)—a—a
3% (a=p—)—=f—a—y
4) (a—=B)—=(B—7y)—a—y
5) (a=f—r=0)=(B—a)=(B—7)—=F—9
On pourra bien évidemment utiliser les résultats montrés dans 1'exercice précédent.
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Rappels de cours : Logique intuitionniste

Les formules de la logique intuitionniste a la Hilbert (en abrégé, LI) sont construites avec
le connecteur nullaire L (False) et les connecteurs binaires —, V, A (&). Ses jugements sont
de la forme F ¢, o ¢ est une formule.

La logique intuitionniste se base sur la logique minimale, dont les axiomes et regle sont :
Fa—f Fa

=B

(K) (S) (MP)

Fa—pf—a = (a—f—7)—=(a—pf)—a—y

On rajoute a propos des connecteurs A et V les axiomes :

(VO):  F(p—r)—(g—r)—=(pVvg—r  (V1): Fp=(pVve)  (V2): Fg=(pVg)
(N0) = F p—q—(pAq) (A F(pAg)—p (A2) 1 F(pAg)—q

Exercice 4 : Ex falso quodlibet sequitur (du faux I’on déduit ce que l'on veut)

On pose ~a = a— L.

F-8 F
1°) Montrer que Ty PO Sy — et I—ﬂﬂa b sont correctes.
On ajoute I'axiome F: - L—a.
2°) Mont P S~ t
ontrer que e sont correctes.
T Eav ) =(a—p) Fa

Exercice 5 : Logique propositionnelle intuitionniste

1°) Montrer que les regles suivantes sont correctes dans LI :

Fa—a—pf
F oo ﬁ (Drop) T_}ﬁ (Double)
Fy—a Fay=p Fa—y FfB—n
Fy—ang FavB—y

2°) Montrer les théorémes suivants dans LI :
i FaVvpg—pgVa;
ii. F(a—=pf)—(aVy)—=(BV~7);
iii. FaV (BAY)—=(aV B)A(aVy).
Fa—sy Fp(B—6

est correcte dans LI.
Fanf—yAd

3%) Montrer que la regle
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