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Le concept de base de la théorie de la démonstration est
le séquent.

Un séquent s'écrit [ = A et est constitué de
regroupement de propositions.



Les séquents

» Si T est vide et A ne contient qu’une proposition,
c'est I'approche a la Hilbert.

» Quand I est un multiensemble (une structure de
données ou I'ordre ne compte pas, mais ol les
éléments peuvent étre répétés) et A ne contient
qu'une proposition, on a affaire a la déduction
naturelle.
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Les

séquents

Quand I et A sont des multiensembles de
propositions, on parle de calcul des séquents.

Si [ et A sont des multiensembles, mais si I'on
controle tres strictement I'emploi des duplications
dans les preuves, — une proposition ne sert qu'une
fois dans chaque preuve — on parle de logique
linéaire.

Si les propositions déclarent le type d'un élément, on
parle de jugement de typage.
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Il n'y a qu'un connecteur =
et des variables propositionnelles p, q, ..., p1, p2, .-

Example
> p,
> p=gq,
» (p=q)=p.

sont des propositions.
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On adopte la convention d’associativité a droite a savoir
que
,D1é(pzé...é(pn_lépn)...))

s‘écrit pr = p2 = ... = Pp—1 = Pn



Les séquents de logique a la Hilbert

Les séquents sont de la forme = ¢ ot ¢ est une
proposition.
Ainsi on distingue certaines propositions des autres.
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Les séquents de logique a la Hilbert

Les séquents sont de la forme = ¢ ot ¢ est une
proposition.
Ainsi on distingue certaines propositions des autres.

Question : Quelles sont en logique les propositions que
I'on veut distinguer des autres?
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Les propositions et les théorémes

Les propositions sont des formules constituées de
variables et de I'opérateur (du connecteur) =.
Elles n'ont pas de «contenu» utilisable pour raisonner.

Les théoremes sont acceptables pour raisonner.

Example

p = q = p est un théoréme de la logique minimale
et on accepte parfaitement le raisonnement
Si p alors si q alors p.

Mais toutes les propositions ne sont pas acceptables.

Example

p=p=q.
Va-t-on accepter «Si p alors si p alors q 7».
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Les propositions et les théoremes Caleul 3 la Hilbert
danS Ies grou pes Pierre Lescanne

La syntaxe

Dans les groupes, les propositions sont de la forme o R
Les modeles
exp = exp’
ol exp et exp’ sont formées

» de variables

» du symbole binaire x,

» du symbole unaire 1

» et de la constante e.

Les théoremes sont dérivés a partir des axiomes bien
connus des groupes et des regles de remplacement des
égaux par des égaux.
(xxx 1)y = (y *x71) % x est un théoreme.
(x * x 1) %y~ = (y * x) * x est une proposition

qui n'est pas un théoreme.
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Une proposition e(x,y,z) = €'(x, y, z) est valide si
> pour tous les groupes (groupe additif des entiers,
groupe multiplicatif des entiers, groupe additif des
espaces vectoriels, groupe des déplacements de
I'espace, groupe de permutations, etc.)

» pour toute valeur X de x, y de y, Z de z, on a

e(%.7.2) = €(%,7.2)



Les constituants de la logique propositionnelle
a la Hilbert

La logique propositionnelle a la Hilbert est une logique de
presque rien :

» des séquents rudimentaires,
> une regle,
» deux axiomes.

Du coup, elle est difficile d’emploi, il va falloir s'aider
d'un logiciel pour la manipuler.
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Comme méta-théorie, je choisis, un systeme logique tres

puissant : le Calcul des Constructions Inductifs, mécanisé
dans I'assistant de preuve COQ!.

A la fin du cours, on aura une meilleure idée de ce qu’est
le Calcul des Constructions Inductifs

!Ces notes de cours vont de paire avec un:script-en COQ.
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forall p,q : proposition signifie «pour tout p et tout g
qui sont des propositions»

Inductive signifie que I'on définit un concept :
proposition, theorem par induction.



Le méta-prédicat theorem Calcul 3 o Hilbert

Pierre Lescanne

La syntaxe
Les axiomes et les régles

Les modeles

En COQ), le méta-prédicat theorem appliqué a p se note
(theorem p).

Mais plus tard, COQ nous permet d'utiliser le symbole de
séquent - p qui doit se lire «p est un théoremex».



U ne I’\egle Calcul 3 la Hilbert
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En logique propositionnelle minimale a la Hilbert, il n'y a
qu'une regle :
le Modus Ponens :

Fp=gq Fp
MP

Fq



Le MOdUS Ponens Calcul 3 la Hilbert
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En COQ, MP est une fonction

La syntaxe

theorem(p = q) — theorem p — theorem q Les axiomes et les igles

qui prend
» un objet du type theorem(p = q) ol p = q est une
proposition
» et un objet du type theorem p ou p est une
proposition

et fournit un objet du type theorem q.
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qui prend
» un objet du type theorem(p = q) ol p = q est une
proposition
» et un objet du type theorem p ou p est une
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et fournit un objet du type theorem q.

Plus précisément, c’'est une fonction qui prend quelque
chose du type p = g et rend une fonction qui a quelque
chose de type p associe quelque chose de type g.



Le Modus Ponens

En COQ, MP est une fonction
theorem(p = q) — theorem p — theorem q

qui prend
» un objet du type theorem(p = q) ol p = q est une
proposition
» et un objet du type theorem p ou p est une
proposition

et fournit un objet du type theorem q.

Plus précisément, c’'est une fonction qui prend quelque
chose du type p = g et rend une fonction qui a quelque
chose de type p associe quelque chose de type g.

Mais c'est a peu pres la méme chose, a une curryfication
prés !
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Deux axiomes

Il 'y a deux axiomes appelés K et S :
Axiome (K)
Fp=qg=p
Axiome (S)
Flp=qg=r=(p=qg=p=>r

Calcul a la Hilbert

Pierre Lescanne

La syntaxe
Les axiomes et les régles
Les modeles



Calcul a la Hilbert

Deux axiomes

Pierre Lescanne

La syntaxe
Les axiomes et les régles
Les modeles

Il 'y a deux axiomes appelés K et S :
Axiome (K)
Fp=qg=p
Axiome (S)
Flp=aq=r=/F=ag=p=>r

Ne me demandez pas pour |'instant pourquoi ils
s'appellent K et S'!



Preuve de KlI

D/

Fp=p=p

p_tlp=p)=ag=p=p

Fp=p

Fg=p=p

oll D' est

(p=(p=p)=p)=(p=pP=p)=p=p
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Fp=(p=p)=p

Flp=p=p)=>p=p



Preuve de KlI

D/

Fp=p=p

p_tlp=p)=ag=p=p

Fp=p

Fg=p=p

oll D' est

(p=(p=p)=p)=(p=pP=p)=p=p
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Fp=(p=p)=p

Flp=p=p)=>p=p

D et D' sont des arbres de preuve.

D est I'arbre de preuve ou la preuve de g = p = p.



Exercice

Prouver le lemme

Lemme
B

Flp=q)=(r=p)=r=g
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Exercice

Prouver, en utilisant le lemme B, le lemme (la
dérivée)

Lemme

L: Fg=r— Fp=qg— F p=r.
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La regle Cut ou régle de coupure permet d'utiliser des
théoremes intermédiaires (des lemmes!), ici q.

Fg=r Fp=gq
rule_Cut

Fp=r



Le modele {0, 1}

Une formule est valide classiquement si elle prend la
valeur 1 pour l'interprétation de = suivante :

=01

0

1

1

et quelles que soient les valeurs prises par les variables

propositionnelles.

0

1
1
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Exercice

1. Montrer que les axiomes Hilbertk et Hilberts sont
valides classiquement.
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Exercice

1. Montrer que les axiomes Hilbertk et Hilberts sont
valides classiquement.

2. Montrer que la regle MP «préserve» les propositions
valides classiquement.
En déduire que tous les théoremes sont valides
classiquement.
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Exercice

1. Montrer que les axiomes Hilbertk et Hilberts sont
valides classiquement.

2. Montrer que la regle MP «préserve» les propositions
valides classiquement.
En déduire que tous les théoremes sont valides
classiquement.

3. Montrer que la formule de Pierce
((p = q) = p) = p est valide classiquement.
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InC0m plétude Calcul a la Hilbert
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La formule de Pierce n’est pas un théoréeme de la logique
minimale. La logique minimale est incompléte pour le
modele {0, 1}.

La logique intuitionniste

La logique classique ?



InC0m plétude Calcul a la Hilbert

Pierre Lescanne

La syntaxe
Les axiomes et les regles
Les modeles

La formule de Pierce n’est pas un théoréeme de la logique
minimale. La logique minimale est incompléte pour le
modele {0, 1}. Il faut

» soit changer de logique,
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La formule de Pierce n’est pas un théoréeme de la logique
minimale. La logique minimale est incompléte pour le
modele {0, 1}. Il faut

» soit changer de logique, logique classique
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La formule de Pierce n’est pas un théoréeme de la logique
minimale. La logique minimale est incompléte pour le
modele {0, 1}. Il faut

» soit changer de logique,
» soit changer de modeéles,
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La formule de Pierce n’est pas un théoréeme de la logique
minimale. La logique minimale est incompléte pour le
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» soit changer de logique,

» soit changer de modeles, modeles de Kripke
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La formule de Pierce n’est pas un théoréeme de la logique
minimale. La logique minimale est incompléte pour le
modele {0, 1}. Il faut

» soit changer de logique, logique classique
» soit changer de modeles, modeles de Kripke

On fera I'un et 'autre!
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La syntaxe
Les axiomes et les regles
. , , N . Les modeles
La formule de Pierce n’est pas un théoréeme de la logique
minimale. La logique minimale est incompléte pour le

modele {0, 1}. Il faut
» soit changer de logique, logique classique
» soit changer de modeles, modeles de Kripke

On fera I'un et I'autre!
On peut obtenir la logique classique en ajoutant |'axiome
de Pierce.
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La syntaxe
Les axiomes et les regles

. , , N . Les modeles
La formule de Pierce n’est pas un théoréeme de la logique
minimale. La logique minimale est incompléte pour le

modele {0, 1}. Il faut
» soit changer de logique, logique classique
» soit changer de modeles, modeles de Kripke

On fera I'un et I'autre!
On peut obtenir la logique classique en ajoutant |'axiome
de Pierce. Mais ca serait un peu ah hoc!



La syntaxe

Il'y a deux nouveaux connecteurs A et V.

> A et V représentent la conjonction et la disjonction.
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Les axiomes pour A et V

Il'y a six axiomes :

Or0
Orl
Or2

And0
And1l
And?2

Fp=r=(qg=r)=

Fp=(pPVQq)
Fg=(pVaq)

Fp=qg=(pAq)
F(pAG)=p
F(pAg)=gq
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(pVa)=r



Quelques conséquences

vV V.V VvV vV vV VY
T T T T T T T T

pVaq = qVp

pV(gvr) = (pVaq)Vr
pVp = p

(p=4q) = (pvr) = (qgVr)
PAG = qAPp

pPA(GAT) = (pPAg)ATr
pApP = p

(p=q) = pAr = gAr
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Quelques conséquences  (fin) Colcat s fa fiber

>
>
>
>

Pierre Lescanne

La logique intuitionniste



Quelques conséquences  (fin) ol 2 o Hilbert
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es regles

> (pAQV(pAT) = pA(qVr)
»F pA(gvr) = (pAG)V(PAT)) 7 e ntenne
»E (pva)A(pvr) = pV(gAr)
>t pVvignar) = (pVa)A(pVr)
Et des regles :
Fp Fq Fp=gq Fp=r
FpAg Fp=qgAr

Fpl=gql Fp2=qg2
FplAp2 = qlAqg2
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Le connecteur False est régi par |'axiome : La logique intuitionniste
Axiome (F)
F False = p



Le connecteur False

Le connecteur False est régi par |'axiome :

Axiome (F)
F False = p

Notation :

False se dit ausssi absurde et se note L.

La négationest —-p = p= False.
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Réduire les connecteurs ?

En logique intuitionniste, on ne peut pas réduire les
connecteurs les uns par rapport aux autres.

Chaque connecteur a sa vie propre.

Il faut donc des axiomes spécifiques pour chaque
connecteur.
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Réduire les connecteurs ?

En logique intuitionniste, on ne peut pas réduire les
connecteurs les uns par rapport aux autres.

Chaque connecteur a sa vie propre.

Il faut donc des axiomes spécifiques pour chaque
connecteur.

Exercice

Prouver 'assertion précédente. Voir exercice 29 p. 188
(chapitre 5) dans le livre de van Dalen Logic and
structure.
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La logique intuitionniste et la logique classique 2t Fiter
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En logique intuitionniste les formules suivantes ne sont La logique classique?
pas des théoreémes.

P—\—\pjp
Pp\/—\p
> (p=-q)=>qg=0p



Le tiers exclus

Le tiers exclus est la proposition p V —p.

En informatique, considérons la proposition x_vaut_zero :

a savoir
«La variable x vaut zéro»2.

Sa négation est «La variable x ne vaut pas zéro»>.

20n devrait préciser «La variable x vaut toujours zéro»
3«La variable x ne vaut jamais zéro»
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Le tiers exclus est la proposition p V —p. Lo meitis

En informatique, considérons la proposition x_vaut_zero :
\ . La logique classique ?
a savoir

«La variable x vaut zéro»2.

Sa négation est «La variable x ne vaut pas zéro»>.

A-t-on x_vaut_zero V — x_vaut_zero?

A-t-on une seule maniere d'interpréter la négation ?

20n devrait préciser «La variable x vaut toujours zéro»
3«La variable x ne vaut jamais zéro»
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En langue naturelle, la double négation ne correspond pas  La logique classique?
a une affirmation.
Plutét a une atténuation.

Je ne suis pas contre. Ca n’est pas impossible.
Cette personne n'est pas idiote. Cette statue n’est pas laide.
Vous n'étes pas sans savoir. Ca n’est pas mal.



La logique intuitionniste et les preuves

En logique intuitionniste les preuves sont des citoyens de
premiere classe.
Une proposition est un théoreme si on peut en exhiber
une preuve.
Ainsi
» d’une preuve de ~—p on ne peut pas exhiber une
preuve de p.

» on ne peut pas construire une preuve de p V —p, car
cet objet est devrait pouvoir étre construit a partir
d'une preuve de p ou d’une preuve de —p*.

“qu’on ne posséde pas quand on affirme pv —p
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La logique intuitionniste et les preuves

En logique intuitionniste les preuves sont des citoyens de
premiere classe.
Une proposition est un théoreme si on peut en exhiber
une preuve.
Ainsi
» d’une preuve de ~—p on ne peut pas exhiber une
preuve de p.

» on ne peut pas construire une preuve de p V —p, car
cet objet est devrait pouvoir étre construit a partir
d'une preuve de p ou d’une preuve de —p*.

C’est comme construire une maison sur un terrain situé
a Vaise ou a Vénissieux !

“qu’on ne posséde pas quand on affirme pv —p
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La logique intuitionniste et les preuves Caleul 3 a Hilbert
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Retournons a MP.
En fait, dans

La logique classique ?
Fp=q9— Fp— Fgq

MP prend une preuve de p = g et retourne une fonction
qui prend une preuve de p et retourne une preuve de q.

Donc = p = q représente le type des preuves de p = q.



La logique intuitionniste et les preuves Caleul 3 a Hilbert
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Retournons a MP.
En fait, dans

La logique classique ?
Fp=q9— Fp— Fgq

MP prend une preuve de p = g et retourne une fonction
qui prend une preuve de p et retourne une preuve de q.

Donc = p = q représente le type des preuves de p = q.
Plutot que I'ensemble des preuves de p = q.
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