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Théorie des ensembles (Notes 7)

Suite : Les ordinaux et les ensembles bien ordonnés - L’axiome du choix
(On continue la numérotation en suivant celle des notes n° 6)

2 Ensembles bien ordonnés, ordinaux

Nous reprenons ici le début de la deuxiéme section des notes 6.

2.1 Les ordinaux

On appellera relation d’ordre strict une relation R transitive et telle que pour tout x
on n’a jamais rRx.

On suppose que U = ZF~.
Définition: 1. Soit @ un ensemble et » C a X a. On dit que r est une relation de bon
ordre sur a, ou que (a,r) est bien ordonné, si r est une relation d’ordre sur a et r est un
bon ordre, c¢’est-a-dire, tout sous-ensemble non vide de a posséde un plus petit élément.
2. s C a est un segment initial pour r si pour tous z,y € a, si x € s et (y,x) € r, alors
y € s. Sib € a, alors 'ensemble Sy(a,r) = {x € a;(,b) € r Az # b} est un segment initial
de a.
Remarque: Sir est un bon ordre sur «, , alors r est un ordre total sur a (pour z,y € a,
le sous-ensemble {z,y} doit avoir un plus petit élément).

On considére un ensemble ¢ muni d’un bon ordre, qu’on note <.

Lemme 2.1 s C a est un segment initial pour (a, <) si et seulement si s = a ou bien
s = Sp(a, <) pour un b € a.

Définition: Un ensemble a est un ordinal si
(1) € est une relation d’ordre strict sur a
(2) (a, €) est bien ordonné
(3) a est un ensemble transitif ¢’est-a-dire tel que U =Vr (r € a — = C a).

Lemme 2.2 Les ensembles deU qui sont des ordinaux forment une collection définissable.
On notera On(v) la formule qui la définit, et On la collection elle-méme.

Exemples: les ensembles suivants sont des ordinaux: 0 := 0, 1 := {0}, 2 := {0,1}, .....,
n:=40,1,...,n—1} ...



Lemme 2.3 Soit a un ordinal.
1. ada
2. Sib € a, b est un ordinal
3. s C a est un segment initial pour (o, €) si et seulement si s = « ou bien s € a.

Proposition 2.4 Soient o, 8 des ordinauz. Alors un et un seul des trois cas suivants est
posssible: o = (3 ou bien o € B ou bien € .

Proposition 2.5 La relation € est une relation d’ordre strict sur la collection des or-

dinauz. C’est une relation de bon ordre au sens suivant: pour toute formule (v, w1, . . ., wy)
de L¢, pour tous ay,...,ar ensembles, si la sous-collection de On, {x;U | On(x) A
¢(x,aq,...,a)} nest pas vide, alors elle a un plus petit élément.

Corollaire 2.6 La collection On n’est pas un ensemble

Proposition 2.7 (Laissée en exercice) Si ¢ est un ensemble dont tous les éléments sont

des ordinauz, alors ¢ a une borne supérieure égale a |, .

Lemme 2.8 Soit o un ordinal. Le plus petit ordinal strictement supérieur ¢ « est aU{a},
qu’on appelle ['ordinal successeur de a, et qu’on notera o+ 1.

Définition: Un ordinal 3 est un ordinal successeur s’il existe un ordinal « tel que
B =aU{a}. On dit alors que « est 'ordinal précesseur de (3.

— Un ordinal différent de 0 qui n’est pas un ordinal successeur est appelé un ordinal
limite.

— Un ordinal 3 est fini si, pour tout o < 3, o # 0, « est successeur. Un ordinal qui
n’est pas fini est infini.

Remarques: Si ( est fini, alors § = 0 ou [ est successeur.
— Si [ est fini, alors tout a < 3 est aussi fini, 5 + 1 est aussi fini.
— Si 3 est infini, alors tout o > [ est infini.
— Si 3 est limite alors ( est infini.
— Il existe un formule fin(v) de L. telle que pour tout ensemble a,

U = fin(a) ssi a est un ordinal fini.
Proposition 2.9 Soit U un modéle de ZF~. Alors les énoncés suivants sont équivalents:
1. U est un modeéle de l'aziome de Uinfini (= Al), c¢’est-a-dire
UETyDey ANVz(x ey — zU{z} €v)).
2. 1l existe un ordinal infini dans U.

3. 1l existe un ordinal limite dans U.

4. La collection définissable des ordinauz finis de U est un ensemble dans U .

On suppose a partir de maintenant que U est modéle de ZF, c¢’est-a-dire de ZF + Al.
Il existe donc un ensemble dont les éléments sont exactement tous les ordinaux finis de
U. On appelle cet ensemble w. Il est évident que w est un ordinal limite, en fait c’est le
plus petit ordinal infini et le plus petit ordinal limite.

L’ordinal successeur de w, w + 1 est infini mais n’est pas limite, de méme pour tous les
w + n, (n**™ successeur de w).



2.2 Quelques remarques sur les ordinaux finis non-standards

(1). Soient U; et Uy deux modeles de ZF tels que U; est une sous-structure élémentaire
de Z/{Q.

Soit v dans U, alors « est un ordinal dans U si et seulement si v est un ordinal dans
Us, puisque il existe une formule On(v) telle que U; = On(a) ssi a est un ordinal.

De méme, « est un ordinal fini dans U; si et seulement si « est un ordinal fini dans
Z/{g.

En particulier w, le plus petit ordinal infini de U, est toujours le plus petit ordinal
infini de Us.
(2) Soit U; un modéle de ZF. On rajoute un nouveau symbole de constante d, au langage
Lc. On considére I'ensemble de formules suivantes :

I'={d € w} U {n € d; pour chaque entier n dans N}

(on rappelle que on a défini 0 = (), et ensuite n+ 1 ={0,1,...,n}).

Alors Diage(U;) UT est consistant, car finiment réalisé dans U;.

Soit donc Uy un modeéle de Diage(U;) UT, Us est une extension élémentaire de U;.

Soit v l'interprétation de la constante d dans Us. Alors v est un ordinal fini: en effet,
dans Us, v est un élément de l'ordinal w, c¢’est donc bien un ordinal lui-méme. De plus,
tout élément de w est fini dans Us, puisque cela est vrai dans U; et se dit par une formule.

On dit qu'un ordinal v est fini non standard si v est fini mais différent de n pour
chaque n € N.

Dans U,, il n’y a pas de plus petit ordinal fini non-standard: si v est non-standard,
alors Uy = Fo(v € wAy=vU{v}), carlp EVo(v EwAv #0) — (Fwv=wU{w}). Et
bien stir, un non-standard ne peut étre le successeur d’un standard.

Donc la sous-partie de w formée des ordinaux finis non-standard est non-vide mais
n’a pas de plus petit élément. Cela ne contredit pas le fait que, dans Us, (w, €) est un
ensemble bien ordonné: en effet un ensemble a est bien ordonné si tout sous-ensemble
non-vide de a a un plus petit élément. Or les non-standards dans w ne forment pas un
ensemble (et les standards non plus). En particulier, on peut fabriquer une suite formée
d’éléments de w non- standards ag > a; > as > ... > a, > ayq.... indexée par N, mais on
n’a pas de telle suite qui est un élément de Uy, en particulier, on n’a pas de suite (a;);cw
dans Uy (i.e. une application dans Uy de domaine w et d’image un sous-ensemble de w)
telle que si @ < j , alors a; € a;, pour tous ¢, j éléments de w dans Us!

2.3 Les bons ordres

Lemme 2.10 Si « et 3 sont des ordinauz, si f : o — [ est une application strictement
croissante, alors a < 3 et pour tout x € o, x < f(x).

Lemme 2.11 Sia et 3 sont des ordinauz, si f : a — 3 est un isomorphisme pour [’ordre,
alors a = (3 et f est l'identité.

Proposition 2.12 Pour tout ensemble bien ordonné (a,<,) , il existe un unique ordinal
a et une unique bijection f de a dans o qui est un isomorphisme pour l'ordre, c’est-a-dire,



telle que pour tous x,y € a, v <,y ssi f(z) < f(y). On dit alors que (a,<,) est de type
d’ordre «.

2.4 Opérations sur les ordinaux

e La somme ordinale: Soient o, § deux ordinaux. On définit a4+ § comme 'unique
ordinal isomorphe a ’ensemble (bien ordonné): ({0} x a) U ({1} x (), muni de
I’ordre lexicographique.

e Le produit ordinal: Soient o, § deux ordinaux. On définit af comme 'unique or-
dinal isomorphe & I’ensemble (bien ordonné): (3 x a, muni de I'ordre lexicographique.

On remarque que la défintion de + est bien cohérente avec la notation que l'on a
introduite précédemment pour ’ordinal successeur de o, a + 1.

Lemme 2.13 (Exercice) i) a+ (8 +7) = (o + )+
ii) a(B) = (aB)7)
iii) a(B +7) = (aB) + (avy)
i) Si et B sont finis, a+ (B et aff sont finis.

Attention La somme et le produit ordinaux ne sont pas commutatifs. En particulier
l+tw=w<w+1

w=14+1llw=w<w2=w(l+1)=w+w.

2.5 Induction transfinie
2.5.1 Les entiers de U

On appelle les ordinaux finis de U, les entiers de &/. On peut montrer que sur les ordinaux
finis, la somme et le produit sont commutatifs et que < w,+,.,0, succ > est un modéle
de I'arithmétique de Peano.

On a facilement le principe d’induction suivant: soient ¢(v,yy,...,¥y,) une formule de
L. etay,...,a, des ensembles. Si

UEo0,a1,...,a,) et U EVx(z €w A ¢(x,ay,...,a,) — ¢((x+1),a1,...,a,))
alors

UEYr(xew — ¢(z,a1,...,a,)).

2.5.2 Induction sur les ordinaux

Soient ¢(v,y1, . . .,y,) une formule de L, et aq, ..., a, des ensembles. Si, pour tout ordinal
a?

UE Vr(z<a — o(x,a1,...,a,)) — (d(a,aq,...,a,))
alors

Uu ): vy (On(y) - (b(ya ag, ... 7an))'
Remarque: 'hypothése implique que U = ¢(0).



2.5.3 Définition d’une relation fonctionnelle par induction sur les ordinaux

Rappel: Une relation fonctionnelle /' de domaine une sous-collection C' définissable de U/
est une formule F(x,y) qui est telle que U | Vo (C(x) — Jy(F(x,y) N Vz F(z,2) —
z =y)). On écrit alors F(x) = y au lieu de F(z,y). Si a est un ensemble dont tous les
éléments sont dans la collection C', alors Ff, est une application de domaine a.

Si a est un ordinal, on note App, la collection des applications de domaine un ordinal
inférieur a «, c¢’est-a-dire

fest dans App, ssid =3B (B<a A Iz (f € 2P)).
On note Appo, la collection des applications dont le domaine est un ordinal:

f est dans Appo, ssid =3 B (On(B) A Tz (f € 27)).

Proposition 2.14 (énoncée en cours mais non démontrée) Soit G une relation fonc-
tionnelle définie de la collection Appo, dans U. Alors il existe une (unique) relation
fonctionnelle F définie sur la collection des ordinauzx, telle que, pour tout ordinal c,

F(a) = G(FY,).

On dit alors que la fonction F' est définie par induction sur les ordinaux , ou par
induction transfinie.
On commence par montrer:

Lemme 2.15 Soit G une relation fonctionnelle définie sur App,. Alors il existe une
unique application f de domaine o qui satisfait, pour tout 3 < o, f(B) = G(f,).

Preuve du lemme: Commencgons par montrer I'unicité. Soient f et g deux applications de
domaine « satisfaisant la condition pour tout 8 < a, f(8) = G(f,) et g(B3) = G(g7,). On
a en particulier f(0) = g(0) = G(0). Soit 3, le plus petit ordinal tel que f(5) # g(f), s’il
existe. Alors f(7) = g(v) pour tout v < 3, c’est-a-dire, fr, = gr,. Donc G(fi,) = G(gr,),
et £(8) = g(8).

Montrons maintenant 1’existence. Soit ¢ ’ensemble des < a pour lesquels il existe
une application fj, définie sur 3, telle que, pour tout v < 3, fz(y) = G(fﬁh). On voit
facilement que ¢ est un segment initial de @ et par 'unicité montrée au-dessus, si v < 3,
alors f, = f3 - L’ensemble ¢ est un segment initial de «, donc c’est lui-méme un ordinal
inférieur ou égal a a.

On définit une application f., de domaine ¢, en posant, pour chaque 3 < ¢, f.(§) =
G(fs). L’application f. vérifie bien la condition que pour tout 5 < ¢, f.(8) = G(f. (ﬁ). Si
¢ < «, alors par définition de ¢, ¢ € ¢, ce qui est impossible pour un ordinal, donc ¢ = «
et f. est 'application cherchée.

Preuwve de la proposition 2.14: On pose F(a) = y ssi “il existe une application f, de
domaine «, telle que, pour tout 8 < a, f,(5) = G(fa[ﬁ) et y = G(fa)"

Par le lemme précédent, G est bien définie sur tous les ordinaux et est une relation
fonctionnelle.

Sif<a, fzg= fc%, donc
F(B) = G(fﬂ) = G(fozfg) = fa(B).

Et il est facile de vérifier que la fonction ainsi définie a les propriétés requises et est unique.
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2.5.4 Exemple d’ application, ’univers bien fondé

Rappellons que 'axiome de fondation AF dit:
Ve (z#£0 — JylyexA:ynz=10)).

Cet axiome implique que la relation d’appartenance sur 'univers U est “bien fondée™
il n’existe pas de suite infinie (u,),e. telle que u,1 € u, pour tout n. Il implique aussi
en particulier que pour tout x, x & = (exercice).

Dans U, on définit par induction sur les ordinaux une fonction des ordinaux dans U.
A « ordinal, on va associer un ensemble V,:

On pose Vi = 0, et pour o > 0, V,, = UgoP(Va,). 1l s’agit bien d’une définition par
induction. En effet, on considére la fonction définissable G de la collection des applications
définies sur un ordinal dans U : G(f) =y ssi y = Ug<aom(p)P(f(B)). Alors, on sait qu'il
existe une unique fonction F' définie sur les ordinaux, telle que pour tout ordinal «,
F(a) = G(F,). On a bien V, = F(a).

On remarque que V,41 = P(V,) et que si § est un ordinal limite, alors Vg = Us<V5s.

Maintenant considérons la collection définissable V telle que U |= Va V (z) < Ja(On(a)A
reV,).

On peut alors montrer:

Théoréme 2.16 SiU est un modéle de ZF, U |= AF si et seulement si U |= VzV (x).

3 Retour sur ’'axiome du choix

Soit U un modéle de ZF
On rappelle que axiome du choix, (AC) dit :

Pour toute famille (a;);c; d’ensembles non-vides, le produit
Wicra; = {f € (Uje; @) ;Viiel — f(i) € a;} est non-vide.

On a facilement les premiéres équivalences suivantes:

Lemme 3.1 (exercice) (i) U = AC,
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(i1) pour tout ensemble non vide a, il existe une application g de P(a)\ {0} dans a telle
que pour tout x C a non vide, g(x) € x. Une telle application est appellée une fonction
de choizx sur a,
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(#ii) pour chaque ensemble a dont les éléments sont non vides et disjoints deux o deuz, il
existe un ensemble b dont lintersection avec chacun des éléments de a est un singleton.

Le théoréme suivant est un peu plus difficile. On a montré en cours I’équivalence entre
(1) et (2), qui utilise une fonction définie par induction sur les ordinaux.



Proposition 3.2 Les énoncés suivants sont équivalents:

(1)U = AC

(2) U satisfait le théoreme de Zermelo: tout ensemble a de U peut étre muni d’un bon
ordre

(3) U satisfait le lemme de Zorn: sia est un ensemble ordonné dont tout sous-ensemble
totalement ordonné a un majorant, alors a admet un élément maximal.



