TD 10 : corrections et indications (suite)

2. Fonction (3 de Gddel

2 La fonction 8 est bien sur primitive récursive. Elle est représentée par :
Blvo, v1, v2, v3] = Jug (v3 = vg4 X s(va X sv1) + vg A vy < $(v2 X sv1))

4 Soient g et h représentables, et Glvg, v1, ..., vk (resp. H[vg, v1, . .., Uk, Vkt1, Vkt2])
une formule représentant g (resp. h). Soit f la fonction obtenu grace au schéma
de récurrence a partir de g et h, par :

{ f('rla"'axk‘vo):g(‘rla"'axk‘)
f(xlv"'7xk7y+1> = h(.’IJl,...,fB]g,Zl/,f(.%'l,...,.fk,ll/))

Alors f est représentée par la formule Flvg, vy, ..., vk, Ug+1], & savoir :
FuyJug (Elug (Blug, s0, ui, ug] A Glug, v1, ..., vg]) A
Vus < vgy13ugTus (Blug, us, ur, us] A Blus, s(us), uy, us] A Hlus, v1, . .., vk, us, ug))
ABlvo, s(vg+1), U1, us]

En effet, les variables u1 et uo correspondent aux entiers a et b qui codent, via
la fonction 8 de Godel, la suite (f(z1,...,2,0),..., f(x1,..., Tk, y)). Ainsi, la
premiere ligne de la formule exprime le fait que la valeur initiale de la suite
codée est bien g(x1,...,x), la deuxiéme le fait que chaque terme de la suite
est I'image du précédent par la fonction h, et la troisieme ligne "renvoie” le
résultat, c’est-a-dire dit que vy est le dernier terme de la suite.

5 Aucun probléme pour les projections, la fonction successeur ou encore les fonc-

tions constantes. Si Fq[vg, v1, ..., vg] représente la fonction fi(x1,...,zx) (resp.
F9 représente fa, etc) et Glvg, vy, ..., v,] représente la fonction g(x1,...,z,),
alors la fonction composée g(f1(z1,...,2k), ..., fa(x1,...,2k)) est représentée

par la formule :

Juy ... Juy, G[vo,ul,...,un]/\ /\ Fi[ui,vl,...,vk]
1<i<n

Ainsi, 'ensemble des fonctions représentable contient les projections, la fonc-
tion successeur et les fonctions constantes, est clos par composition et par
schéma de récurrence, donc contient les fonctions primitives récusives.

6 Si f est une fonction totale de la forme (x4, ..., 2x) — py ((y, z1,...,xK) € A),
avec A représentée par la formule Flvg, v1,. .., vg], alors f est représentée par
la formule :

F[Uo, Vi, .- ,’Uk] AYug < ’UQ—\F[U(), U1y ,’Uk]

En corollaire, on obtient que toute fonction récursive totale est représentable.



