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1.4. Relations d’équivalence
— Dans Ty, on mets les formules :
— Va (zRx)
VaVy ((zRy) = (yRz))
VzVy¥z (((zRy) A (yRz)) = (zRz2))
(R est une relation d’équivalence)
— Pour chaque entier n, la formule

dzq...3x, < A ﬁ(%’PWU]')>

1<i<j<n

(il y a n éléments non deux & deux en relations, c’est-a-dire qu’il y a au

moins n classes d’équivalence)

et la formule

Vai1des ...z, < /\ lein> VAN ( /\ xTi # $j>

1<i<n 1<i<j<n

(tout élément est en relation avec au moins n éléments distincts, donc toute

classe d’équivalence a au moins n éléments. . .)
On a vu qu’une théorie finiment axiomatisable pouvait étre axiomatisée par
un sous-ensemble fini d’elle-méme. Ici, tout sous-ensemble fini de Ty admet un
modele fini, donc en particulier un modele qui n’est pas dans Ky. C’est-a-dire
qu’aucun sous-ensemble fini de Ty ne peut axiomatiser Ky, et donc Ky n’est
pas finiment axiomatisable.

— Ty est Nyp-catégorique, mais catégorique en aucun autre cardinal.
En effet, tout modele de cardinal Ry est isomorphe a N x N muni de la relation
d’équivalence

(n,m)R(n,m') <= n=n

En effet, un tel modele M contient forcément une infinité dénombrable de
classes d’équivalence (une infinité par hypothese, dénombrable car sinon le
modele ne peut l’étre...). Soit donc f une bijection de N sur l’ensemble des
classes d’équivalence. Chaque classe d’équivalence est ensuite elle-méme infinie
dénombrable, donc en bijection avec N. Soit g, une bijection de N sur la n-ieme
classe d’équivalence (i.e. f(n)).
Alors la fonction g de N x N dans I’ensemble de base M de M définie par :

(n,m) = gn(m)

est bien bijective (la vérification est immédiate). D’autre part, on vérifie que
g((n,m))R g ((n',m')) si et seulement si n = n’. C’est-a-dire que g induit un



isomorphisme de N x N, muni de la relation d’équivalence définie par 1’égalité
de la premiere composante, sur M. Tous les modeles dénombrables de T sont
donc isomorphes.

— En revanche, si A désigne un cardinal strictement supérieur a Ny, on trouve
aisément deux modeles non isomorphes de T de cardinal X : il suffit de prendre
un modele qui contient une classe d’équivalence de cardinal A, et une infinité
dénombrable de classes dénombrables, et un deuxieme modele qui contient
deux classes d’équivalences de cardinal A, par exemple. ..

— Ty n’admet que des modeles infinis et est Ng-catégorique, donc Ty est complete
(théoreme de Vaught).

2. Equivalence élémentaire et isomorphie
Soient aq,...,a, les éléments de M (N a également n éléments.)

On admet Dexistence, pour toute fonction f du langage, d’une formule Flx1, ..., z,]
a n variables libres qui décrit le comportement de la fonction f dans le modele M.
(Idem pour les relations, les constantes...). Par exemple, si f est d’arité 1 et que
I’'on a dans M :

fM(a/l) = Qs - - - 7fM(a’n> = Gy,
alors la formule F¢lxy, ..., z,] sera :
1<k<n

Soit A I’ensemble des bijections de M sur N. Supposons qu’aucune ne définit un
isomorphisme de L-structures. Alors, pour toute formule ¢, on a une fonction f,
(ou une relation R, ou une constante c,) qui témoigne du fait que ¢ n’est pas un
isomorphisme. C’est-a-dire que la formule Fy_[z1 ~ aj, ..., 7, ~ a,] est vraie dans
M, tandis que Fy_[z1 ~ @(a1),...,2, ~ @(a,)] est fausse dans N. Soit alors F la
formule :

dzq ... 3z, /\.’L’Z#a}] VAN /\Ff¢[xla-~-7$n]

i#] peA
F est bien sir vraie dans M (interpréter x; par a;), montrons qu’elle est fausse
dans N (ce qui contredira I’équivalence élémentaire). Soient by, ..., b, tels que la
formule

/\[wzwbl]#[xjwbj] A /\Ff¢[xlwb17-~-7$nwbn]
i#] pEA

soit vérifiée. En particulier les éléments bq,...,b, sont deux a deux distincts, donc
s’écrivent sous la forme by = ¢(ay), by = @(ag), ..., b, = @(ay), avec ¢ une bijection
de M sur N. Mais par construction Fy_[z1 ~ ¢(a1),..., o, ~ ¢(ay,)] est fausse dans
N, c’est-a-dire que Fy [v1 ~ b1,..., 2y ~ by est fausse dans N. La conjonction
précédente est donc fausse dans A, d’ot1 la contradiction.



