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1. Schéma d’induction (Cori-Lascar)
On rappelle que, sur le langage de l'arithmétique £ = {0, s,+,-}, les aziomes de

Peano sont les 7 axiomes suivants Aq,..., A7, ainsi qu'une infinité d’axiomes, que
I’'on appellera azxiomes d’induction :
Ay 2 Vo —sx =0 Ay : Vady (mx=0= sy =2x)

Az : VaVy (scx=sy=x=y) Ay :Veaox+0==zx

As : VaVy (x+sy=s(zx+y)) Ag : Vrax-0=0

A7 VaVy (x-sy=(x-y)+x)
Pour toute formule F[x,z1,...,2,] & n 4+ 1 variables libres, I'axiome d’induction
associé est la formule :

V...V, <(F[O,m1, cony ) AV (Flz, 21, ... 2] = Flsz, 21, ..., 24)))
= VaF [z, x4, ..., wn]>
On note AP I’ensemble des axiomes de Peano, Py ’ensemble des axiomes Ay, ..., Ar.

Soit X un ensemble non vide, f une fonction de X x X dans X. On définit sur
NU (X x Z) une L-structure M de la fagon suivante :

— M est une extension de N (muni des opérations naturelles).

—sia=(z,n) ¢ N, alors sa = (z,n+1);

~sia=(r,n)¢NetmeN alorsa+m=m+a=(x,n+m);
—sia=(x,n)¢Netb=(y,m) ¢ N,alorsa+b=(z,n+m);
—sia=(z,n) ¢ Net me N* alorsa-m = (z,n-m);eta-0=0;
—sia=(x,n) ¢ Net meN, alors m-a=(z,m-n);

—sia=(x,n) ¢ Netb=(y,m) ¢ N, alors a-b=(f(z,y),n-m).
1 Montrer que M est modele de Py.
2 Montrer qu’aucune des propriétés suivantes n’est conséquence de Py :
— VaVy x +y = y + = ('addition est commutative) ;
— VaVyVz z - (y- z) = (z - y) - z (la multiplication est associative) ;
- VaVy ((z<yAy<z)=x=y) (< est antisymétrique, ou =z < y est par
définition la formule 3z z + z = y) ;
-V 0-2=0.
3 On va prouver que la premiere de ces formules est vraie dans AP. Montrer
successivement, en utilisant les axiomes de AP :
- AP pVz 2 +0=0+=z
~ AP pVavVy s(y+x) = sy +x
— En appliquant le schéma de récurrence, AP pVaVy 2 +y=y+x



2. Modé¢les non standards
Soit £ = {0, s,+, -} le langage de I'arithmétique, et M un modele de AP (axioma-
tique de Peano).

1 Montrer que la relation définie par « x < y si et seulement si il existe un
élément z tel que z + x = y » est une relation d’ordre totale sur |M|.

2 Montrer dans AP 1’équivalence suivante :
VaVy (z <y < (z =y ou sz <y))

Et dans Py 777

3 On rappelle que tout modele de AP contient une sous-structure isomorphe a
N. Si c’est une sous-structure stricte, on dit que M est non standard. Montrer
que AP a un modele dénombrable et non standart.

Désormais, M désigne un modele dénombrable et non standard de AP.
4 Montrer que I’ensemble ordonné (]/\/l| ) SM) est isomorphe a (N+ Q x Z, <).

5 Montrer qu'une formule F[x| & une variable libre x satisfaite par une infinité
d’entiers standards dans M est nécessairement satisfaite par au moins un entier
non standard de M.

En déduire que N n’est pas définissable (sur vide) dans M.

3. Conjecture de Goldbach
Soit £ = {0, s,+, -} le langage de Parithmétique, et F I’énoncé « tout entier pair est
la somme de deux nombres premiers ».

Soit M un modele de AP. Un élément a de | M| est dit anormal si a est non nul
et pour tout entier standart non nul n, il existe un élément b de | M| tel que a = bn.
Le modele M est dit anormal s’il contient un élément anormal.

1 Montrer qu’il existe un modele anormal M1 de AP.

2 Soit A(M;) l'ensemble des éléments anormaux de M;. Montrer qu'il existe
une sous-structure Ms de My, modele de Py, et dont 'ensemble de base est :

NU{a+k, acAMi),keZ}
N.B. A priori, rien ne dit que My est modele de AP...
Montrer que A(Msa) = A(My).

3 Quels sont les nombres premiers de My autres que ceux de N7 Montrer que la
somme de deux éléments anormaux est anormale.

4 Montrer que Mj ne satisfait pas F.

4. Sous-structures élémentaires

Soient My un modele de AP et M; une sous-structure de My (pour le lan-
gage de 'arithmétique). On suppose que la sous-structure M est close par fonc-
tion définissable, c’est-a-dire que pour tout entier k, si une formule ¢(y1, ..., Yk, v)
définit une fonction f de M’g dans My, alors pour tout (ai,...,ax) € M’f on a
f(al,...,ak) e M;.
Montrer que M est une sous-structure élémentaire de May.



