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La qualité de la présentation et la précision de la rédaction seront prises en
compte dans la notation — ce qui ne signifie pas qu’il faut délayer. Le baréme (sur
beaucoup plus de 20 points) est donné a titre indicatif, et il sera adapté en fonction
des notes ; une quotation plus élevée correspond a une question plus difficile ou plus
longue. Les exercices et le probleme sont indépendants.

EXERCICE 1

Question 1 (2 pts). Montrer, en séparant les cas « successeur et « limite, que, pour «
ordinal au moins égal a 2, les relations (V3,7 < a)(f+v < a) et (VB < a)(f+a = «)
sont équivalentes.

EXERCICE 2

Question 2 (3 + 1 + 1 + 1 pts). (i) Admettant que PA; prouve (Vx,y)(x+y = y+x),
montrer en utilisant une induction sur x que PA; prouve l'existence de la division
euclidienne sous la forme

(*) (vx,y)(3q,r,8)(x = 8(y) - q+r A 8+r = ).
(i7) Justifier rapidement le fait que la structure N formée par les polynomes de Z[X]
a coefficient dominant positif munis des opérations usuelles est un modele de PA,.
(i71) Peut-on diviser X par 2 dans N'?
(17v) Qu’en déduit-on pour (x)?

PROBLEME

On étudie la notion d’ultraproduit de structures, qui est un produit quotienté au
moyen d’un ultrafiltre. On commence par le cas général, puis on considere brievement
le cas de I'arithmétique, et ensuite celui des modeles de ZFC. Les seuls résultats de la
partie 1 nécessaires pour la suite sont les relations (1) et (2). Les parties 3 et 4 sont
indépendantes de la partie 2.



1. ULTRAPRODUITS

Soient ¥ une signature, (S;);c; une famille de structures de type X, et U un ultrafiltre
sur /. On définit une structure P comme suit :

o le domaine de P est le produit cartésien [],., DomS; ;

« les opérations de P sont déduites composante par composante de celles des S, :
pour s symbole d’opération k-aire, on a

s”(fu o ) (1) = 8% (f2(0), ., fu(D));

o les relations de P sont déduites composante par composante modulo U de celles
des S;: pour r symbole d’opération k-aire, en notant (VVi)(F(4)) pour {i € I ; F(i)} € U,
on a

7 (fios o) = (VD)@ (1), - fld)):
Question 3 (2 pts). Pour f, f' dans DomP, on note

f=f pour (VWi)(f(i) = f'(i)), cest-a-dire{iecl; f(i)=f'(i)} €U.

Montrer que = est une relation d’équivalence compatible? avec les opérations et les
relations de P.

Pour f dans DomP, on note [f] la classe de f pour =, et on définit 1'ultraproduit
[1S:/U des S; par U comme la structure-quotient Q de P par = 3.

Question 4 (3 pts). Montrer par induction sur la complexité de t que, pour tout
terme t(xy,...,%,) de Ly, et pour tous fi, ..., f, dans DomP, on a

t2([Al L LB = 1] avee f(i) = €5 (Ai0),..., f(0)).

Question 5 (4 pts). Montrer par induction sur la complexité de F que, pour toute
formule F(x4,...,%;) de Ly, et pour tous fi, ..., f, dans DomP, on a

(1) QEF(AL... 1) & (S EFHG),. ... f(1).

Question 6 (1 + 1 pt). Pour S structure de type X, on note S /U, ou simplement S*,
I'ultraproduit [[S;/U ou S; est S pour tout ¢, et on 'appelle I'ultrapuissance de S par U.

(7) Montrer que Iapplication ¢ associant a tout a de DomS la classe de la fonction
constante ¢, de valeur a est un plongement élémentaire de S dans §*, c’est-a-dire que,
pour toute formule F(xy,...,x,) de Ly et tous ay,...,a, dans DomS, on a

2) S*EF(ar),....d(a)) < SkEFlan,... a).

(7i) En déduire que toute propriété exprimable au premier ordre est préservée par
ultrapuissance.

l¢’est-a-dire I’ensemble des f : I — Uie; DomS; vérifiant f(i) € DomS; pour tout 4, ou encore,
si on préfere, ’ensemble des suites (a;);ecr vérifiant a; € DomS; pour chaque ¢ — mais on conseille
d’utiliser ici la notation fonction

2c’est-a-dire que, sion a f{ = f1, ..., fi = fx, alorson a s(f],..., f1) =s(f1,..., fx) pour chaque
opération s et x(fy,..., fi) < x(f1,..., fx) pour chaque relation r

3¢’est-a-dire la structure Q dont le domaine est ’ensemble des classes d’équivalence [f] pour f dans
le domaine de P, et dont les opérations et relations sont induites par celles de P



2. LE CAS DE L’ARITHMETIQUE

On consideére ici la structure (N, 0,5, +,-, <), avec [ = N, et U ultrafiltre non prin-
cipal* sur N. On note (N*, 0%, S* +*,-*, <*) I'ultrapuissance (N, 0,5, +,-,<)!/U, et,
comme ci-dessus, ¢ l'application de N dans N* associant a n la classe de la fonction
constante ¢,, de valeur n.

Question 7 (1 + 1 + 2 + 2 pts). (i) Montrer que [idy] est un élément de N* plus
grand que tout élément de Ime.
(77) En déduire que (N*, 0%, S*, +*, -*, <*) est modele non-standard de l'arithmétique.
(7i1) Exhiber un élément de N* divisible par tous les éléments de Imd.
(17v) Montrer que N* \ Im¢ n’a pas de plus petit élément.

3. LE CcAS DES MODELES DE ZFC

On applique maintenant la construction au cas d’'un modele de ZFC dans lequel on
se place, et qu'on note (V, €). On suppose que U est un ultrafiltre sur un ensemble [
de V. On considere alors la relation d’équivalence = sur les fonctions de domaine I,
et on note (V* €*) l'ultrapuissance obtenue®. Le point important est que (1) reste
valable, c’est-a-dire que, pour toute formule F et pour toutes fonctions fi,..., f,, on a

3) (Ve EF(AL-.. KD & ()(V.€) EF(A®G), ... (i)

On commence par la question de savoir si la relation €* est mal ou bien fondée, c’est-
a-dire® s’il existe ou non des suites infinies décroissantes pour €*.

Question 8 (2 pts). Montrer que, pour I = w et U non principal, €* est mal fondée.

On revient au cas général. Pour x cardinal infini, un ultrafiltre U est dit xk-complet
si toute intersection de strictement moins de x éléments de U est dans U.

Question 9 (1 pt). Montrer qu’un ultrafiltre non principal sur un ensemble de cardi-
nal x n’est jamais x-complet.

Question 10 (2 pts). Montrer que €* est bien fondée si et seulement si U est N;-
complet.

Question 11 (1 + 2 + 1 + 2 pts). On suppose €* bien fondée. Un résultat général”
affirme qu’il existe alors une classe transitive M et un isomorphisme 7 de (V™ €*)
sur (M, €[p). Pour tout z dans V', on pose ¢(z) = m([c,]), ou ¢, est la fonction
constante de valeur z.

(1) Montrer que ¢ est un plongement élémentaire de (V', €) dans (M, €[,,).

(7) Montrer que ¢ envoie les ordinaux dans les ordinaux, et qu’'on a ¢(a) > « pour
tout ordinal a.

(i17) Montrer que (M, €l,,) est un modele intérieur de ZFC 8.

(17v) Montrer qu’on a ¢(a) = a pour tout o < K, puis ¢(x) = x pour tout = dans V.

4¢’est-a-dire ne contenant aucun singleton {a}

Spour éviter les problemes d’ensembles et de classes, on peut définir [f] comme I’ensemble des
fonctions f’ équivalentes & f et de rang minimal

Spuisqu’on suppose AC

"le théoreme de Mostowski, qu’on ne demande pas de démontrer

8¢ est-a-dire est un modele de ZFC et contient tous les ordinaux
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Question 12 (3 + 1 + 3 pts). Inversement, on suppose que ¢ est un plongement élé-
mentaire de (V, €) dans un modele intérieur (M, €[y,).

(7) Montrer par induction sur le rang de x que, si on a ¢(a) = a pour tout ordinal «,
alors on a ¢(r) = x pour tout x.

(77) En déduire que, si ¢ n’est pas 'identité, il existe un plus petit ordinal x vérifiant
¢(k) # K, puis qu'on a ¢(k) > K.

(7i1) Dans ce cas montrer que, si on définit U C P(k) par X € U & k € ¢(X), alors
U est un ultrafiltre xk-complet non principal sur .

4. CARDINAUX MESURABLES

On suppose que k est un cardinal non dénombrable et que U est un ultrafiltre x-
complet non principal sur x.

Question 13 (2 pts). Montrer que k est un cardinal régulier.

Question 14 (2 + 2 + 2 pts). On suppose A < kK, et que (Y,)a<x est une suite de
sous-ensembles de A\. On pose Y := {£ < X ; (Wa)(£ € Y,)}, puis, pour £ dans A,

X, — {a<k; €Y} poureY,
T Ha<k; £¢Ya) pourégy.

(1) Montrer que « € [, X¢ entraine Y, =Y.
(71) Déduire que les ensembles Y,, ne peuvent étre deux a deux distincts.
(i77) Conclure que X < k entraine 2* < k, donc que k est un cardinal inaccessible.

Question 15 (2 + 3 + 2 + 2 pts). On reprend les notations de la question 12. On dit
qu'une fonction f représente un élément x de M si on a z = w([f]).

(7) Montrer que, si (Z4)a<x €st une suite d’éléments de M, que f, représente z,, et
que f représente k, alors F' représente (Zq)a<k, ot F/(§) est définie comme (fo(&))a<r(e)-
En déduire que toute suite de longueur x d’éléments de M est dans M.

(i1) Etablir les inégalités 2% < (27)M < (k) < (27)T.

(7i1) Montrer (M, €) | « ¢(k) est inacessible ».

(1v) Déduire que U n’appartient pas a M.



