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Logique (P. Dehornoy) Salle Henri Cartan

Examen terminal
Durée: 3 heures
Documents autorisés: Polycopié et notes personnelles, pas de livre

La qualité de la présentation et la précision de la rédaction seront prises en
compte dans la notation — ce qui ne signifie pas qu’il faut délayer.

Le bareme est donné comme indication de longueur et de difficulté. Le sujet est
long et probablement difficile a traiter dans le temps imparti: ne pas s’en inquiéter, le
baréme final sera adapté en fonction des résultats.

Les exercices et le probleme sont indépendants.

EXERCICE 1

On définit I'ensemble des fonctions élémentaires comme le plus petit ensemble de
fonctions entieres (c’est-a-dire de N* dans N pour un certain k) vérifiant les propriétés
suivantes :

e les projections proj,; de N” dans N sont élémentaires,

e l'addition, la multiplication et la fonction caractéristique de I’égalité de N? dans
N sont élémentaires,

e si g de N¥ dans N et fi, ..., fi de N? dans N sont élémentaires, alors leur
composée g o (fi,..., fr) de NP dans N est élémentaire,

e si f de NP*! dans N est élémentaire, alors la somme bornée et le produit borné
respectivement définis par

X X
(xl,...,xp,x)HZf(xl,...,xp,i) et (xl,...,:cp,x)»—>Hf(x1,...,mp,i)
i=0 i=0

de NP*! dans N sont élémentaires.

question 1 (2 points). Montrer que, pour tout k, les fonctions constantes égales a k
(notées const, ;) de N? dans N sont élémentaires.

question 2 (2 points). Montrer que la fonction exponentielle exp de N? dans N définie
par exp(m,n) = m" est élémentaire.

question 3 (1+1+4+2 points). On définit la fonction T de N? dans N par T(m,0) = m
et T(m,n+ 1) = exp(2, T(m,n)). Pour n dans N, on note T,, la fonction m +— T(m,n)
de N dans N.

(7) Montrer que T est primitive récursive.

(1) Montrer que (m,n) +— T(m,n) est strictement croissante en n a m fixé et

strictement croissante en m a n fixé.
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(737) On dit qu’'une fonction f de N? dans N est dominée par la fonction g de N dans N
si, pour tout (nq,...,n,) dans NP, on a f(ny,...,n,) < g(max(ni,...,n,)). Montrer
que, pour toute fonction élémentaire f, il existe n dans N tel que f est dominée par T,,.

(17v) Montrer que T n’est pas élémentaire.

EXERCICE 2

Soit ¥ la signature {0°, 57, <5}. Soit N la structure obtenue & partir de N en in-
terprétant les symboles de ¥ par zéro, successeur et I'ordre des entiers. On note T la
théorie de NV, c’est-a-dire I’ensemble des formules de Ly vraies dans N.

question 4 (2 points). Montrer que, si M est un modele de T et si m est un élément
de M, alors I’ensemble des majorants stricts de m admet un plus petit élément.

question 5 (2 points). Montrer que l'ordinal w + w n’est pas un modele de T.

question 6 (1 point). Montrer que, si M est un modele de T, alors A est isomorphe
a un sous-ensemble du domaine de M.

question 7 (3 points). Montrer qu'il existe un modele dénombrable de T non isomor-
phe a V.

question 8 (2 points). Montrer que tous les modeles dénombrables de T qui sont bien
ordonnés sont isomorphes a N.

question 9 (4 points). Soit (F, =) un ensemble totalement ordonné dénombrable.
Montrer qu'’il existe un modele dénombrable M de T tel que (E, <) est isomorphe (en
tant qu’ensemble ordonné) a un sous-ensemble du domaine de M.

EXERCICE 3

On considere une signature contenant au moins un symbole de constante. Un terme
est dit clos s'il ne contient pas de variable. Soit F(z) une formule sans quantificateur
contenant x comme seule variable libre. On souhaite prouver le théoréme de Herbrand :

Si Jz(F(x)) est prouvable en logique du premier ordre, alors il existe des
termes clos ty, ..., t, tels que F(t1) V --- V F(t,) est prouvable.

Un ensemble de termes clos U est un univers de Herbrand pour F si

e U est non vide,

e si c est un symbole de constante apparaissant dans F, alors c est dans U,

e si f est un symbole d’opération d’arité k apparaissant dans F, et si ¢y, ..., t
sont des éléments de U, alors f(t1,...,tx) est dans U

question 10 (1 point). Montrer comment construire un univers de Herbrand U dénombrable
(ou fini) pour F.
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question 11 (343 points). Soit U un univers de Herbrand dénombrable pour F. On
suppose que, quelle que soit la suite finie de termes t1, ..., t, de U, la formule F(¢;) V
.-+ V F(t,) n’est pas prouvable.

(1) Montrer que la théorie T = {=F(t); t € U} est consistante.

(71) Construire un modele de T dont tous les éléments sont interprétations d’éléments
de U et montrer qu’il ne satisfait par 3z (F(z)).

question 12 (2 points). Prouver le théoreme de Herbrand.

PROBLEME

On étudie les ensembles dits héréditairement de cardinal < k, montrant en particulier
qu’ils forment un modele de ZFC—Par, ou Par désigne I'axiome des parties. Dans toute
la suite, la lettre x désigne toujours un cardinal infini (sans qu’on le répete a chaque
fois). On suppose tous les axiomes de ZFC satisfaits.

question 13 (2424243 points). On rappelle que le rang d’un ensemble a est I'unique
ordinal « tel que a est dans V1 \ Vi, et que a € b entraine rang(a) < rang(b).
(1) Montrer que, pour tout ensemble @, on a

(1) rang(a) = inf{a; Yr€a(rang(x) < a)},
(2) rang(a) = sup{rang(z) + 1; = € a}.

(74) Montrer qu’un ensemble d’ordinaux A est un ordinal si et seulement si « ¢ A
implique VB>a(5 ¢ A).

(7i1) Déduire de (ii) que, si a est un ensemble transitif, alors {rang(z); x € a} est
un ordinal, puis que cet ordinal est rang(a).

(17v) Donner une démonstration alternative, par induction sur le rang de a, du fait
que, si a est transitif, alors on a rang(a) = {rang(x); x € a}.

question 14 (2+1+1+2 points). (i) Pour tout ensemble a, on définit récursivement la
suite ({J"a)new par J'a = a et J"a = U(U" 'a) pour n > 1. Montrer que |J,__J"a
est le plus petit ensemble transitif incluant a. On notera cet ensemble Clote(a).

(77) Montrer la relation Clote(a) = a U Clote (| Ja). Peut-on avoir a = Clote ([ Ja)?

(ii7) Montrer que, pour tout a, on a Clote(a) = a UJ,,Clote(x).

(iv) Montrer que, pour tout a, on a rang(Clote(a)) = rang(a).

question 15 (1+2+2+2 points). (i) Pour s cardinal infini, on note Hy, la classe formée
par les ensembles a vérifiant card(Clote(a)) < k. Quels ordinaux appartiennent a H,?

(1) Montrer que, si a est dans H,, alors on a card(x) < k pour tout z dans
Clote({a}).

(7i1) Montrer que, si x est un cardinal régulier, alors la condition de (i7) caractérise
les éléments de H,.

(iv) Montrer que, si k est un cardinal singulier, alors la condition de (i7) ne caractérise
pas les éléments de H,.
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question 16 (3+2+2+2 points). (i) Déduire de la question 13(#ii) ou (iv) que, pour
tout a dans H,, on a rang(a) < k, et que H, est un ensemble et non une classe propre.
(7) Montrer qu'on a H, = V,.
(4ii) On rappelle que 3, est le cardinal défini récursivement par Jy = Rg, Joy = 27
et Jy = sup, ., J, pour A limite. Montrer que, pour tout «, on a card(V,,1,) = J,.
(7v) Montrer que, pour £ > w, la relation H, = V, équivaut a x = 3. Que cela
signifie-t-il dans le cas ou k est régulier?

question 17 (243+5+3+3 points). (i) Montrer que H, est un ensemble transitif, et
qu’il est clos par paire et union, c’est-a-dire que, si a, b sont dans H,, il en est de méme
de {a, b} et de Ja.

(74) On suppose k régulier. Montrer que a appartient & H, si et seulement si a est
inclus dans H, et vérifie card(a) < k.

(7i1) On suppose k régulier et k > w. Montrer que (H,, €) est un modele de tous les
axiomes de ZFC sauf éventuellement I’axiome des parties Par.

(1v) Supposant toujours k > w et k régulier, montrer que (H,, €) satisfait 'axiome
des parties si et seulement si a € H, entraine B(a) € H,, et, de 14, si et seulement si
k est inaccessible.

(v) En considérant H,,, montrer que, si ZFC est consistant, il en est de méme de
ZFC—Par+ Vz («z est fini ou dénombrable »).

question 18 (243 points). (i) On suppose maintenant x > w et & singulier. Montrer
que (H,, €) est modele de ZC—Par, et modele de Par si on a k = J, avec A limite.
(73) Montrer que les axiomes de remplacement ne sont pas satisfaits dans la structure

(Ha,, €).
question 19 (3 points). Montrer que y = Clotc(z) est une formule A%F.

question 20 (2+3+4+2 points). (i) Dans cette question, on ne suppose plus AC, et
on définit H,, comme la classe des ensembles a tels que tout élément de Clote({a})
soit fini ou dénombrable. Cette définition est-elle équivalente a celle de la question 157

(ii) Montrer (sans AC) que, s'il existe une surjection de 'ensemble | J _ w}" sur un
ordinal «, alors on a a < ws.

(7i1) Légitimer I'existence d’une opération d’énumération F(z,y, z) associant un or-
dinal & tout triplet (n, s, a) avec n entier, s suite finie de longueur n+1, et a dans H,,,
de facon a ce que, pour tout o dans wy, 'ordinal F(0, («),a) est le a-éme élément
de Pensemble {rang(z); x € a}, §'il existe, ou est 0 sinon, et, pour n > 1, lordinal
F(n, (ag,...,an),a) est le a,-eme élément de {F(n — 1, (ag,...,an-1),2); z € a} s'il
existe, et 0 sinon. En déduire (sans AC) 'inclusion H,, CV,,.

(1v) Qu’est-ce qui empéche de remplacer wy par w dans (ii7)?

n<w



EXERCICE 1

On définit I'ensemble des fonctions élémentaires comme le plus petit ensemble de
fonctions entieres (c’est-a-dire de N¥ dans N pour un certain k) vérifiant les propriétés
suivantes :

e les projections proj,; de N” dans N sont élémentaires,

e l'addition, la multiplication et la fonction caractéristique de I’égalité de N? dans
N sont élémentaires,

o si g de N¥ dans N et fi, ..., fi de N? dans N sont élémentaires, alors leur
composée g o (fi,..., fr) de NP dans N est élémentaire,

e si f de NP*! dans N est élémentaire, alors la somme bornée et le produit borné
respectivement définis par

(1,...,2p, ) fol,.. T, i) et (xq,...,2p, ) r—>Hfm1,.. , Lp, 1)

de NP*! dans N sont élémentaires.

Question 1 (2 points). Montrer que, pour tout k, les fonctions constantes égales a k
(notées const, ;) de N? dans N sont élémentaires.

> On note § la fonction caractéristique de [’égalité.
La constante 1 de N dans N est obtenue par x — §(z, ).
La constante 0 de N dans N est obtenue par x — 0(z,xz + 1).
La constante k > 2 de N dans N est obtenue par consty j, = consty 1 + 1.
La constante k de NP dans N est obtenue par consty, (21, .. .,2,) = consty 1(proj, 1 (T1, ..., 2p)). <

Question 2 (2 points). Montrer que la fonction exponentielle exp de N? dans N définie
par exp(m,n) = m™ est élémentaire.

> On obtient n — n—1 (0 si n = 0) par n — Y. ;6(6(4,0),0). Alors exp, s’obtient en pré-
composant (m,n) — []:_ projy,(m,i) par (m,n) — (m,n — 1), on en déduit exp par (m,n) —
d(n,0) 4+ 6(5(n,0),0) - expy(m,n). q

Question 3 (1414442 points). On définit la fonction T de N? dans N par T(m, 0) =
et T(m,n+1) =exp(2, T(m,n)). Pour n dans N, on note T, la fonction m — T(m,n
de N dans N.

(7) Montrer que T est primitive récursive.

(77) Montrer que (m,n) +— T(m,n) est strictement croissante en n a m fixé et
strictement croissante en m a n fixé.

(731) On dit qu’une fonction f de NP dans N est dominée par la fonction g de N dans N
si, pour tout (ni,...,n,) dans N, on a f(ny,...,n,) < g(max(ni,...,n,)). Montrer
que, pour toute fonction élémentaire f, il existe n dans N tel que f est dominée par T,,.

(1v) Montrer que T n’est pas élémentaire.

<3
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> (i) T est définie par récurrence primitive a partir de lidentité et de (x,y,z) — exp(2, 2).

(#3) T(m,n+1) = 270" > T(m, n) et, par récurrence sur n, T(m+1,0) = m+1>m = T(m,0)
et T(m+1,n+1) = 2T0n+Ln) 5 oT(mn) — T(m n +1).

(i4i) On note d’abord que T(T(m,n),n’) = T(m,n +n’). On montre le résultat par récurrence sur
la définition de la fonction élémentaire [ : - Les projections sont dominées par Tg, laddition par Tq,
le produit par T4 et la fonction caractéristique de l'identité par Tq.

- Si f; est dominée par T, et g est dominée par T,:, on pose n = max(ny,...,ng) +n'. On a :

h(gi(z1,.yap)se o gu(T1, .. 2p)) < Tor(max(gr (21, .., @p)y ooy gr(T1, - -, Tp)))
< Tn’ (Tmax(nl,...,nk)(max(xla cee axp)))
=T, (max(z1,...,zp))

donc la composée est dominée par T,,.
- Si g est dominée par T/, soit n = max(2,n' + 1), on a :

Zf(a:l, ceyTp, 1) < Zan(max(xl, cey Tp, 1))
i=0 i=0

< ZTn/(maX(xl7 ce T, X))

i=0
<(z4+ 1T, (max(x1,...,zp,x))
< 2°T, (max(z1,...,2Tp,x))
< Tp(max(z1,...,2p, )

donc la somme bornée est dominée par T,.
- Si g est dominée par Ty, soitn=n'+2, on a :

x

Hf(xl,...,zp,i) < HTn/(maX(xl,...,:z:p,i))

i=0 =0
xT
S HTn/(maX(l‘l, -7xp7x))
=0
< Ty (max(z1,...,zp, x))ng
< Tp(max(zq,...,2p, ))

donc le produit borné est dominé par T,,.

(iv) Si T était élémentaire, la fonction D de N dans N définie par D(z) = T(x,x) le serait aussi et
serait donc dominée par une fonction Ty mais ceci est impossible car D(k+1) = T(k+1,k+1) >
Tk+1,k) =Tk +1). q

EXERCICE 2

Soit ¥ la signature {0°, S?, <t}. Soit N la structure obtenue a partir de N en in-
terprétant les symboles de ¥ par zéro, successeur et I'ordre des entiers. On note T la
théorie de NV, c’est-a-dire I’ensemble des formules de Ly vraies dans N.

Question 4 (2 points). Montrer que, si M est un modele de T et si m est un élément
de M, alors I'ensemble des majorants stricts de m admet un plus petit élément.



> On considére la formule :
Vedy(z <yhz#yAVz(e<z=z#z=>y<2)

elle exprime existence d’un plus petit élément y de l’ensemble des majorants stricts z de x. Elle est
vraie dans N : soit x un élément, y = Sx est le plus petit des majorants stricts de x. N

Question 5 (2 points). Montrer que l'ordinal w + w n’est pas un modele de T.

> La formule :
Ve(x £0=TFyly<zAhz#£yAVzz<z=zx#z2=2<y)))

exprime que pour tout élément non nul x, l’ensemble de ses minorants stricts z admet un plus grand
élément y. Elle est vraie dans N' mais fausse dans w + w a cause de w. <

Question 6 (1 point). Montrer que, si M est un modele de T, alors N est isomorphe
a un sous-ensemble du domaine de M.

> On consideére la fonction qui, an € N, associe l'interprétation de S™0 dans M, c’est un isomorphisme
de N dans une partie du domaine de M. N

Question 7 (3 points). Montrer qu’il existe un modele dénombrable de T non isomor-
phe a NV.

> On enrichit la signature avec un symbole de constante c et on enrichit T en T' en ajoutant les
formules Fy, : ¢ # S*0 pour tout k € N. Tout sous-ensemble fini de T admet N' comme modéle (on
interpreéte ¢ par n strictement plus grand que tous les k des Fy considérés) donc est consistante d’ot
T’ admet un modéle dénombrable (la signature est finie). Comme N n’est pas un modeéle de T', le
modeéle qu’on a construit ne peut pas étre isomorphe a N . N

Question 8 (2 points). Montrer que tous les modeles dénombrables de T qui sont bien
ordonnés sont isomorphes a N

> Supposons qu’on a un modeéle M de T non isomorphe a N, il admet un élément m plus grand que
tous les S*0 (il admet un élément qui n'est pas l'un des S¥O et T démontre que ces éléments ne sont
minorés que par des SP0). En utilisant la méme formule que pour w + w, m admet un plus grand

minorant strict my et celui-ci ne peut pas étre un S*0 sinon on aurait m = S*T10 donc m1 a un plus
grand minorant strict, ... et M contient une suite infinie décroissante donc n’est pas bien ordonné. <

Question 9 (4 points). Soit (F,=<) un ensemble totalement ordonné dénombrable.
Montrer qu'il existe un modele dénombrable M de T tel que (E, X) est isomorphe (en
tant qu’ensemble ordonné) a un sous-ensemble du domaine de M.

> On a ajoute & la signature un ensemble dénombrable de constantes (c.)ecr et on définit T/ =
TU{ce # crie # f}U{ce < cpse = f}. Tout sous-ensemble fini de T’ est consistant : il est
inclus dans l’ensemble obtenu en ajoutant a T un ensemble fini de formules cc < cy, on peut donc
enrichir N' en un modéle de cette théorie en interprétant ’ensemble fini de constantes concernées de
maniére a satisfaire les formules (facile par récurrence sur le nombre de formules par ezemple). On en
déduit que T' est consistante et admet donc un modeéle dénombrable M (la signature est dénombrable).
Linterprétation des constantes c. définit une bijection de E dans le domaine de M, de plus si e <X f
dans E alors c. < ¢y dans M et réciproquement, si c. < cy dans M avec c. # cf, on a soit e < f
soit f < e dans E (car Uordre est total) mais f < e nest pas possible (sinon ¢y < c. dans M) donc
e=<f. <



EXERCICE 3

On considere une signature contenant au moins un symbole de constante. Un terme
est dit clos s’il ne contient pas de variable. Soit F(z) une formule sans quantificateur
contenant x comme seule variable libre. On souhaite prouver le théoréme de Herbrand :

Si x(F(z)) est prouvable en logique du premier ordre, alors il existe des
termes clos ty, ..., t, tels que F(t1) V --- V F(t,) est prouvable.

Un ensemble de termes clos U est un univers de Herbrand pour F si

e [ est non vide,

e si ¢ est un symbole de constante apparaissant dans F, alors c est dans U,

e si f est un symbole d’opération d’arité k apparaissant dans F, et si t1, ..., t;
sont des éléments de U, alors f(t1,...,tx) est dans U

Question 10 (1 point). Montrer comment construire un univers de Herbrand U
dénombrable (ou fini) pour F.

> Soit Uy l'ensemble des symboles de constante apparaissant dans F s’il y en a et {c} avec ¢ symbole
de constante quelconque sinon. On définit U,+1 comme Uunion de U, et de l’ensemble des termes
clos construits a partir d’un symbole de fonction apparaissant dans F et de termes de U,. On pose
U = UpenUn, c’est un univers de Herbrand pour F. De plus, tous les U, sont finis donc U est
dénombrable. N

Question 11 (343 points). Soit U un univers de Herbrand dénombrable pour F.
On suppose que, quelle que soit la suite finie de termes ¢, ..., t, de U, la formule
F(t1) V---V F(t,) n’est pas prouvable.

(i) Montrer que la théorie T = {=F(t); t € U} est consistante.

(74) Construire un modele de T dont tous les éléments sont interprétations d’éléments
de U et montrer qu’il ne satisfait par Jz(F(z)).

> (i) On utilise le théoréme de compacité. Soit T' un sous-ensemble fini de T, T' = {=F(t1),..., - F(tx)}.
Si T’ est inconsistante, il existe une preuve de L a partir de T' donc par le théoréme de la déduction
F =F(t1) = -+ = —F(tx) = L mais cette formule est équivalente a F(t1) V --- V F(tr) qui serait
prouvable (contredisant Uhypothése). On en déduit que T est consistante.

(i4) Soit M un modéle de T (qui existe d’aprés la Question précédente), et M’ obtenu en re-
streignant le domaine de M a linterprétation des éléments de U. Vérifions que M’ est un modéle de
T : M’ est clos par les symboles de fonctions apparaissant dans F et on peut vérifier que interprétation
d’une formule close sans quantificateur n'utilisant que des termes de U n’est pas modifiée (par récurrence
sur la formule). Ce modéle satisfait Ya—F(x) par construction donc ne satisfait pas IzF(x). q

Question 12 (2 points). Prouver le théoréme de Herbrand.

> On montre que l'on peut méme choisir les termes dans U puisqu’on vient de montrer la contraposée :
st, quelle que soit la suite finie de termes t1, ..., t, de U, F(t1) V-V F(t,) n’est pas prouvable alors
il existe un modéle qui ne satisfait pas JxF(x) donc JzF(x) n’est pas prouvable. N



PROBLEME

On étudie les ensembles dits héréditairement de cardinal < k, montrant en particulier
qu’ils forment un modele de ZFC—Par, ou Par désigne I’axiome des parties. Dans toute
la suite, la lettre x désigne toujours un cardinal infini (sans qu’on le répete a chaque
fois). On suppose tous les axiomes de ZFC satisfaits.

Question 13 (2+2+2+3 points). On rappelle que le rang d’un ensemble a est 'unique
ordinal « tel que a est dans V.41 \ Va, et que a € b entraine rang(a) < rang(b).
(1) Montrer que, pour tout ensemble a, on a

(3) rang(a) = inf{a; Vr€a(rang(x) < a)},
(4) rang(a) = sup{rang(z) + 1; = € a}.

> Dans un sens, on sait que x € a implique rang(z) < rang(a). Inversement, supposons qu’on a
rang(z) < a pour tout x dans a. Alors on a x € Vo, pour tout x dans «, donc a CV,, d'oti a € Vyiq
et rang(a) < a.

Comme rang(z) < « équivaut d rang(x) + 1 < «, le inf précédent est sup{rang(z) +1); z € a}. <«

(#4) Montrer qu'un ensemble d’ordinaux A est un ordinal si et seulement si o ¢ A
implique VB>a(5 ¢ A).

> Supposons que A est un ordinal 6. Alors o ¢ A équivaut & o > 0, et donc, comme > est un ordre,
a = 0 entraine Vza(b = 0), donc Viza(B ¢ A). Inversement, supposons implication vérifiée, et
soit a le plus petit ordinal non dans A. Par construction, tout élément de o est dans A, donc on a
a C A. Inversement, on doit avoir V=a(B ¢ A), d’ot A C «, et finalement A = a. N

(7i1) Déduire de (ii) que, si a est un ensemble transitif, alors {rang(z); x € a} est
un ordinal, puis que cet ordinal est rang(a).

> Soit A := {rang(x); x € a}. Par construction, A est inclus dans les ordinauz. Supposons que A
n’est pas un ordinal. Soit a le plus petit ordinal non dans A, et soit B le plus petit ordinal > o qui
est dans A, qui, d’apres (ii), existe car on a supposé que A n’est pas un ordinal. Soit b un élément
de a de rang . Tout élément x de b est dans a, donc, par hypothése, on a rang(x) < «, d’ou
rang(b) = sup{rang(z) + 1; z € b} < a < B, contradiction. q

(7v) Donner une démonstration alternative, par induction sur le rang de a, du fait
que, si a est transitif, alors on a rang(a) = {rang(x); * € a}.

> Par (i) on sait qu’on a rang(x) < rang(a), donc rang(x) € rang(a) pour x € a et, par conséquent, on
a toujours {rang(x); « € a} C rang(a). Pour a transitif, on montre linclusion réciproque, c’est-a-dire
que tout ordinal plus petit que rang(a) est le rang d’un élément de a, par induction sur le rang de a.
Si a est &, le résultat est vrai. Sinon, supposons o < rang(a). Par la relation (3), il existe x dans a
vérifiant rang(z) > «. Si on arang(x) = «, on a fini. Sinon, x est transitif et de rang plus petit que a,
done, par hypothése d’induction, il existe y dans x, donc aussi dans a, vérifiant rang(y) = a. N

Question 14 (2+1+142 points). (i) Pour tout ensemble a, on définit récursivement

la suite ({J"a)new par J'a = a et (J"a = J(U"'a) pour n > 1. Montrer que J,__|J"a
est le plus petit ensemble transitif incluant a. On notera cet ensemble Clote(a).

> Tout élément dun élément de |J"a est dans |J" " a, donc Clote(a) est un ensemble transitif inclu-

ant a. Inversement, si b est transitif et inclut a, alors, inductivement, b inclut |J" (a) pour tout n.
<
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(74) Montrer la relation Clote(a) = a U Clote(|Ja). Peut-on avoir a = Clote([Ja)?

> On a Clote(a) = U,50U"a, et Clote(Ua) = U,,»,U"a, d’ot Clote(a) = a U Clote(Ua).
Tout ordinal est transitif, et, pour X ordinal limite, on a A = [JA = Clote (). <

(ii7) Montrer que, pour tout a, on a Clote(a) = a U, ,Clote(x).

> L’ensemble aUJ, ¢, Clote () inclut a et est transitif, donc il inclut Clote (a). Inversement, Clote (a)

est transitif et inclut a, donc il inclut tous les éléments de a, donc aussi chacun des ensembles Clote ()
pour x € a.

A

(17v) Montrer que, pour tout a, on a rang(Clote(a)) = rang(a).

rang(a), d’ou rang(|J"a) < rang(a) par induction sur m. Donc, pourtout x dans Clote(a), o
rang(z) < rang(a), donc, par (3), on déduit rang(Clote (a)) < rang(a).

> On a a C Clote(a), done rang(a) < rang(Clote(a)). D’un autre cdté, on a toujours rang(Ja) <
n a

<

Question 15 (1+2+2+2 points). (i) Pour x cardinal infini, on note H,, la classe formée
par les ensembles a vérifiant card(Clote(a)) < k. Quels ordinaux appartiennent a H,?

> Tout ordinal « est transitif, donc vérifie « = Clote(a). On a donc a € H,; si et seulement si on a
card(a) < K, soit, puisque k est un cardinal, si et seulement si o < K. N

(1) Montrer que, si a est dans H,, alors on a card(z) < k pour tout z dans
Clote ({a}).

> On montre par induction sur n que, pour tout  dans |J"{a}, on a x C Clote(a). Pour n =0, la
seule possibilité est x = a, et on a a C Clote(a). Supposons n > 0 et x € J"{a}. Par définition, il
existe y dans Unil{a} tel qu’on ait x € y. Par hypothése d’induction, on ay C Clote(a). Alors x € y
entraine © € Clote(a), donc x C Clote(a) puisque Clote(a) est transitif.

Puisque card(Clote(a)) < k est supposé, on déduit card(z) < k. q

(7i1) Montrer que, si x est un cardinal régulier, alors la condition de (ii) caractérise
les éléments de H,.
> Supposons que Kk est régulier et que tous les éléments de Clote({a}), donc en particulier a et tous les
éléments de a, sont de cardinal < k. Alors on a card([Ja) < ), ., card(b) < card(a) -sup,¢, card(b) <
K-k = K, puisque, k étant régulier, un sup d’ordinaux plus petits que k indexé par un ordinal plus petit
que k est plus petit que k. De méme, sous I’hypothése de (i), on obtient inductivement card(|J"a) < x
pour tout n et, finalement, card(Clote(a)) < k- Ro = k. N

(iv) Montrer que, si k est un cardinal singulier, alors la condition de (i7) ne caractérise
pas les éléments de H,.

> Supposons que k n'est pas régqulier: cela signifie qu’il existe une suite croissante de cardinauz (Ka)a<g
tous < k telle qu’on ait kK = SUp, g ka. S0it a := {kq; a < 0}. On a alors card(a) = 0 < K, et, pour

tout a, card(ky) = Ko < k. De plus, tout élément d’un élément de a est élément d’un des K,
donc de cardinal < ko et a fortiori < k. Donc la condition (i) est satisfaite par a. Pourtant on a
Clote(a) 2 Ja = K, et donc on n'a pas card(Clote (a)) < k. q

Question 16 (3424242 points). (i) Déduire de la Question 13(éiz) ou (iv) que, pour
tout a dans H,, on a rang(a) < k, et que H, est un ensemble et non une classe propre.

> Supposons a € Hy,. Par 13(iii) on a rang(Clote(a)) = {rang(z); x € Clote(a)}, et par conséquent
card(rang(Clote(a))) < &, donc, k étant un cardinal, rang(Clote (a)) < &, et Clote(a) € V,,. Comme
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on a a C Clote(a), on a aussi a € Vi, d’ou rang(a) < k. Il en résulte qu’on a H, C V,, et donc, par
séparation, que H, est un ensemble. N

(74) Montrer qu'on a H, = V,.

> On wvient de voir qu’on a H,, C V, pour tout cardinal infini k, donc en particulier pour Kk = w.
Inversement, une induction sur n que chaque ensemble V,, est fini. Si a est dans V,,, alors il existe n
tel que a est dans V,,, donc inclus dans V,,, et donc, puisque V,, est transitif, on a Clote(a) C V,,, d’ou
Clote(a) € Vig1, et donc Clote(a) est fini, et a est dans H,, — on peut aussi utiliser directement la
Question 15(i1). q

(4ii) On rappelle que J, est le cardinal défini récursivement par Jy = Rg, Jqp = 27
et Jy = sup,. J, pour A limite. Montrer que, pour tout «, on a card(V,,1,) = Ja.

> On utilise une induction sur «. Pour a =0, on a card(V,,) = Rg = Jy. Pour a = f+1, on aw+a =
(w+ B) + 1, et Uhypothése d’induction card(V,,+g) = g entraine card(Viytqo) = card(P(Vo4g)) =
938 — Jpy1. Pour o limite, on a w + a = sup5<a(w + ), et Uhypothése d’induction entrainent

card(Vota) = card(Ug o Vot+s) = suPgcq 3p = Ja- q

(1v) Montrer que, pour £ > w, la relation H,, = V, équivaut a x = 3. Que cela
signifie-t-il dans le cas ou k est régulier?

> A nouveau on a toujours H, C V,. Supposons k = J,.. Soit a quelconque dans V. Il existe o < K
tel que a est dans V,,. Alors a est inclus dans V,,, qui est transitif, donc Clote(a) est inclus dans V,,
et on trouve card(Clote(a)) < card(V,) < 3o < k et a € Hy.

Inversement, supposons k < 3. Comme k est un cardinal infini, c’est un ordinal limite, et on a
donc 3,; = sup, ., 3. L’hypothése k < 3, et le fait que 3, est un cardinal, donc un ordinal limite,

entrainent qu’il existe a < k vérifiant Jy, = k. Soit alors a := V4. On a card(Clote(a)) > card(a) =
Jo = K, donc a ¢ Hy, et, dun autre c6té, a € Viyar1 C Vi, donca €V, et Hy & V.
Pour k régulier > w, la condition k = 1,, équivaut au fait que k est inaccessible. N

Question 17 (2+3+5+3+3 points). (i) Montrer que H, est un ensemble transitif, et
qu’il est clos par paire et union, c’est-a-dire que, si a, b sont dans H,, il en est de méme
de {a, b} et de Ja.

> Supposons a € b € H,,. Alors on a Clote (b) C Clote(a), donc card(Clote (b)) < &, et b € Hy,.
Par 14(ii) on a Clote({a,b}) = {a,b} U Clote(a) U Clote (), et Clote(|Ja) C Clote(a), donc la
cloture est claire. <

(71) On suppose k régulier. Montrer que a appartient a H,; si et seulement si a est
inclus dans H,, et vérifie card(a) < k.

> Supposons a € H,, et x C a. Alors on a Clote(z) C Clote(a), et alors card(Clote(a)) < k entraine
card(Clote(x)) < k. Donc a est inclus dans H,. Par ailleurs, on a card(a) < card(Clote(a)) < &.
Inversement, supposons a C H, et card(a) = A < k. On a alors Clote(a) = a U, ,Clote(z),
donc card(Clote(a)) < A+, card(Clote(x)). Le sup de < k cardinauz chacun < k est < k, et on
obtient donc card(Clote(a)) < &, soit a € Hy,. q

(7i1) On suppose k régulier et k > w. Montrer que (H,, €) est un modele de tous les
axiomes de ZFC sauf éventuellement I'axiome des parties Par.

> On applique le lemme 1X.2.2. du cours. Puisque H, est transitif, les axiomes d’extensionnalité et de
fondation sont satisfaits dans (Hy, €). Ensuite, puisque H,, est clos par paire et union, les axiomes de
la paire et de l'union sont satisfaits dans (Hy, €). Puisque H,; est clos par sous-ensemble, les axiomes
de séparation sont satisfaits dans (Hy, €). Ensuite, les aziomes de remplacement sont satisfaits en
vertu de (it): si b inclus dans H,, est l'image d’un ensemble a de H, par une classe fonctionnelle,
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alors, comme a est de cardinal plus petit que K, il en est de méme de b, et b est dans H,, en vertu
de (ii). Pour laziome d’infini, w est dans H,.

Enfin, considérons AC. Soit a quelconque dans H,, et soit R un bon ordre sur a dans V. Alors
R est inclus dans H,,, et le cardinal de R est celui de A, donc est strictement plus petit que k, donc
R est dans H,. Par hypothése, V = R est un bon ordre sur A. Par semi-absoluité descendante, on
déduit (Hy,€) = R est un bon ordre sur A. Donc (Hy, €) satisfait AC. <

(7v) Supposant toujours k > w et xk régulier, montrer que (H,, €) satisfait ’axiome
des parties si et seulement si a € H, entraine B(a) € H,, et, de 1a, si et seulement si
K est inaccessible.

> Sia € H, entraine P(a) € H,, alors (H,, €) satisfait axiome des parties en vertu du lemme IX.2.2.
Inversement, supposons que (H,, €) satisfait l'axiome des parties, et soit a dans H,. Soit b I’ensemble
tel que (Hy, €) satisfait b = PB(a). Par absoluité, b consiste en toutes les parties de a qui sont dans H,,
donc en toutes les parties de a, puisque, a étant de cardinal < K et inclus dans Hy, il en est de méme
de toute partie de a. On doit donc avoir b =*B(a), et donc P(a) € H,.

Si k est inaccessible, alors, par la Question XX.(v), on a H, =V, et on sait que a € V,; entraine
PB(a) € Vi. Inversement, si k n’est pas inaccessible, on sait, puisqu’il est supposé régulier, qu’il existe
a < K vérifiant 2¢ > K, et alors on a o € H,, et P(a) ¢ H,, donc (Hy, €) = Par. <

(v) En considérant H,,, montrer que, si ZFC est consistant, il en est de méme de
ZFC—Par+ Vz («z est fini ou dénombrable »).

> La structure (H,, , €) est modéle de ZFC—Par. De plus, tout élément de H,, est fini ou dénombrable,
ce qui signifie que, pour tout a dans H,,, , il existe une surjection f de w sur a. L’ensemble f est lui-
méme dénombrable, et il en est de méme de sa cloture transitive, qui est fUlJ,,c,,Clote ({{n, f(n)},{n}}),
501t fUU,ew(, f(0)) UUeom UUnewtin} UlUnewin, f(n)} UU, e, f(n). Donc f est dans H,,, . Par
absoluité, f montre dans (Hy,,€) que a est fini ou dénombrable. Donc (H,,, €) satisfait la formule

« tout x est fini ou dénombrable ». N

Question 18 (243 points). (i) On suppose maintenant £ > w et x singulier. Montrer
que (H,, €) est modele de ZC—Par, et modele de Par si on a k = I, avec A limite.

> Pour Z—Par, la démonstration est la méme que dans le cas régulier, sauf pour les axiomes de
remplacement. Supposons k = Jy. Alors a € H, implique P(a) € H,, et on conclut que Par est
satisfait comme ci-dessus. N

(7) Montrer que les axiomes de remplacement ne sont pas satisfaits dans la structure
(Ha,, €).
> D’apres ce qui précéde, (Ha,, €) est modéle de ZC. Soit F(n,y,w) la formulen € w Ay = Vyyn.
L’ensemble w appartient & Ho,, et, puisque (Ha,, €) satisfait l'aziome des parties et de l'union,
et les axziomes de séparation, la suite des ensembles (Vyin)new y est bien définie. Si l'axiome de
remplacement associ€ a la formule F était satisfait, il existerait un élément de Ha qui serait l'image
de la corerspondance fonctionnelle définie par F, donc inclurait tous les ensembles V4, donc leur
réunion Vi, laquelle est de cardinal 3, et n'est donc incluse dans aucun élément de Ha,. Donc
Paxziome de remplacement considéré ne peut étre satisfait dans (Ho,, €). N

Question 19 (3 points). Montrer que y = Clote(z) est une formule A%F.

> « & est transitif» est Ag. Alors y = Clote(x) s’exprime par

«y est transitif > A Vz(«z est transitif> = z 2 y), qui est une formule TI;. D’un autre cété,
y = Clote () équivaut modulo les aziomes de ZF a

Af(f :w—=y A fO)=zArVnew(f(n+1)=Uf(n) ry =1Im(f)), qui est une formule ¥;. q
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Question 20 (2434442 points). (7) Dans cette Question, on ne suppose plus AC, et
on définit H,, comme la classe des ensembles a tels que tout élément de Clote({a})
soit fini ou dénombrable. Cette définition est-elle équivalente a celle de la Question 157

> A priori non, car, en l'absence de AC, on n’est pas assuré qu’une union dénombrable d’ensembles
dénombrables est dénombrable, et, de la, que Ry est un cardinal régulier. N

n+1

(77) Montrer (sans AC) que, s'il existe une surjection de I'ensemble | J, _ w]™" sur un

ordinal «, alors on a a < ws.

n<w

. . . 1 L, .
> Il suffit de construire une surjection de wyi sur l’ensemble Un<ww?+ , car alors on en déduit, sous les

hypotheéses, qu’il existe une surjection de wy sur a, ce qui est impossible pour a > wy. Or, on sait qu’il
existe (sans AC) une bijection (f,g) de wy sur w?. Toujours sans AC, on obtient une bijection h,, de w;
sur wi en posant hi(a) = a et, récursivement, hy(a) = (f(@), hn—1(g9())). Ensuite, on obtient une
surjection de wy sur J, ., wit" en posant h(a) = hy(a)(g(a)) si f(@) <w et h(a) =0 si f(a) > w. <

n<w
(7i1) Légitimer I'existence d'une opération d’énumération F(z,y, 2) associant un or-
dinal a tout triplet (n, s,a) avec n entier, s suite finie de longueur n+1, et a dans H,,,
de fagon a ce que, pour tout o dans wy, 'ordinal F(0, («),a) est le a-eme élément
de l'ensemble {rang(z); x € a}, s'il existe, ou est 0 sinon, et, pour n > 1, Iordinal
F(n, (ag,...,an),a) est le a,-eme élément de {F(n — 1, (ag,...,an_1),x); z € a} s'il
existe, et 0 sinon. En déduire (sans AC) 'inclusion H,,, C V.

> L’opération F(0,e,e) est définie récursivement par la condition F(0,(a + 1),a) := le plus petit
ordinal B > Fo(0, («),a) tel qu’il existe x dans a vérifiant rang(x) = 3, et c’est donc une opération
ensembliste bien définie. Ensuite, une récursion sur n garantit de méme [’existence de la suite des
opérations F(n, e, ). Alors, par construction, F(0,e,a) définit une surjection de wy sur {rang(z); x €
a}, puis, inductivement, F(n, (s, ..., ), a) définit une surjection de Wi sur {rang(z); = € |J"a}.
Pour a dans H,,, on a, par la Question 14, rang(aa) = rang(Clote(a)), d’ot, puisque Clote(a)
est transitif, rang(a) = {rang(z); x € U, . U"a}. On vient de montrer ci-dessus qu’il existe une

n+1

surjection de | J, . wi™" surrang(a), et on conclut qu’on a rang(a) < wa, soit a € V,,. q

n<w

(1v) Qu’est-ce qui empéche de remplacer w; par w dans (i4i)?

> Par hypothése, l'ensemble {rang(z); x € a} est dénombrable, mais son type d’ordre peut étre un
ordinal quelconque dans wi. Pour se ramener a w, il faudrait pouvoir choisir une bijection de o sur w
pour chaque o dans wy, ce qui n’est pas clair sans AC. N



