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Combinatoire (suite)

Exercice 1 — Arbres binaires
On rappelle qu'un arbre est dit binaire si chacun de ses sommets internes (ou nceuds) a exacte-
ment deux fils. On appelle [';; le nombre d’arbres binaires & n nceuds.

1. Montrer qu’un arbre binaire & n nceuds a n + 1 feuilles, et donc au total 2n 4+ 1 sommets.

2. Montrer que la suite (I',,),en satisfait la relation de récurrence suivante :
n—1
Fn = Z Fkrn—k—l
k=0

3. Montrer qu’elle vérifie également la relation :
Yn >0 (n+ 1y =22n— 1)

o 1 1
4. En déduire que VneN, T, = T cy, = i Con1-

Exercice 2 — Dérangements
Un dérangement de [1,n] est une permutation sans point fixe de [1,n]. On note D,, le nombre
de dérangements de [1, n].

1. Montrer la relation suivante :

vneN  nl=) CfD,
k=0

2. Montrer la relation suivante :
Vn > 1 D, = (n—1)[Dy-1 + D,,—2]

3. En déduire la relation :
Vn > 1 D, =nD,_1+ (-1)"

4. En déduire enfin la formule suivante :

Vn eN D, =n!

k=0

5. Retrouver directement cette formule grace a la formule de Sylvester.



