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On conseille de faire les exercices au fur et & mesure de la lecture (parfois,
la solution d’un exercice se trouve plus loin dans le texte). Les exercices avec un
astérique sont a faire en priorité (ils sont simples, et servent a vérifier que les notions
ont été comprises).

Nos principaux ouvrages de référence, dont ce cours s’inspire d’ailleurs large-
ment, sont [Kri90], [GLT89] (épuisé, mais accessible sur la page Web d’Yves Lafont)
et [AC98].

Notations et terminologie générales

Si I est un ensemble, P(I) est ’ensemble de ses parties et Pg,(I) est 'ensemble
de ses parties finies et Pf  (I) est 'ensemble des éléments non vides de Pgp(1). Si
I est un ensemble, on note #1 son cardinal.

Soient s C A x B et t C B x C des relations binaires. On note t-s C A x C leur
composée relationnelle, donnée par

t-s={(a,c) e AxC|3be Bla,b) € set (bc) €t}.

Si R est une relation binaire sur un sensemble S, on note R* sa cléture transitive
et reflezive, c’est-a-dire la plus petite relation binaire sur S contenant R qui est
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réflexive et transitive. On voit facilement que a R* b ssi on peut trouver une suite
ai,...,a, € S telle que a1 = a, a, =bet a; Ra;41 pouri=1,...,n—1.
Un ensemble filtrant est un ensemble non vide partiellement ordonné I tel que

Vv, el 3§ el ~,7' <6.

SiT et A sont des ensembles filtrants, alors I' x A (avec I'ordre produit) est aussi
un ensemble filtrant. Une famille filtrante est une famille indexée par un ensemble
filtrant.

On note NT I’ensemble des entiers naturels non nuls.
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Chapitre 1

Lambda-calcul pur et typé

1.1 Syntaxe

On suppose donné un ensemble infini dénombrable de variables, notées typ-
iquement par les lettres x, y, z, avec ou sans indices, primes etc. L’ensemble des
lambda-termes est défini par la syntaxe suivante :

— si x est une variable, alors x est un terme;

— si P et @ sont des termes, alors (P) @ est un terme (application) ;

— si P est un terme et x est une variable, alors Az P est un terme (abstraction).
On note VL(P) ’ensemble des variables libres de P, qui est défini par récurrence sur
les termes : VL(z) = {z}, VL((P) Q) = VL(P)UVL(Q) et VL(Az P) = VL(P) \ {z}.

On note A ’ensemble des lambda-termes.

1.1.1 ALPHA-CONVERSION. L’opération d’abstraction est liante, c’est-a-dire que
la variable x, dans Az P, est une variable muette. Autrement dit, on peut remplacer
r par n’importe quelle autre variable, 4 condition qu’elle ne soit pas libre dans
P. Cette transformation s’appelle alpha-conversion, et nous la passerons sous si-
lence, bien qu’elle soit parfois indispensable, au cours de la beta-réduction. Il y a
des syntaxes alternatives qui évitent ’alpha-conversion (notamment, les indices de
De Bruijn), mais elles sont généralement bien plus lourdes que la syntaxe originale ;
elles sont trés utiles par contre pour les implémentations du lambda-calcul et des
langages fonctionnels.

1.1.2 BETA-REDUCTION. On note M [N/z] le terme M dans lequel toutes les
occurrences libres de x ont été remplacées par le terme N. Il faut faire trés attention :
si on n’y prend pas garde, des variables qui étaient libres dans N pourraient devenir
liées par des abstractions figurant dans M.

On peut éviter ce probléme en supposant qu’aucune des variables liées dans M
n’est libre dans N. Quitte & remplacer M par un terme qui lui est alpha-équivalent,
c’est une hypothése qu’on peut toujours faire.

Cette précaution étant prise, la substitution est définie par récurrence sur M :

— z[N/xz] = N et y[N/z] = y si y est une variable distincte de x;

~ ((P)Q)[N/a] = (PN/a]) Q [N/a]

- (Ay P)[N/x] = Ay (P [N/x]), et c’est ici qu'il faut faire attention : il ne faut pas
que la variable y soit libre dans N. On peut toujours réaliser cette condition
par alpha-conversion de M = Ay P. Il faut aussi supposer que z # y, ce qui,
encore une fois, est possible par alpha-conversion de M.

On définit de facon similaire la substitution paralléle M [Ny/x1, ..., Ng/xg] (avec
les x; des variables deux & deux distinctes) :

7
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— x[Ny/x1,...,Np/xg] = N; si ¢ = x; et x[N1/x1,...,Ni/og] = x si @ ¢
{z1, .., 2K}

- ((P)Q)[N1/x1,...,Ni/ag] = (P[N1/x1, ..., Ni/xk)) Q [Ni/x1, ..., Ni /g ;

-~ (\yP)[Ny/x1,...,Ni/zx] = My (P[Ni/21,...,Ni/xi]), et c’est encore ici
qu’il faut faire attention : il ne faut pas que la variable y soit libre dans
I'un des N;. On peut toujours réaliser cette condition par alpha-conversion de
M = Xy P. Il faut aussi supposer que y ¢ {x1,...,2,}, ce qui, encore une fois,
est possible par alpha-conversion de M.

Observer que si « n’est libre dans aucun des N;, on a

M [Ni/z1,...,Ni/xg] [N/2] = M [N1/x1, ..., Ni/xg, N/x] .

Un beta-redex est un terme de la forme (Ax M) N, et la beta réduction consiste
a le transformer en M [N/x]. Mais cette opération peut étre effectuée n’importe ot
dans un lambda-terme.

On va définir la relation de beta-réduction dans toute sa généralité. C’est une
relation binaire entre les lambda-termes (une relation de réécriture) que ’on note
(. Par récurrence sur M, on définit I’ensembles des termes N tels que M 3 N, par
les clauses suivantes :

— x # N n’est jamais vrai.

- MPOBNsiN=XxQet PSQ.

— (P1) P, 8 N dans 'un des cas suivants :

- N=(Q1)Pret P, BQ1,

- N=(P1)Q2et P> Qs

- PL=XxRet N=R[Py/x].
On note donc (* la cloture réflexive-transitive de cette relation. On rappelle le
premier théoréme fondamental du lambda-calcul.

Théoréme 1.1.1 (Church-Rosser) La relation 3* est confluente, c¢’est-a-dire que
si M 3* My et M (* Ms, alors il existe N tel que My * N et My 3* N.

Un terme M est normal s’il ne contient aucun beta-redex. Il est normalisable s’il
existe N normal tel que M (* N. 1l est fortement normalisable s’il n’existe aucune
suite infinie de lambda-termes My, Ms, ... avec M = M; et M; § M;y1 pour tout
i.

Un terme fortement normalisable est normalisable, mais la réciproque est fausse.
Un terme normalisable a une unique forme normale, & cause du théoréme de Church-
Rosser.

1.1.3 LE SYSTEME F DE GIRARD (A LA CURRY). Il s’agit d’'un systéme de
typage pour le lambda-calcul pur. Les types obéissent & la syntaxe suivante, un
ensemble infini dénombrable de variables de types étant donné, notées (, &, avec des
indices, des primes etc. :

— si ¢ est une variable de type, c’est un type;

— si A et B sont des types, alors A = B est un type;

— si ¢ est une variable de type et si A est un type, alors V( A est un type.
La quantification universelle est une opération liante ; ’ensemble VL(A) des variables
de types d’un type A est défini par VL(() = {¢}, VL(A = B) = VL(A) UVL(B) et
VL(VC A) = V( A) \ {¢}.

Un contexte de typage est une suite finie I' = (z1 : Ay,...,2, : Ay,) oU les a;
sont des variables deux & deux distinctes, et les A; sont des types. Quand on écrit
I,z : A, cela suppose que = n’est pas dans le domaine {x1,...,x,} de I', et alors

cette notation désigne le contexte I' étendu en ajoutant x : A a T,
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Un jugement de typage est une expression de la forme I' - M : A ou I' est un
contexte de typage, M est un lambda-terme pur et A est un type. L’ensemble VL(T")
est la réunion des VL(4;), siT' = (z1 : A1, ..., 2, : Ap).

Les régles de typage sont les suivantes.

TFax:AFx: A

I'-M:A=B TFN:A
I'+(M)N:B

I'z:AF-M:B
'FXeM:A=1B

TFM:VCA
I'tM:A[B/C

'EM:A N .-

TFM VA a condition que ¢ ¢ VL(T)

Le résultat classique suivant ne nous servira pas, mais doit étre mentionné.

Proposition 1.1.2 (réduction du sujet) SiT'F M : A et M 5 M’, alors T +
M :A.

1.1.4 NORMALISATION FORTE DU SYSTEME F. Le résultat suivant est di a Gi-
rard. Il n’admet aucune preuve «combinatoire» connue (par la, on entendrait typ-
iquement une preuve montrant qu’une certaine mesure définie sur les termes, a
valeur dans un ensemble ordonné bien fondé — typiquement un ordinal —, diminue
strictement au cours de la réduction). La seule preuve connue est celle qu’'on va
donner ici, qui est celle de Girard (voir [GLT89]), dans la présentation trés élégante
de Krivine [Kri90]. C’est une premiére illustration de la trés puissante méthode de
réductibilité que nous rencontrerons plusieurs fois dans ce cours.

Théoréme 1.1.3 SiI'F M : A, alors M est fortement normalisable.

On va maintenant prouver ce théoréme fondamental, en utilisant la méthode de
réductibilité, qu’on peut voir comme une méthode sémantique, car elle consiste &
définir une interprétation des types par des ensembles de termes.

Soit N I’ensemble des termes fortement normalisables et Ay I’ensemble des
termes de la forme (z) Ny ... N, ou les N; sont dans N.

Une partie X de A est saturée si

VM,N,Ny,...,Ny €N (M[N/z])Ny...N, € X = Az M)NN;...N, € X .

[ NB: Bien noter ’hypothése que tous les termes considérés sont dans N |

Lemme 1.1.4 L’ensemble N est saturé.

Démonstration. Soient M, N, Ny, ..., N, € N, tels que (M [N/z]) N;...N, € N.
Supposons P = (Az M) NNj...N, non fortement normalisable et soit P =
P 3 P, B Ps... une suite infinie de beta-réduction & partir de P. Deux cas sont
possibles :
— Ou bien le redex le plus & gauche n’est jamais réduit, et dans ce cas chaque P;
est de la forme P; = (Ax M) N'N{ ... N} et, pour chaque i, on a M* 3 M1,
N* 8 N**' ou N; 8 N;H pour un j € {1,...,n}. Mais cela contredit notre
hypothése que M, N, Ny,...,N,, € N.
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— Ou bien le redex le plus a gauche est réduit a I’étape m de notre suite infinie
de beta-réduction, qui est donc de la forme

P=P 3 P,=MzM)NN/... N,
B Puyi=(M[N'/z])N/...N B Ppis...

ot, dans les m — 1 premiéres étapes de réduction, seuls les termes M, N,
Ny,..., N, sont réduits. Mais alors, on a

(M[N/I])Nan ﬂ* Pm+1 ﬂPerQ...

ce qui contredit notre hypothése que (M [N/z]) Ny ... N, € N.

Exercice 1.1.1 Enoncer et prouver la propriété de 5* qu’on vient d’utiliser im-
plicitement.

Soient X', ) C A. On définit
X=Y)={MeA|VNeX (M)Ne)}. (1.1)

Observer que si X' C X C Aet Y C Y C A, alors (X = )) C (X =)
(implication est croissante & droite et décroissante & gauche).

Lemme 1.1.5 Soit X C N et soit Y saturée. Alors X = ) est saturée.
L’intersection d’une famille non vide de parties saturées est saturée.

Exercice* 1.1.2 Démontrer ce lemme.

Lemme 1.1.6 On a les inclusions suivantes :

Démonstration. La premiére inclusion résulte de la définition de AN. La seconde
résulte du fait que Ny C A et du fait que opération = est croissante & droite
et décroissante a gauche. Pour la derniére inclusion, soit M € (Ng = N); soit =
une variable. Comme x € Ny, le terme (M) z est fortement normalisable, ce qui
implique que M est fortement normalisable. O

Une valuation est une application 7 des variables de types vers les sous-ensembles
de A qui sont saturés, inclus dans A et contiennent Ng. Si Z est une valuation, ¢
une variable de type et X une partie saturée de A telle que N9 C X C N, on note
Z(¢ — X) la valuation définie par

7(¢ = X)) = {I@ nere
X si&=¢(.

Par récurrence sur le type A, on définit [A]z C N saturé et contenant N, pour

toute valuation Z, de la facon suivante :

— [¢]Jz = Z(¢) qui est saturé et inclus dans NV car Z est une valuation.

- [A= B]z = [A]z = [B]z. Par hypothése de récurrence, Ny C [A]z C N,
No C [B]r € N et donc Ny C [A = B]r C N par le lemme 1.1.6. Toujours
par hypothése de récurrence, [A]z C N et [B]z est saturé, sonc [A = Bz est
saturé par le lemme 1.1.5.
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— Enfin, [V¢ A]z est I'intersection de tous les ensembles [A] 7(¢—x) ot X' est une
partie saturée de A telle que Ny C X C N. Par hypothése de récurrence, on
a que [A]z(cx) est saturé et vérifie No C [A]zcx) € N. Donc [V A7 est
saturé (par le lemme 1.1.5) et contient Ay. L’ensemble [V¢ A]z est contenu
dans N car il existe au moins une partie X de A qui est saturée et vérifie
NoC X CWN, asavoir N.

Lemme 1.1.7 Si A est un type et si Z et J sont des valuations qui coincident sur
toutes les variables libres de A, alors [Alz = [A] 7.

Exercice 1.1.3 Rédiger la preuve.

Lemme 1.1.8 Soient A et B deux types, soit ( une variable de type et T une
valuation. On a

[A[B/Clz = [Alz-1B11) -
Exercice 1.1.4 Rédiger la preuve.

On peut maintenant prouver le lemme principal, qui énonce fondamentalement
qu'un terme d’un type donné appartient & l'interprétation de ce type. Pour des
raisons techniques, I’énoncé est légérement plus compliqué (il faut tenir compte du
contexte).

Lemme 1.1.9 (adéquation) Soient I' = (z1 : Ay,...,2, : A,) un contexte de
typage, A un type et M un terme tel que ' = M : A. Soit T une valuation et soient
Ni,..., N, des termes tels que N; € [A;]z pouri=1,...,n. On a

M[Nl/l'l,...,Nn/SCn] S [A]I

Démonstration. La preuve est par récurrence, non pas exactement sur M, mais sur
la dérivation de typage menant & I' = M : A. Pour alléger les notations dans cette
preuve, si P est un terme, P’ désignera le terme P [Ny /21, ..., N, /xy).

Si la derniére régle est une régle de variable (et donc la dérivation se réduit
a cette seule régle) et M = z;, alors M’ = N; et A = A;. On a par hypothése
N; € [Az]l'

On traite ensuite les régles d’élimination, qui sont les plus directes.

Si la derniére régle est une régle d’élimination de =, alors M est une application
M = (P) Q, et les prémisses de la régle sont de laforme ' P: B= AetT'F Q : B.
Par hypothése de récurrence, on a P’ € [B = Az = [B|z = [A]z et Q' € [B]z, et
donc M’ = (P") Q" € [A]z par définition de [B]|z = [A]z.

Si le derniére régle est une régle d’élimination du V, alors A = B[C/(] et la
prémisse est I' = M : V( B. Par hypothése de récurrence, on a M’ € [V( Bz et on
conclut car

V¢ Blz C [Alz¢c—(c12) »

puisque [C]z est une partie saturée et comprise entre No et N. Or [Blz¢jc)y) =
[B[C/¢]]z par le lemme 1.1.8 et on conclut.

On finit avec les régles d’introduction, en ménageant le suspens (mais & quoi
donc peut bien servir la condition de saturation, qu’on n’a toujours pas utilisée 7).

Si la derniére régle est une régle d’introduction du V, alors A = V(B et la
prémisse est I' = M : B, et de plus on sait que ¢ n’est libre dans aucune des
formules A;. On doit montrer que M’ € [V¢ B]z. Soit donc X un ensemble saturé
tel que Ny C X C N. 1l faut montrer que M’ € [B|s, ou J = Z({ — X). Or on
sait que, pour chaque ¢ € {1,...,n}, on a N; € [A;]z, et de plus on a [A;]r = [Ai]s
par le lemme 1.1.7. On conclut en appliquant ’hypothése de récurrence.
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Si la derniére régle est une régle d’introduction de =, alors A = B = C,
M = Ax P et la prémisse est de la forme I'yz: B + P : C. Il faut montrer que
Az P’ € [A = Bz (on prend x n’apparaissant dans aucun des termes NN;, et on a
bien (Ax P)’ = Ax P’). Soit donc N € [B]z, il s’agit de montrer que (A\x P') N €
[C]z. Or, comme N € [B]|z, et comme P’ [N/x] = P[My/z1,...,My/xn, N/z] (on
suppose que x ne figure libre dans aucun des M;) on a, par hypothése de récurrence,
que P'[N/z] € [C]z. D’autre part, comme x € Ny C [B]z, on a, également par
hypothése de récurrence, que P’ = P’ [z/x] € [B]z C N. Enfin,ona N € [B]z CN.
Donc, comme P’ [N/z] € [C]z et comme [C]7 est saturé, on a (Az P')N € [C]z.

O

Voici maintenant la preuve du théoréme 1.1.3.
Démonstration. Supposons que 1 : Ay,...,z, : A, = M : A et soit 7 une valuation
quelconque (il en existe, on peut toujours prendre Z({) = N pour tout (). Pour
chaque i € {1,...,n}, on a x; € Ny C [A;]z. Donc, par le lemme d’adéquation, on

aM=Mlxi/x1,...,2,/2,] € [Alz C N, donc M est fortement normalisable. O

On verra un peu plus loin une autre application de la méme technique, dans un
cadre de sémantique dénotationnelle, au lieu du typage.

1.2 Sémantique dénotationnelle du lambda-calcul
pur

La notion la plus générale de modeéle dénotationnel du lambda-calcul pur est celle
d’objet réflexif dans une catégorie cartésienne fermée. On va définir cette notion, et
en donner un exemple, ce qui sera l'occasion de présenter les domaines de Scott.

1.2.1 OBJET REFLEXIF DANS UNE CCC. Soit C une catégorie cartésienne fer-
mée. On adopte les notations suivantes :

— T est I'objet terminal, et si X € C, alors tx : X — T est 'unique élément de
C(X,T).

— Le produit cartésien de deux objets X; et X5 est noté X; & Xo (nota-
tion pas trés standard, mais correspondant & la logique linéaire). Les deux
projections sont notées m et m. Si f; € C(Y,X;) pour i = 1,2, on note
(f1, f2) € C(Y, X1 & X2) 'unique morphisme associé («pairing» de f1 et fa).
On rappelle les 3 équations fondamentales qui expriment que C est cartési-
enne :

(fi,fa)og = (fiog, faog)
7Ti0(f1,f2> fi

<7T1, 772> = |dxl&x2

— L’objet des morphismes de X vers Y estnoté X = Y. Onnote Ev: C((X = Y) &
X,Y) le morphisme d’évaluation, et si f € C(Z & X,Y), on note A(f) €
C(Z,X = Y) le morphisme «curryfiés associé. On rappelle que la cloture
cartésienne est caractérisée par les 3 équations suivantes, dans lesquelles g €
C(Z',7Z) est un autre morphisme :

Af)og = A(folgom,m))
Evo (A(f)om,m) = f
A(EV) = |dX:>y

Cette présentation équationnelle du produit cartésien et de I'objet des mor-
phismes est équivalente & la présentation par propriété universelle.
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Un objet réflexif dans C est un triplet (U, abs,app) ot U est un objet de C et
abs: (U=U)—Uetapp:U — (U = U) qui satisfont app o abs = ldy¢. Etant
donné un tel objet réflexif, on peut définir une sémantique pour tout lambda-terme
pur. On dit que (U, abs, app) est exztensionnel si de plus abs o app = Idy .

Plus précisément, étant donné un lambda-terme pur M et une liste x1,..., 2,
de variables deux a deux distinctes et contenant toutes les variables libres de M,
on définit un morphisme

[M]Il,...7ln . Un N U

ot U" est le produit cartésien U & --- & U (n termes). Cette interprétation est
définie par récurrence sur M :

— si M est la variable z;, alors [M]¥1:%n = 7, ;

— si M = Az P, alors par hypothése de récurrence, [M]*1:-%n% . U & U — U,
et on pose [M]*1%n = abs o A([P]*1+*»%) (bien str, on suppose x distinct
de tous les x;, ce qui est possible par alpha-conversion) ;

- si M = (P)Q, alors par hypothése de récurrence, [P]*t%n : U" — U et
donc app o [P)"1r®n : U™ — (U = U), et on pose [M]*1* = Ev o
(3pp o [P, Q7).

Pour démontrer que cette interprétation est invariante par beta-réduction, il faut

d’abord prouver un lemme de substitution.

Lemme 1.2.1 (substitution) Soit P un lambda-terme et x,x1,...,x, une liste
de variables deuz & deuzx distinctes, contenant toutes les variables libres de P. Soit
Q un lambda-terme, dont toutes les variables libres figurent dans la liste x1, ..., xy.
Alors on a

Exercice 1.2.1 Rédiger la preuve, par récurrence sur P.

Proposition 1.2.2 Si M et N sont des lambda-termes beta-équivalents et dont les
variables libres figurent dans la liste de variables x1, ..., x, (sans répétitions), alors
on a [M]Z1®n = [N]Z1en,

Exercice® 1.2.2 Démontrer cette proposition. Il suffira de montrer que, si M
N, alors [M]*t*n = [N]*t% pour toute liste de variables zi,...,x, sans
répétitions et contenant toutes les variables libres de M (et donc de N).
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Chapitre 2

Sémantique de Scott

2.1 Domaines de Scott.

Cette section n’est pas essentielle pour la suite; elle est surtout 1a pour la cul-
ture générale. Elle présente des notions plus générales que celles sur lesquelles nous
concentrerons notre attention a partir de la section 2.2. On trouvera plus de détails
sur ce sujet dans [AC98].

Si X est un ensemble partiellement ordonné (la relation d’ordre sera toujours
notée <), un sous-ensemble D de X est dit filtrant s’il est filtrant pour 'ordre de
X restreint & D.

Si une partie C' de X a un sup, ce sup sera toujours noté \/ C. Le sup de deux
éléements z,y € X, s’il existe, sera noté = V y.

Un cpo (ordre partiel complet) est un ordre partiel dans lequel toutes les par-
ties filtrantes ont un sup. Autrement dit, toute famille filtrante (x-)er croissante
d’éléments de X doit avoir un sup \/ sz, € X.

Un élément xy d’'un cpo X est dit isolé (on dit souvent compact mais ce n’est
pas une trés bonne terminologie) si, pour toute partie filtrante D de X, on a

zog\/DiﬂzGD:cOS:c

(la réciproque étant toujours vraie). L’intuition est qu’un élément isolé est «finis.
Par exemple, si X = P(N), ordonné par Iinclusion, les isolés de D sont les parties
finies de N.

Lemme 2.1.1 Soit X un cpo et B C X un ensemble fini d’éléments isolés de X.
Si B a un sup, alors \/ B est isolé.

Démonstration. Soient x4, ..., z, les éléments de B. Soit D C X une partie filtrante
telle que \/ B <'\/ D, c’est-a-dire que pour tout ¢ € {1,...,n}, z; <\/ D. Comme
x; est isolé et D est filtrant, il existe y; € D tel que z; < y;. Comme D est filtrant,
il existe y € D tel que y; <y pour tout 7. On a \/ B < y. O
Un domaine de Scott est un cpo X tel que
1. toute partie bornée de X a un sup (en particulier la partie vide a un sup, donc
X a un élément minimal, qu’on note 1) ;
2. I’ensemble des éléments isolés de X est dénombrable;
3. tout élément de x est le sup de 'ensemble de ses minorants isolés (on dit que
X est algébrique).
La condition correspondant & la conjonction des deux derniéres conditions est sou-
vent appelée w-algébricité. Observer que, par la condition (1), et par le lemme 2.1.1,
I’ensemble des minorants isolés d’un élément est filtrant.

15
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Lemme 2.1.2 Soit X un domaine de Scott et soient x,y € X. On a x <y si et
seulement si, pour tout élément isolé xo de X, si xg < x, alors xg < y.

Exercice 2.1.1 Prouver ce lemme.

Exercice 2.1.2 Soit X ’ensemble des fonctions partielles de N vers N, ordonnées
par l'inclusion des graphes (autrement dit, f < g si le domaine de f est contenu
dans celui de g et f et g coincident sur le domaine de f). Montrer que X est un
domaine de Scott.

Soient X et Y deux ensembles partiellement ordonnés. Soit f : X — Y une
fonction croissante. Si D C X est filtrant dans X, alors f(X) est filtrant dans Y.
Supposons que X et Y sont des cpo. Alors f: X — Y est continue si

— [ est croissante (et donc l'image par f de toute partie filtrante de X est

filtrante dans Y)

— et pour tout D C X filtrant, on a f(\/ D) =V f(D).

Observer que, dés que f est croissante, on a \/ f(D) < f(\/ D). Donc, pour montrer
qu’une fonction croissante f est continue, il suffit de montrer que, pour toute partie
filtrante D, on a f(\/ D) <V f(D).

L’exercice suivant est essentiel pour comprendre 'intuition derriére cette défini-
tion, dans le cas des domaines de Scott : une fonction est continue si, pour obtenir
une information finie sur le résultat, il suffit d’une information finie sur ’argument.

Exercice* 2.1.3 Soient X et Y des domaines de Scott et soit f : X — Y une
fonction. Alors f est continue si et seulement si
— [ est croissante
— et, pour tout z € X et tout élément isolé yo de Y, si yo < f(z), il existe un
élement isolé xg de X tel que zg < z et yo < f(xo).

Exercice 2.1.4 Soient X et Y des domaines de Scott et soit f : X — Y une
fonction croissante. Montrer que f est continue si et seulement si, pour toute suite
croissante (zp)neny d’éléments de X, on a f(\/o—qzn) = Voeo f(zn). | Indication:
utiliser le fait que X a un nombre au plus dénombrable d’élements isolés. |

Soit O le domaine de Scott O = { L < T}. Soit X un domaine de Scott. On dit
que U C X est un ouvert de Scott si la «fonction caractéristique» de U, de X vers
O, qui envoie x sur T si z € U et sur L sinon, est continue. Autrement dit, U C X
est un ouvert de Scott si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

—sizeUetax<y,alorsyeclU;

— pour toute partie filtrante D de X, si \/ D € U, alors U N D # ().

Exercice 2.1.5 Soit X un domaine de Scott. Montrer que les ouverts de Scott
définissent une topologie sur X, et que cette topologie est séparée au sens Ty : si
x,y € X sont distincts, alors il existe un ouvert U tel que € U et y ¢ U, ou un
ouvert U tel que y € U et x ¢ U. C’est la notion la plus faible de séparation on
topologie.

Exercice 2.1.6 Soient X et Y des domaines de Scott. Montrer qu'une fonction
f: X — Y est continue (au sens ci-dessus) si et seulement si f est continue au sens
de la topologie de Scott qu’on vient de définir sur X et sur Y.
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2.1.1 LA CATEGORIE DES DOMAINES DE SCOTT. Soit Scott la catégorie dont
les objets sont les domaines de Scott et les morphismes sont les fonctions continues
(il est clair que I'identité est continue et que la composée de deux fonctions continues
et continue, donc il s’agit bien d’une catégorie).

Proposition 2.1.3 La catégorie Scott est cartésienne.

Démonstration. L’objet terminal est {1}. Le produit cartésien de deux domaines
de Scott X7 et X5 est 'ensemble X; x Xo, avec I'ordre produit ((x1,z2) < (y1,92)
si 21 < y1 et 22 < ya). On notera aussi ce produit X; & Xo. Les projections sont
définies de facon standard.

Exercice 2.1.7 Vérifier que X; & X5 est bien un domaine de Scott. Il faudra
vérifier en particulier que (z,y) est isolé si et seulement si x et y le sont.

La remarque suivante nous sera utile dans la suite.

Lemme 2.1.4 Soient X, Y et Z des domaines de Scott et soit f : X &Y — Z
une fonction croissante. Alors f est continue si et seulement si, pour toutes D C X
et E CY filtrantes, on a

f\/D.\/E)=\/ (D x E).

Démonstration. On suppose d’abord f continue est on prend D et E comme dans
I’énoncé du lemme. Alors D x E est une partie filtrante de X & Y, dont le sup est
clairement (\/ D,\/ E). Donc on a bien ’égalité voulue.

Pour la réciproque, soit F' C X & Y une partie filtrante. Soit D = 71 (F) et
E = my(F), ce sont des parties filtrantes de X et Y respectivement. On a \/ F
(V D,\/ E), car les projections sont continues. On doit montrer que f(\/ F)
\/ f(F). Or, par hypothése,

f\/F)=f\/D,\/E)=\/f(DxE)

et il s’agit donc de vérifier que \/ f(D x E) < f(F). Pour cela, il suffit de montrer
que tout élément de D x E est majoré par un élément de I dans X & Y. Si
(z,y) € D x E, on peut trouver 2’ € X et y' € Y tels que (z,vy'), (¢',y) € F, et
comme F' est filtrant, on peut trouver (z”,y"”) € F tel que (z”,y") > (z,vy'), (2, y),
et donc (2”,y") > (z,y). O

IA

Exercice 2.1.8 Déduire de ce lemme qu’une fonction f : X & Y — Z est continue
si et seulement si elle est séparément continue (i.e. pour chaque z € X, la fonction
y +— f(z,y) et continue, et pour tout y € Y, la fonction x — f(z,y) est continue).
Cette propriété est-elle vraie des fonctions R x R — R ?

Théoréme 2.1.5 La catégorie Scott est cartésienne fermée.

Démonstration. Soient X et Y des domaines de Scott. Soit X = Y I’ensemble des
fonctions continues de X vers Y, muni de la relation d’ordre dite ordre extensionnel :

f<g si VereX f(z) <gla).

On va vérifier que X = Y, avec cette relation d’ordre, est un domaine de Scott.
Soit D C X = Y un ensemble filtrant. Pour tout € X, ’ensemble {f(x) |
f € D} CY est filtrant. Soit h : X — Y deéfinie par h(z) = V cp f(z). Alors h
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est croissante (le vérifier). Soit D une partie filtrante de X. On doit montrer que

h(V D) <V,ep h().
Comme chaque f € D est continue, on a

\/ D)=\ V f@).

feDxzeD

Il suffit donc de voir que, pour tout f € D, on a \/ ., f(z) <V, cp (), ce qui

est clair car Vo € X f(x) < h(z). Par suite, h est continue. D’autre part, soit

g€ X =Y tel que g > f pour tout f € D. Soit 2 € X. On a g(z) > f(z) pour tout

f € D, et donc g(x) > h(x). Donc g > h. Par suite h est le sup de D dans X =Y.
Donc X = Y est un cpo.

Exercice 2.1.9 Montrer que X = Y est borné-complet (toute partie bornée a un
sup) et que le sup d’une partie bornée B de X = Y est donné par

(V/B)@)=\/ f(x).

fenB
Le raisonnement est similaire & celui qu’on vient de faire.

Soient xg € X et yg € Y isolés. Soit [xo, yo] la fonction de seuil [xo,yo] : X — Y

définie par
Yo Sirx >
[0, yo](z) = { ! ’

1 sinon.

Comme z est isolé, cette fonction est continue. Soit f € X = Y. On a

[z0,50] < f < yo < fl2o)-

Soit D C X = Y un ensemble filtrant, et supposons que [zg, yo] < \/ D. Cela signifie
que

Yo < \/ f(zo)

fep

et donc, comme y est isolé, il existe f € D tel que yo < f(xp), c’est-a-dire [z, yo] <
f. Donc les fonctions de seuil sont isolées dans X = Y.

Si f € X =Y, soit s(f) Pensemble des fonctions de seuil majorées par f,
autrement dit

s(f) = {[zo, yo] | 2o € i(X), yo €i(Y) et yo < f(z0)},

ol i(X) est 'ensemble des éléments isolés de X.

On montre que f = \/ s(f) (ce sup existe, puisque X = Y est borné-complet).
Tl suffit de montrer que f <\/s(f), autre inégalité étant évidente. Soit = € X, on
montre que f(x) < Vfoes(f) fo(x). Soit y1 un élément isolé de Y ; par le lemme 2.1.2,
il suffit de montrer que, si y; < f(x), alors y; < VfUEs(f) fo(z). On suppose donc
que y1 < f(x). Comme f est continue, il existe x1, isolé dans X, tel que 1 < z
et y1 < f(x1). Donc f1 = [z1,y1] € s(f) et comme fi(x) = y1, on en déduit que
v1 < Vypess) Jo(@)-

Soit alors f € X = Y et soit B ’ensemble des minorants de f qui sont isolés
dans X = Y. On a bien str \/ B < f. Mais s(f) C B (toute fonction de seuil est
isolée) et on vient de voir que \/ s(f) = f, donc \/ B = f. On a ainsi montré que
X = Y est algébrique. Pour conclure que c’est un domaine de Scott, il suffit de
montrer qu’il n’a qu’un nombre dénombrable d’éléments isolés.



2.2. TREILLIS COMPLETS PREMIER-ALGEBRIQUES 19

Soit donc fo € X = Y isolé. Pour toute partie finie B de s(f), \/ B est un
élément isolé de X = Y qui est majoré par fo. De plus, si B, B’ € Pgn(s(f)), on a
BC B = \/B<\B.Donc I'ensemble

D ={\/B| B € Peu(s(f0))}

est une partie filtrante de X = Y, bornée par fy et contenant s(f), ces deux
derniéres propriétés impliquant que fo = \/ D. Donc comme fj est isolé, il existe
une partie finie B de s(fp) telle que fo =V B.

On a ainsi montré que tout élément isolé de X = Y est le sup d’une famille finie
de fonctions de seuil. Or, comme X et Y sont w-algébriques, ’ensemble des fonctions
de seuil est au plus dénombrable, et par conséquent, I’ensemble des fonctions isolées
est au plus dénombrable (’ensemble des parties finies d’un ensemble dénombrable
est dénombrable).

Soit Ev : (X =Y) & X — Y définie par Ev(f,z) = f(x). Cette fonction est
clairement croissante. Pour montrer qu’elle est continue, on applique le lemme 2.1.4.
Soient D C X = Y et D C X filtrantes. On a

Vo\/p) =\ r(\/D)

fep

=\ V@

feDxzeD
= \/EW(DxD)

et on conclut.

Soient X, Y et Z des domaines de Scott et soit f : Z & X — Y une fonction
continue. Pour chaque z € Z, la fonction f, : X — Y définie par f.(z) = f(z,2)
est continue, et on définit A(f): Z — (X =Y) par A(f)(2) = f..

Exercice 2.1.10 Vérifier que A(f) est continue. Vérifier que les trois équations de
cloture cartésienne sont satisfaites.

On a ainsi prouvé que Scott est une catégorie cartésienne fermée. O

2.2 Treillis complets premier-algébriques

On va travailler avec des domaines de Scott trés particuliers, qui sont les treillis
complets premier-algébriques. Ils ont d’excellentes propriétés de symétrie (un peu
comme les espaces de cohérence), que les domaines de Scott généraux ne possédent
pas.

Un treillis complet est un ensemble partiellement ordonné dont tout sous-ensemble
a un sup. Soit E un treillis complet. Si A C E, on note \/ A le sup de A dans E.
On note L g le plus petit élément de E (qui existe, c’est \/ @) et T g le plus grand,
qui est \/ E.

Un élément p de E est premier si, pour tout A C F, si p < \/ A, alors il existe
x € A tel que p < x. On dit que E est premier-algébrique si tout élément de E
est le sup de ses minorants premiers. On dénote par Pr E/ 'ensemble des éléménts
premiers de E, considéré comme ordre partiel (avec la restriction de 'ordre de E).

2.2.1 REPRESENTATION DES TREILLIS COMPLETS PREMIER-ALGEBRIQUES. Soit
S un ensemble préordonné (on note < la relation de préordre). On rappelle qu’une
relation de préordre est une relation réflexive et transitive. La relation sur S définie
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par a ~ b sia < bet b < a est alors une relation d’équivalence, sur les classes
d’équivalence de laquelle < induit une relation d’ordre.

On note Z(S) Pensemble des segments initiauz de S, c’est-a-dire, des sous-
ensembles u de S tels que Va € u, Vb € S b < a = b € u. Noter que si a € u € Z(S)
et si b ~ a (~ étant la relation d’équivalence définie ci-dessus), alors b € wu : les
élements de Z(.S) sont clos pour la relation d’équivalence associée au préordre de S.

Muni de l'inclusion comme relation d’ordre, Z(S) est un treillis complet : une
réunion quelconque d’éléments de Z(.5) est un élément de Z(.S). Si u C S, on note
| u le plus petit élément de Z(.S) contenant u, on a donc

lu={beS|Jacub<a}l.
Sia € FE,onnote | a=|{a}.

Lemme 2.2.1 (Z(S),C) est un treillis complet premier-algébrique dont les élé-
ments premiers sont les | a, pour a € S.

Exercice* 2.2.1 Prouver ce lemme.

Proposition 2.2.2 Soit E un treillis complet premier-algébrique. La fonction ¢
qui envoie x € E sur {p € PrE | p <z} est un isomorphisme entre E et T(PrE).

Démonstration. 11 suffit de montrer que ¢ est une bijection croissante dont la ré-
cipoque est aussi croissante. La fonction ¢ est croissante car si p < z < y, alors
p <y et donc p(z) C p(y).

Soit ¢ : Z(Pr E) — FE définie par (u) = \/ u. Si x € E, alors ¥(p(x)) = \/{p €
PrE | p < a} = x car E est premier-algébrique. Soit v € Z(PrE). Si p € u, on
ap<\Vu=1v(u), donc p € p((u)), et donc u C p(1p(u)). Réciproquement, soit
p € PrE tel que p € p(1(u)), c’est-a-dire p < \/u. Comme p est premier, il existe
q € u tel que p < ¢, et comme u € Z(Pr E) (u est un segment initial), on a p € w.

Donc v est 'inverse de ¢, ce qui montre que ¢ est une bijection, et comme 1 est
clairement croissante, ¢ est un isomorphisme d’ordres partiels entre E et Z(Pr E).

O

Donc tout treillis complet premier-algébrique E est de la forme Z(S), pour un
préordre S. La proposition ci-dessus montre qu’on peut prendre pour S un ordre
partiel (’ordre induit sur les premiers de E). Mais la construction des exponen-
tielles qu’on va voir en section 2.6 montre qu’il est plus commode de considérer des
préordres quelconques.

2.2.2 MORPHISMES LINEAIRES. Soient F et I’ deux treillis complets. Une fonc-
tion f: E — F est linéaire si, pour toute partie A de F, on a f(\/A) =V f(A)
(o1, comme d’habitude, f(A) est 'image directe de A par f, c’est-a-dire ’ensemble
{f(z) ]| x € A}). Il est clair que la composée de deux fonctions linéaires est linéaire
et que l'identité est une fonction linéaire, donc les treillis complets et les fonctions
linéaires forment une catégorie.

Remarquer que si f : E — F est linéaire, alors f(Lg) = L, mais par contre on
n’a pas forcément f(Tpg) = T r. Remarquer aussi que f est croissante, car si x <y
dans E,onay=xVyet donc f(y) = f(z Vy) = f(z)V f(y).

2.3 La catégorie PoL

C’est la catégorie dont les objets sont les ensembles préordonnés, et les mor-
phismes sont les fonctions linéaires entre treillis complets associés. Plus précisé-
ment, un objet de PoL est un ensemble préordonné S au plus dénombrable et un
morphisme f € PoL(S,T) est une fonction linéaire Z(S) — Z(T).
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Si S et T sont des préordres, S°P désigne le préordre opposé (autrement dit,
a <gop @’ si a’ <g a)et S xT désigne le préordre produit, dont le support est le
produit cartésien des supports de S et de T, avec (a,b) <gxr (a/,V') si a <g a’ et
b<rV.

2.3.1 TRACE LINEAIRE ASSOCIEE A UNE FONCTION LINEAIRE. Soient S et T
des péordres et soit f € PoL(S,T). On définit la trace linéaire de f

tr(f) ={(a,;0) e SxT|ac f(la)}.

On vérifie que tr(f) € Z(S°P x T). Soit (a,b) € tr(f) et soit (a’,b") € S x T tel
que (a’,0") <gorxr (a,b), c’est-a-dire a < a’ et ¥ < b. On a |a C |d donc
f(la) C f(la) et par suite b € f(| a’), donc (a’, ') € tr(f) puisque f(| a’) est un
segment, initial.

On a en particulier tr(ldg) = {(a,a’) € S| o/ < a}.

Lemme 2.3.1 Soient f € PoL(S,T) et g € PoL(T,U). On a tr(g o f) = tr(g) -
t(f).

Démonstration. Soit (a,c) € tr(g o f), c’est-a-dire ¢ € g(y) ou y = f(| a). Comme
g est linéaire et comme g(y) = U,e, 9(1 1), il existe b € y tel que ¢ € g(| b), c’est-a-
dire (b,¢) € tr(g). Comme b € f(| a), on a (a,b) € tr(f). Donc (a,c) € tr(g) - tr(f).
Réciproquement, soit, (a, ¢) € tr(g) - tr(f). Soit b € T tel que (a,b) € tr(f) et (b,c) €
tr(g). Onab € f(la),donc | b C f(|a) et donc g(| b) C g(f(] a)) par croissance
de g. Or c € g(] ), ce qui montre que ¢ € g(f(| a)), c’est-a-dire c € tr(go f). O

2.3.2 FONCTION LINEAIRE ASSOCIEE A UNE RELATION. Soit ¢t € Z(S°P x T).
On définit la fonction

fun(t) : Z(S) — P(T)
z +— {b|3Ja€zx(abd)et}.

Soit b € fun(t)(z) et soit ¥’ € T tel que b’ < b. Soit € S tel que (a,b) € t.
On a (a,b") <gopxr (a,b), donc (a,b’) € t. Par suite ¥’ € fun(t)(z), et donc fun(t)
prend ses valeurs dans Z(T). De plus, cette fonction est linéaire, car si A C Z(S)
et sibe T,onabe fun(t)(|JA) ss'il existe a € |J A tel que (a,b) € ¢, ce qui est
équivalent a dire qu’il existe u € A tel que a € u et (a,b) € t, et cette derniére
propriété est équivalente a dire que b € J{fun(t)(u) | u € A}.

2.3.3 UN ISOMORPHISME D’ORDRE. Donc fun(t) € PoL(S,T). On considére
PoL(S,T) comme un ensemble partiellement ordonné, par l'ordre ponctuel (dit
parfois aussi ordre extensionnel) : f < g si Va € Z(S) f(z) C g(x).

Proposition 2.3.2 Les fonctions tr et fun sont inverses l'une de 'autre et définis-
sent un isomorphisme d’ordre entre PoL(S,T) et Z(S°? x T).

Démonstration. Soit f € PoL(S,T). On montre que fun(tr(f)) = f. Soit donc
x € Z(S). Soit b € f(z). Comme 2 = |J,, | a et comme f est linéaire, on a f(x) =
Uqes (1L a). Dong, il existe a € = tel que b € f(] a), c’est-a-dire (a,b) € tr(f). Par
suite b € fun(tr(f))(z). Réciproquement, soit b € fun(tr(f))(x). Soit donc a € x tel
que (a,b) € tr(f). Cela signifie que b € f(| a), et comme | a C = et comme f est
croissante, on a b € f(x).

Soit maintenant ¢ € Z(S°P x T'), montrons que tr(fun(t)) = ¢. Soit donc (a,b) €
S x T. Supposons que (a,b) € t et montrons que (a,b) € tr(fun(t)). Comme a €
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la,onabefun(t)(] a) et donc (a,b) € tr(fun(t))(x). Réciproquement, supposons
(a,b) € tr(fun(t)). Cela signifie que b € fun(¢)(| a), c’est-a-dire qu’il existe a’ € | a
tel que (a/,b) € t. Onaa’ < aet donc (a,b) <gorx7 (a’,b) et commet € Z(S°P x T'),
on a (a,b) € t.

Les fonctions fun et tr sont donc inverses I'une de ’autre. Montrons que fun est
croissante. Soient donc s,t € Z(S°P x T') tels que s C ¢, on montre que fun(s) <
fun(t). Soit donc x € Z(S) et soit b € fun(s)(z). Cela signifie qu’il existe a € z tel
que (a,b) € s tel que a € z. Comme s C ¢, on a (a,b) € t et par suite b € fun(t)(x),
ce qui montre que fun(s) < fun(t). Réciproquement, soient f, g € PoL(S,T) tels que
f < g et montrons que tr(f) C tr(g). Soit (a,b) € tr(f). Cela signifie que b € f(] a).
Comme f < g,ona f(|la) C g(]la)etdoncd € g(] a), c’est-a-dire que (a,b) € tr(g).
Donc tr(f) C tr(g).

On a montré que fun et tr définissent, un isomorphisme entre ensembles partielle-
ment ordonnés. O

Il découle de ce qui précede que PoL(S,T') est un treillis complet.

Exercice* 2.3.1 Montrer que, si F C PoL(S,T), alors f = \/ F est donné par
f(@) =User f(2)-

Remarque 2.3.3 On peut donc, au choix, considérer un morphisme de S vers
T dans PoL soit comme une fonction linéaire de Z(S) vers Z(T'), soit comme un
élément de Z(S°P x T'). On passera d’un point de vue a 'autre selon le contexte.
On pose S — T = S°P x T.

2.3.4 ISOMORPHISMES FORTS. Par définition, un isomorphisme de S vers T est
une fonction linéaire f : Z(S) — Z(T) qui est bijective, croissante, et dont la
réciproque est aussi croissante. Deux ensembles préordonnés peuvent étre isomor-
phes tout en étant trés différents. Par exemple, si S a un seul élément, et si T'= N
(’ensemble des entiers naturels), avec le préordre tel que n < m pour tous n,m € N,
alors Z(S) et Z(T') sont isomorphes (et isomorphes a l’ordre partiel {1, T} avec
1 < T). Toutefois, dans la suite, on aura affaire & des isomorphismes beaucoup
plus restrictifs.

On appelle isomorphisme fort de S vers T une application 6 : S — T qui est une
bijection telle que, pour tous a,a’ € S, on ait a < a’ si et seulement si 6(a) < 6(a’).
Autrement dit, un isomorphisme fort est un isomorphisme de préordres. On écrit
S ~ T ¢’il existe un isomorphisme fort de S vers T'.

Un tel isomorphisme fort 6 : S — T' induit un isomorphisme de S vers T dans la
catégorie PoL, a savoir la fonction 6 : Z(S) — Z(T') défine par 0(z) = {0(a) | a € S}.

Exercice* 2.3.2 Vérifier que, si § : S — T est un isomorphisme fort, alors )
est bien & valeur dans Z(T'), que c’est un isomorphisme d’ordres partiels et que

6—1 = §-1. Verifier également que tr(@) = | gopyp Gr(0) (ou Gr(0) C S x T est le

~

graphe de la fonction 6), c’est-a-dire, tr(f) = {(a,b) € S x T | b < 0(a)}.

2.4 Structure monoidale

A partir de maintenant, nous verrons les morphismes de S vers T° comme les
éléments de Z(S —o T'). Pour éviter les confusions, nous noterons PoLR la catégorie
dont les objets sont les préordres partiels et telle que POLR(S,T) = Z(S — T),
l'identité Idg sur S étant donné par ldg = {(a,a’) € S — S | d/ < a} et la
composition étant définie de facon relationnelle : si s € Z(S — T) et t € Z(T — U),
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la composition de s et t est,
t-s={(a,c) e S—oU|IeT (a,b) € set (bc) €t}.

Si s € PoLR(S,T) et x € Z(S), 'application de s (vue comme fonction linéaire)
a z est notée s - z. On a donc

s-x=fun(s)(z) ={be T |3a €S (a,b) € S}.

Exercice 2.4.1 Vérifier directement que Id ainsi défini est bien I’élément neutre de
la composition, & gauche et & droite. Vérifier aussi que (t-s)-x =1¢-(s- x).

On a montré & la section 2.3 que les catégories PoLi et PoLR sont isomorphes.

2.4.1 LE FONCTEUR PRODUIT TENSORIEL. On note 1 le préordre qui n’a qu’un
élément (que 'on notera *). Si S; et So sont des préordres, on définit S; ® Sy =
S7 x Sa, muni du préordre produit. Si x; € Z(S;), on pose 21 ® x2 = x1 X T2, et il
est clair que 21 ® 5 € 51 ® Ss.

Soient s; € PoL(S;,T;) pour ¢ = 1,2. On définit

S1 (024 S9 = {((al,ag), (bl,bQ)) | (a“b ) S S; pour 1 =1 2} C (Sl (24 SQ) (Tl (024 TQ) .
Exercice* 2.4.2 Montrer que s1 ® so € POLR(S1 ® S2,T1 ® Tb).

Proposition 2.4.1 Soient s; € PoLR(S;,T;) et t; € PoLR(T;,U;) pour i = 1,2.
On a

(t1 @ta) - (51 ® 82) = (t1 - 81) @ (t2 - s2).

On a aussi Ilds, ® Ids, = Ilds,gs,. Si x; € Z(S;) (pour i =1,2), on a (s1 ® $2) -
(501 X 332) = (51 . 1'1) (24 (82 . 1'2).

Démonstration. On montre la derniére équation, les deux autres sont laissées au
lecteur. Soit (b1,b2) € (51 ® $2) - (x1 ® xa). Il existe (a1,a2) € x1 @ zo tel que
((a1,a2),(b1,b2)) € 81 ® sa. Cela signifie que a; € x; et (a;,b;) € s; pour i = 1,2.
On a donc b; € s; - a; pour i = 1,2, et donc (by,b2) € (s1-21) ® (82 - 22).
Réciproquement, si (b1, b2) € (s1 - 1)®(s2 - x2), il existe a; € z; tel que (a;, b;) €
s; pour i = 1,2. On a (a1,a2) € x1 ® a2 et ((a1,a2),(b1,b2)) € s1 ® s2. Donc
(bl,bg) S (81®82)'(1'1®1'2). O

Donc ® est un foncteur PoLR? — PoLR. On définit facilement des isomor-
phismes forts 1% : 105 — S, vP : S®1 — S, a: (5] ® S2)®@53 — S1® (S ® S3) et
0:51®85 — Sy® 851, et on vérifie facilement que ces isomorphismes forts satisfont
les commutations de diagrammes voulues pour faire de (PoLR,®,1,0% v” «a,0)
une catégorie monoidale symétrique.

Comme tout foncteur, ® envoie les isomorphismes sur des isomorphismes. On a
mieux.

Lemme 2.4.2 Si S~ S etT ~T, alors ST ~S" @ T".

La vérification est immeédiate. En toute rigueur, sin : S — S’ et 6 : T — T sont des
isomorphismes fort, il faut vérifier que l’isomorphisme fort S®T — S’ ® T’ associés

(notons-le nn ® 0) vérifie n ® 120 = ne 0. La aussi, la vérification est immédiate.
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2.4.2 PROPRIETE UNIVERSELLE DU PRODUIT TENSORIEL. Soit S, T et U des
préordres. Une fonction f : Z(S) x Z(T) — Z(U) est dite bilinéaire si elle est
croissante et vérifie

VACI(X)wyeZ(Y) f(JAw) =] f@y)

et
Vz e I(X)VBCI(Y) f(z,|JB)= | f(=.v).

yeB

Comme d’habitude, & cause de la croissance de f, ces égalités sont équivalentes &

des inclusions, a savoir f(UA,y) € U,ca f(z.y) et f(z,UB) € Uyep f(z,9).
Soit 7 : Z(S) x Z(T) — Z(S ® T) la fonction définie par 7(z,y) =z Xy =2 Qy.

Lemme 2.4.3 La fonction 7 est bilinéaire.

Démonstration. On a (a,b) € ((JA) x y si et seulement s'il existe z € A tel que
(a,b) € x x y. O

On peut maintenant exprimer la propriété universelle du produit tensoriel.
Proposition 2.4.4 Soit f : Z(S) x Z(T) — Z(U) une fonction bilinéaire. Il existe
une et une seule fonction linéaire g : Z(S ®T) — Z(U) telle que f =go .

Démonstration. On définit une notion de trace pour une fonction bilinéaire :
trp(f) = {((a,0),¢c) € (SxT)x U |ce f(ﬁa,%b)}-

Par croissance de f, on a trp(f) € (SP x TP) x U = (S®T) — U. Soit g =
fun(trp(f)) : Z(S®T) — Z(U), c’est une fonction linéaire.
Pour toute fonction bilinéaire h : Z(S) x Z(T) — Z(U), on a

hry)= |J e lb)

(a,b)exxy 5T

car & = Uue, lsa et y = Uy, Lo b pour tous z € Z(S) et y € I(T). Donc le
fonction h est connue dés qu’on connait ses valeurs sur les éléments (g a, |, 0) de
Z(S) x Z(T).

Or g o 7 est bilinéaire car g est linéaire. On a

(gem)(la,lb) = g(laxlb)
s T s T

= g( l (a’ﬂb))
ST
= {c]3(d,V) <sxr (a,0) ((a',V),c) € tro(f)}
= {c|3(,V) < (a,b) ce€ f(ga',%b')}
= f(la,lb)
S T

donc g o 7 = f. Il reste & voir que g est caractérisée de facon unique par cette
propriété. Or g est linéaire sur S ® T' et est donc caractérisée par sa valeur sur les
lser (a,0), et on a g(lggr (a,b)) = f(lsa, |7 b) comme on vient de le voir. ]
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2.4.3 CLOTURE MONOIDALE. Soient S,T et U des préordres.
Soit ev C ((S — T) ® S) —o T défini par

ev=1{(((d',b),a),t) | a <saetd <rb}.

On vérifie que ev € POLR((S — T)®.5,T). Soit donc (((a’, ), a),b’) € ev et soit
(0l br),a1), 1) € (S — T) 0 8) — T tel que ((a}, b1),a1), B) <(5oryos)or
(((a,b),a),b"). Cela signifie que b} < b, a < ay, b < by et af <da'. Comme d’ <a
et b < b, on ada; < apetd] < by. Par suite, (((a},b1),a1),b]) € ev, et donc
eveEZI(((S—-T)®S)—oT)=PoLR((S —T)®S,T).

Lemme 2.4.5 Soient s € Z(S —T) et x € Z(S). Onaev- (s®@x) =s- x.

Démonstration. Soit b € ev - (s ® ). On peut trouver (a’,b) € s et a € x tels que
a < aetbd <b Commez € Z(S),onad € xetcommes e Z(S—T), ona
(a,b") € s, donc b € s- 2. Réciproquement, si b € s -z, on peut trouver a € x tel
que (a,b) € s. On a (((a,b),a),b) € ev et ((a,b),a) € s®@x. Donc b € ev- (s @ z).

g

Soit s € POLR(U ® S,T). Soit
As = {((¢,(a,b)) €U — (S —T) | ((¢,a),b) € s}.

Exercice* 2.4.3 Montrer que A\s € PoLR(U,S — T'), que ev - (As®Idg) = s et
que As est le seul élément de POLR(U, S — T') qui vérifie cette équation.

On a montré que PoLR, avec la structure monoidale symétrique définie ci-
dessus, est monoidale fermée.

Soit L =1 (on utilise deux noms différents pour le méme objet car, en logique
linéaire, il représente deux formules distinctes).

Soit S un préordre. La bijection S — (S — L) qui envoie a sur (a,*) définit un
isomorphisme fort de S°P vers S —o L.

OnaevePoLR((S — 1)® S, L) et doncev-o € POLR(S® (S — L),1), et
donc Xev-g € PoLR(S, (S — L) — L1). On a ev = {(((a',*),a),*) | a’ <g a}, et
donc Xev -7 = {(a, ((d/,*),%)) |’ <a}. Donc dev-d =noun:S — ((S— L) —
1) est Iisomorphisme fort évident.

On dit que la catégorie monoidale PoLR est x-autonome, avec 1. comme objet
dualisant. Le dual S+ = S —o L sera assimilé & S°P. En particulier, on peut définir
un cotenseur (appelé par), défini par SBT = (S+ ® TL)J' ; il se trouve qu’ici, on a
SBT = S®T (mais on rappelle que ce n’est pas le cas dans la catégorie des espaces
cohérents, par exemple).

Lemme 2.4.6 Si S ~ S, alors S+ ~ ($')*.

Vérification immeédiate.

2.5 Structure additive

Soit (S;)icr une famille de préordres. On définit S = &,.; Si, le avec des Sj,
de la fagon suivante : S = J;c {7} x Si, avec la relation de préordre selon laquelle
(i,a) < (4,b) sii=jet a<g, b. On définit également, pour chaque i € I :

i = {((i7a>aa/) | a <s; a}'

On voit facilement que m; € PoLR(S,S;). Soit T un préordre et soient s; €
PoLR(T, S;). Soit
s={(b,(i,a)) | i€ et (ba)es}.
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On vérifie que s € PoLR(T, &lel . Soit i € I et (b,a) € s;. Soit (V,(j,a")) €
T —o &ke] Sy tel que (¥, (3’ ") gTﬂ&kQSk (D, (i,a)). Cela signifie que b <p ¥/,
i=jeta <g, a,et donc (V,a') € s;. Par suite, on a bien (¥, (j,a’)) € s et donc
s € PoLR(T, &Ze ; Si)- De plus, on vérifie facﬂement que ;- s = s; pour tout i € I.
On note s = (sl>161

Soit maintenant s € PoLR(T, &ZGI ) tel qu’on ait 7; - s = s; pour tout i € I.
Soit (b, (i,a)) € T —o &rper Sk tel que (b, (i,a)) € s. Comme ((i,a),a) € 7;, on a
(a,b) € m; - s = s;. Cela montre que s C (s;);es. Réciproquement, soit i € I et soit
(b,a) € s;. Comme s; = ;-s, il existe a’ € S; tel que ((,a'),a) € m; et (b, (i,a')) € s.
On a donc a < @, et par suite (b, (i,a)) € s, ce qui montre que (s;);c; C s.

On a donc montré que &iel S, avec les projections m;, est le produit cartésien
de la famille (S;);cr. Dans le cas particulier ot I = (), le produit cartésien est 'objet
terminal de PoLR, qui est le préordre @), que ’on note T.

Lemme 2.5.1 Si S; ~ S] pour tout i € I, alors §,c; Si ~ & ic1 S}

Vérification immeédiate.

2.5.1 FONCTEUR PRODUIT CARTESIEN. Si S est un préordre, on note S’ le pro-
duit cartésien &ie ;Si dans lequel S; = S pour chaque ¢ € I. Autrement dit,
ST =1 xS, en mettant sur I le préordre discret (i < j iff i = j). Cette opération
est fonctorielle : si s € PoOLR(S,T), alors s = (s-7;);c; € POLR(ST,TT) est donné
par

s! = {((4,a), (i,b)) | i € T et (a,b) € S}.

L
2.5.2  CoPrRODUIT On a aussi un coproduit, défini par @,_; S (&iel Sﬁ)
On voit facilement que @,; Si = &, Si-

2.6 Exponentielles

On définit 1S = Pgn(5), Pensemble des parties finies de S. On munit cet ensemble
du préordre suivant : si u,u’ €15, on dira que u < u’ si, pour tout a € u, il existe
a’ € v tel que a < a/. Observer que cette relation est transitive et réflexive (c’est
un préordre), et qu’elle n’est pas antisymétrique en général, méme quand <g ’est.
Observer aussi que u <ig v’ si et seulement si | u C | u'.

Exercice* 2.6.1 Trouver un ensemble partiellement ordonné S tel que !S ne soit
pas un ordre partiel.

Le treillis complet Z(S) est en particulier un cpo.

Lemme 2.6.1 Un élément xo de Z(S) est isolé si et seulement si xo = | u od
uels.

Démonstration. Soit xo € Z(S) isolé. Soit D = {| u | u € Pan(x0)}. L’ensemble D
est filtrant et on a zo = |JD. Comme zy est isolé, il existe u € Pgn(zo) tel que
2o C | u, et donc 2o = | u (puisque u C xg).

Réciproquement, soit xp = | u avec u € 1S. Soit D une partie filtrante de Z(5)
et supposons que zo C |JD. Comme v C |JD et comme D est filtrant, il existe
x € D tel que u C 2. Mais comme 2 € Z(S), on a aussi 29 C z, ce qui prove que
est isolé. O
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2.6.1 TRACE D’UNE FONCTION CONTINUE. Soit f :Z(S) — Z(T') une fonction
Scott-continue. Cela signifie que f est croissante et commute aux unions des familles
filtrantes. Autrement dit, pour toute partie filtrante D de Z(S), on a f(|JD) C
U f(D) (Pautre inclusion résulte simplement du fait que f est croissante).
On définit
Tr(f) ={(u,b) €S xT |be f(lu)}.

On voit facilement que Tr(f) € Z(1S — T'). Réciproquement, soit t € Z(1S — T)).
On définit une fonction

Fun(t) : Z(S) — P(T)
x +— {b|JuCx (ub)et}

On vérifie facilement que Fun(t) prend ses valeurs dans Z(T') et est croissante. On
montre que f = Fun(t) est continue. Soit donc D C Z(.S) un ensemble filtrant, il faut
montrer que f(|JD) C U f(D). Soit b € f(UD), il existe u € 1S tel que u C |JD
et (u,b) € t. Comme u est fini et D filtrant, il existe 2 € D tel que v C x. Donc
be f(x) CUF(D) (vu que x € D).

Soit PoC la catégorie dont les objets sont les préordres, et telle que PoC(S,T)
soit I’ensemble des fonctions continues de Z(S) vers Z(T). On munit cet ensemble
de morphismes de I'ordre ponctuel déja vu : f < g si et seulement si f(x) C g(x)
pour tout z € Z(S).

Exercice* 2.6.2 Montrer que PoL(S,T) C PoC(S,T), et que cette inclusion est
stricte en général (donner un contre-exemple).

Proposition 2.6.2 Les fonctions Tr et Fun définissent un isomorphisme d’ordre
entre PoC(S,T) et Z(1S — T)).

Démonstration. Soit f € PoC(S,T) et montrons que Fun(Tr(f)) = f. Soit donc
x € Z(S), on montre que Fun(Tr(f))(x) = f(x). Soit b € T. Supposons d’abord que
be f(x). Soit D ={lu]|ué€ Pgsu(z)}. On a |JD = =, et D est filtrant. Donc
f(z) = f(UD) CUf(D), et par suite il existe u € Pan(z) tel que b € f(| u), c’est-
a-dire (u,b) € Tr(f). Comme u C z, on a b € Fun(Tr(z)). Supposons maintenant
que b € Fun(Tr(f))(x). Soit donc u € 1S tel que (u,b) € Tr(f) et v C z. On a
be f(lu),et comme | uC z et comme f est croissante, on a b € f(x).

Soit t € Z(1S — T'). On montre que ¢t = Tr(Fun(t)). Soient u € 1S et b € T.
On suppose d’abord (u,b) € t. On a b € Fun(t)(] u), puisque v C | u, et donc
(u,b) € Tr(Fun(t)). Réciproquement, supposons (u,b) € Tr(Fun(t)). Cela signifie
que b € Fun(t)(| u), et donc il existe v’ € 1S tel que v’ C [ uw et (v/,b) € t. On a
' <5 u et donc (u,b) € t puisque ¢ € Z(1S —o T').

On montre ensuite que Tr est croissante. Soient donc f, f' € PoC(S,T) telles
que f < f et soit (u,b) € Tr(f). Clest que b € f(lu), or f(Ju) C f'(|lu) et donc
(u,b) € Tr(f"), ce qui montre que Tr(f) C Tr(f").

Soient t,t" € PoC(S,T) tels que t C t’ et soit « € Z(S). Soit b € Fun(t)(z). Soit
u tel que (u,b) € t et u C . Comme t C ¢/, on a (u,b) € t’ et donc b € Fun(t')(z),
ce qui montre que Fun(¢) < Fun(t'). O

2.6.2 L’EXPONENTIELLE COMME FONCTEUR. Siz € Z(S), on définit z' € Z(19)
en posant ' = Pg,(z). Il faut remarquer qu’on a bien z' € Z(!S). Soit en effet
u €z et u €15 tel que u’ Cig u. Soit a’ € o/, il existe a € u tel que ¢’ <g a, or
a € x et donc a’ € x puisque x € Z(S). Il en résulte que u’ C = et donc que u’ € z'.

Lemme 2.6.3 Soit t € PoL(!S,T). On a Fun(t)(z) =t - '
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Démonstration. Soit b € Fun(t)(z). Soit uw € 1S tel que u C z et (u,b) € t. On a
u € z' et donc b € t-z'. Réciproquement, soit b € ¢-x'. Soit u € z' tel que (u,b) € t.
On a u C z et donc b € Fun(t)(x). O

Ce lemme trés simple est important car il a la conséquence suivante.

Lemme 2.6.4 Soient t,t' € PoL(!S,T). Sion at-z' =t 2" pour tout x € Z(S),
alors t =1t'.

Démonstration. En effet, on a alors Fun(t) = Fun(t’), et donc ¢ = ¢’ par la proposi-
tion 2.6.2. O

Soit t € PoL(S,T). Soit

t={(u,v) €S xIT|VbevIacuab)ct}.

Lemme 2.6.5 Sit € PoL(S,T), alors It € PoL(!S,!T).

Démonstration. Soit (u,v) € It est soit (v/,v") € LSXIT tel que (v, v") <ig—oir (u,v),
il faut voir que (u’,v’) € t. Soit b’ € v'. Comme v <;p v, il existe b € v tel que
b <r b. Comme (u,v) € lt, il existe a € u tel que (a,b) € t. Comme u <i5 v/,
il existe @’ € u’ tel que a <g a’. On a (d,V’) <s—r (a,b), et donc (a’,V') € t
puisque ¢t € Z(S — T). Puisque o’ € v/, on a montré que (v',v") € lt, et donc
't € PoL(!S,!T). O

Lemme 2.6.6 Sit € PoL(S,T) etz € Z(S), alors It - 2' = (t - z)".

Démonstration. Soit v € !t - z', montrons que v € (- ;z:)!. Il existe u € z' tel que
(u,v) € lt. Soit b € v, il existe a € u tel que (a,b) € t. Comme v C x,onaa € x
et donc b € ¢ -z, et donc v € (¢ - x)!. Réciproquement, soit v € (¢ - z)!, c’est-a-dire
que v € 1S et v C t- . Pour chaque b € v, on choisit a; € x tel que (ap,b) € t.
Soit u € 1S qui contient tous les a; (pour b € v). On a (u,v) € !t et u € 2' et donc
velt -z O

Proposition 2.6.7 L’opération t — It est fonctorielle. Autrement dit, !Ids = ldig
et, si s € PoL(S,T) et t € PoL(T,U), on a!(t-s) =1t!s.

Démonstration. Soit x € Z(S). On a !ldg-z' = ' par le lemme 2.6.6, donc !ldg = Id;5
par le lemme 2.6.4. Et on a I(t-s)-2' = ((t-s)-2) par le lemme 2.6.6, donc
I(t-s) o' = (t-(s- z))' =1t (s~x)! = (1t-!s) - 2' en appliquant deux fois le
lemme 2.6.6, et on conclut grace au lemme 2.6.4. a

Lemme 2.6.8 Si S ~ S5, alors 1S ~ 15",

La vérification est immeédiate.

2.6.3 STRUCTURE DE COMONADE DE L’EXPONENTIELLE. Soit dg C !S — S
donné par
ds = {(u,a)| o’ €eva<a}.

Lemme 2.6.9 On a ds € PoL(!S,S) et, pour tout x € Z(S), on a ds - z' = x. De
plus dg est naturel en S ; autrement dit, si s € PoL(S,T), on a dp -!s = s - dg.
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Démonstration. Soit (u,a) € dg et soit (u',a’) € 1S —o S tel que (v/,a’) <j5-0s
(u,a). Soit a” € w tel que a < a”. Comme u <;g v/, il existe a”/ € u' tel que
a” < a”. Comme ¢ < a,onad <a” €, cequi montre que (v',a’) € dg, et
donc dg € PoL(!S,S).

Soit € Z(S). Soit a € z. On a ({a},a) € ds, donc a € dg - 2 puisque {a} € 2"
Sia€dgs-a', soit u € 2' tel que (u,a) € dg. Soit a’ € u tel que a < a’. Comme
a' € uC xet comme z €Z(S),on aac z. Doncdg-z' = .

La naturalité en résulte : on a (drp-!s)-2' =dr-(s-2) =s-2 = (s-dg) - 2.
On conclut par le lemme 2.6.4. O

On définit ensuite pg C 1S —o IS par
ps = {(u,4) | UA <isuf.

Lemme 2.6.10 On a pg € PoL(!S,!!S) et, pour tout x € Z(S), on a pg - ' = z".
De plus, pg est naturel en S ; autrement dit, si s € PoL(S,T), on a py-1s =!ls-pg.

Démonstration. Soit (u, A) € pg et soit (u', A") € 1S —o IS tel que (v, A") <i5-ong
(u, A), on doit montrer que |J A’ <ig u’. Soit a’ € [JA’. Soit v’ € A tel que o’ € u/'.
Comme A’ <jg A, on peut trouver u”’ € A tel que v’ <5 v”. Comme o’ € v/, il
existe a € u” tel que o/ < a. Or v” C A <is u, donc v’ <5 u. Or u <5 o/,
donc on peut trouver @’ € u’ tel que @’ < a’’. On a montré que | J A" <5 v/, ce qui
montre que (u', A") € pg, et donc que pg € PoL(!S,!15).

Soit # € Z(S). On montre que pg - ' = z". Soit donc A € !!S. On suppose
d’abord que A € pg - 2'. Comme z' € Z(1S9), on a |JA € 2', et donc A C z', c’est-a-
dire que A € z''. Réciproquement, supposons que A € z''. Cela signifie que A C z'.
Soit u = JA, on au € a'et (u, A) € pg, donc A € pg - 2.

La naturalité découle de ce qui précéde et du lemme 2.6.4. O

Proposition 2.6.11 Le foncteur |, équippé des transformations naturelles d et
p, est une comonade.

Démonstration. 11 s’agit de prouver les trois équations suivantes :

dis-ps = ldis
lds-pg = ldis
Ps Ps = !Pg Ps

La vérification de ces équations est immédiate, en utilisant les lemmes 2.6.9, 2.6.10
et 2.6.4. O

2.6.4 ISOMORPHISME FONDAMENTAL. Soient S et T' des préordres. On observe
qu’un élément w de (S & T') s’écrit de fagon unique sous la forme w = ({1} x u) U
({2} xv), avec u € 1S et v € IT (identifie le produit cartésien S & T' avec le produit
de la famille (S;);c 11,2y, dans laquelle S; = S et Sy = T'). Cela définit une bijection
0:1(S&T)—1S@!T.

Exercice® 2.6.3 Montrer que 6 est un isomorphisme fort de (S & T') vers 1S @ IT.

2.6.5 CATEGORIE DE KLEISLI. C’est la “catégorie des coalgébres libres” de la
comonade (! _,d,p). On la notera PoLRk et elle est définie comme suit.

Ses objets sont ceux de PoLR, et POLRk(S,T) = PoLR(!S,T). L’identité est
1d" = ds € PoLR(!S, S). Etant donnés s € PoLR(!S,T) et t € PoLR(!T,U), la
composition t oX s est définie par

tofs=t-1s.p,.
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Exercice 2.6.4 En utilsant les équations de comonade, montrer qu’on a bien défini
ainsi une catégorie.

Lemme 2.6.12 On a Fun (IdX) = Id et Fun (¢t o s) = Fun(t) o Fun(s), autrement
dit, la correspondance qui envoie l’objet S de PoLRk sur le méme objet S de PoC
et le morphisme s € POLRk(S,T) sur le morphisme Fun(s) € PoC(S,T) est un
foncteur de PoLRk wvers PoC, que l’'on note encore Fun. Réciproquement, si f €
PoC(S,T) et g € PoC(T,U), on a Tr(go f) = Tr(g) o Tr(f) et Tr(ld) = 1d¥,
c’est-a-dire que Tr définit un foncteur de la catégorie PoC vers la catégorie POLRk
(qui est Uidentité sur les objets). Ces foncteurs sont inverses l'un de l'autre et
définissent donc un isomorphisme entre les catégories PoLRy et PoC.

Exercice* 2.6.5 Vérifier la fonctorialité des opérations Fun et Tr.

Lemme 2.6.13 La catégorie PoLRk est cartésienne. Le produit cartésien de la
famille (S;)icr est S = &, Si- Lai-éme projection est 7K = m;-ds € PoLRk(S, S;).

Démonstration. Si t; € PoOLRk(T, S;) pour i € I, alors t = (¢;);e; € PoLRk (T, S)
et vérifie 7 oX ¢ = t;, et est caractérisé par cette propriété, comme on le voit
facilement. O

Remarque 2.6.14 Observer que Z(&7,c;Si) =~ [l;e; Z(Si). Modulo cet isomor-
phisme d’ordre, on a 7K (z;);e1 = 4, et siles fi : Z(T') — Z(S;) sont des fonctions
continues, la fonction continue associée f : Z(T) — [],.;Z(S;) est donnée par

f(x) = (fi(®))ier-

Proposition 2.6.15 La catégorie POLRk est cartésienne fermée. L’objet des mor-
phismes de S vers T' dans POLRk est S = T =S — T'. Le morphisme d’évaluation
Eve PoLRk((S=T) & S,T) est

Ev=ev-(dsor @ ldig) -6 (2.1)

0 0:1((S=T)&S) = I(S=T)®!S est lisomorphisme fondamental (on rap-
pelle que 6 € PoL(!/((S = T) & S),!1(S = T) ® !S) est l'isomorphisme, dans PoL,
associé a l'isomorphisme fort 0, voir le paragraphe 2.3.4). De plus, modulo cet iso-
morphisme, on a

Ev={((w,u),b) € {(S=T)®!S) - T |3, V)ew (u,b)<smr (u',b')(} |
2.2

Démonstration. Soit Ev le morphisme de PoLRk défini par (2.1). Soit z = (s,z) €
I((S=1T) & S) (on identifie Z((S =T) & S) et Z(S = T) x Z(S), voir remar-
que 2.6.14). Alors 0 - z' = §' ® 2!, et donc (dgm7 @ Ildis) - 02! = s ® 2! par la
proposition 2.4.1 et le lemme 2.6.9, par suite Ev - z' = s-2' par le lemme 2.4.5, et
finalement

Fun(Ev)(z) = Fun(s)(z)

par le lemme 2.6.3, et cette propriété catactérise Ev, puisque Fun est une bijection.
L’équation (2.2) résulte de cette propriété, car Ev = Tr(Fun(Ev)), donc (toujours
modulo I'isomorphisme 6), on a ((w,u),b) € Evssi b € Fun(|g_rw)(lgu), ce qui
est vrai ss’il existe u” tel que v” <is w et (u”,b) € | g w, ce qui est équivalent &
dire qu'il existe u’ tel que v’ <;s u” et V' tel que b <g V', et (v/,V') € w.

On en déduit la cloture cartésienne. Soit U un préordre, et soit ¢ € PoLRk(U &
S,T). Soit At CU —o (S = T') donné par

At = {(’LU, (u’ﬂ b)) | ((U}?u’)ﬂ b) € t}
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ou on utilise implicitement I’isomorphisme fort 6.

On vérifie d’abord que At € PoLRk(U,S = T) = Z(U = (S =T)); clest
une conséquene immeédiate du fait que ¢t € Z((U & S) = T'). On a donc Fun(At) €
PoC(U, S = T). Cette fonction continue associe & z € Z(U) I’élément s € Z(S = T))
qui est caractérisé par Fun(s)(x) = Fun(t)(z,z) (en identifiant Z(U & S) et Z(U) x
Z(S), conformément a la remarque 2.6.14). En effet, on a

Fun(Fun(At)(2))(z) = Fun({(u,d)|Iw Cz (w,(u,d)) € At})(x)
= {b|FwCz FJuCa (z(ub)) e At}
{b|FwCz FJuCx ((z,u)b) €t}.

Il résulte de cela que
Ev of (At & 1d%) = ¢. (2.3)

Pour conclure que PoLR est cartésienne fermée, il faut montrer que At est carac-
térisé par cette propriété. Un autre fagon de prouver la cloture cartésienne est de
prouver les équations suivantes, en plus de (2.3) :

A(Ev) = 1d5_, (2.4)
AtoKs = A(toX (s & 1dX)) (2.5)
ol s € PoOLRk(V,U). La preuve de (2.4) est immeédiate a partir de (2.2). O

Exercice* 2.6.6 Prouver I’équation (2.5).

2.7 Deux modéles du lambda-calcul pur

2.7.1 ORDRE SUR LES PREORDRES. FEtant donnés deux préordres S et T, on
écriraque SC T si S CT,et, pour a,a’ € S,onaa<gdad ssia<rpa. Autrement
dit, S C T comme ensembles, et la restriction du préordre T" & S coincide avec le
préordre S.

On définit alors inj™ € PoL(S,T) et inj~ € PoL(S,T) (on mettra parfois des
indices pour préciser les objets concernés, quand ce sera utile, par exemple injjg“,T et

injg 7 pour les deux morphismes que nous sommes en train de définir) comme
.

inft = {(a,b) e SxT|b<ra}
inj— = {(b,a)eT xS]|a<rb}

Exercice* 2.7.1 Montrer que inj” -injT = Idg et que injt -inj” < Id7.

Soit T un ensemble filtrant (c’est-a-dire un ensemble partiellement ordonné tel
que, pour tous v,v" € I, il existe § € I" tel que v,7" < §). Soit (S,)yer une famille
croissante de préordres, autrement dit : v < 6 = S, T Ts. On dit que (S, ) er est
une famille filtrante de préordres.

On construit le préordre |—|vel“ S, comme Uvel“ S+ muni de la relation de préor-
dre suivante : si a,a’ € S = |_|7€F S., on dira que a <g a’ §'il existe v € I" tel que
a,a’ € Sy et a <g a'. Il faut remarquer les points suivants :

- Sia,a’ €9, il existe 6 € I" tel que a,a’ € Ss. En effet, il existe v,7" € T tels

que a € Sy et a’ € S, 1l suffit de prendre 6 € T" tel que v,~" < 4.
— Sia,a’ € S sont tels que a <g a’, alorson a a <s., a’ pour tout v’ € I tel que
a,a’ € S, Soit en effet v € I" tel que a <g_ a’. Soit 0 € I tel que v,+" < 6.

Comme S, C S;5, on a a <g, a’, et comme S'/r C Ss,onaa <s., a’.
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Soit PoLlI la catégorie dont les objets sont les préordres, et dans laquelle on a
un morphisme de S vers T si et seulement si S C T'. Il s’agit d’une classe (ce n’est
pas un ensemble au sens de la théorie des ensembles, mais peu importe pour nous)
partiellement ordonnée. Dans cette classe partiellement ordonnée, || .S est le
sup des S,.

Soit n € N, on décrit explicitement la classe partiellement ordonnée PoLI™
(produit n-aire de PoLI avec lui-méme). Si S = (S,...,5,) et T = (T4,...,Ty),
onaSCTsiS; CT; pour chaquei=1,...,n. Si (Sy)yer est une famille filtrante
de tels n-uples, on définit S = l—lvel“

Si = er Sy,i- Cest le sup des 5; dans la classe partiellement ordonnée produit
PoLI".

—

S, de méme, composante par composante :

2.7.2 OBJETS VARIABLES. Un objet variable est une correspondance fonction-
nelle ® : PoLI" — PoLI qui vérifie

- SCT = &) C &) (on dit que ® est croissant)

— et, si (S;)Vep est une famille filtrante dans PoLI, on a

(I)(|_| S’v) = |_| @(S'y>- (2.6)

yel’ yel’

A cause de la croissance de @, la condition (2.6) se réduit comme d’habitude a
(I)(l_lyel“ S’Y) E I_l'yer (I)(S'Y)

Lemme 2.7.1 L’opération (S,T)— S®T est un objet variable PoLI? — PolLl.

Lemme 2.7.2 Pour tout ensemble d’indices I, lopération S — ST est un objet
variable PoLI — PoLlI.

Lemme 2.7.3 L’opération S — |S est un objet variable PoLI — PoLI.

Démonstration. Soient S et T deux préordres tels que S T T'. On vérifie que |5 C T
Soient u,u’ € 1S. On suppose u <;5 u'. Soit a € u. Il existe a’ € v’ tel que a <g d'.
Comme S C T, on a a <t a’, ce qui montre que u <7 v’. On montre de méme que
u<ipu =u<igu.

Soit (S, )yer une famille filtrante dans PoLI et soit S = || - S,. On montre
que !S C || . !S,. Soit u € 1S. Comme u est fini et comme la famille (S, )er est
filtrante, il existe v € I' tel que u € 1S,. Cela montre que !S C [ | . 1S,. Soient
maintenant u,u’ € 1S tels que u <5 v/. Comme u et v’ sont finis, on peut trouver
v €T tel que u,u’ €1S,. Soit a € u. Il existe @’ € u’ tel que a <g @/, c’est-a-dire
a <s, a'.Onadoncu < u. O

Lemme 2.7.4 L’opération S — S+ est un objet variable PoLI — PoLl.

Exercice* 2.7.2 Prouver les lemmes 2.7.1, 2.7.2 et 2.7.4, (on peut voir le second
comme une conséquence du premier, voir la description du foncteur S’ au para-
graphe 2.5.1).

Proposition 2.7.5 Tout foncteur continu ® : PoLI — PoLI admet un plus petit
point fixe dans la classe préordonnée PoLl.

Démonstration. La suite ®" () est croissante. En effet, on a ) T ®(0) car 0 est le plus
petit élément de PoLI. Comme ® est croissante, ®"(()) C ®"F1(()) = &"T1()) C
®"*+2(()) et on conclut, par récurrence.
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Soit S = | |,en @"(0) = L=, @"(0) (puisque ®°(0) = 0). Par continuité de S,
on a ®(S) = | ],c @"(0) = S. Donc S est un point fixe de ®. Soit 7' un autre
point fixe. On a ) C T et donc ®" () C ®"(T) = T pour tout n € N, et donc S C T.

O

2.7.3 CONSTRUCTION DU MODELE. Soit ® : PoLI — PoLI l'objet variable
défini par
1L
o(5) = (1(s™))
et soit Do le plus petit point fixe de cet objet variable. On va construire un iso-
morphisme fort entre Dy et Doo = Do, ce qui montrera que Dy, est un modéle

du lambda-calcul pur dans la CCC PoLRk. Par définition, on a Dy, = (!(DIEO))L
Donc

Doo = Doo = (IDoo) ®Ds
Do) B (I(DY, ))
Do ® (DX, ))

(D & D))

12

(
(
(!
(!

par I’isomorphisme fondamental. Et on conclut, car Do, & DY, ~ DY par la bijection
qui envoie (1,a) € Do, & DY sur (0,a) € DY, et (2,(i,a)) € Do & DY sur
(i+1,a) € DY (on renvoie encore & la description de S? donnée au paragraphe 2.5.1).

Comme Do, = (I(DY.))", un élément a de D est une partie finie de N x Do
et peut donc étre vu comme une suite @ = (ap, a1, . .. ) indexée par N, dans laquelle
chaque a; est une partie finie de Do, (I’ensemble des ¢ € Dy tels que (i,c) € a),
et on a a; = () pour tout indice 4, sauf peut-étre pour un nombre fini d’entre eux.
Donc D contient en particulier la suite dont tous les éléments sont I’ensemble vide,
«=(0,0,...).

Si d, be Dy,onaa <p_ I_;si, pour tout ¢ € N, on a b; <ip__ a; (noter I'inversion
du sens de l'ordre, due & la négation linéaire dans la définition récursive de Do),
c’est-a-dire, chaque ¢ € b; a un majorant dans a; (au sens de D).

Un ¢élément @ de D, 8’écrit donc de fagon unique a = (ao, b) avec ag € Pan(Dso)
et be Do, et réciproquement, si u € Pgn(Doo) et be Doo, on a (u, b) € D4o. Cette
bijection entre Do, et !Dy — D est une autre facon de présenter ’isomorphisme
fort entre Dy et Doy = Do

2.7.4 UN MODELE PLUS SIMPLE. La construction ci-dessus méne & un modéle de
la Bn-conversion. Si on ne souhaite interpréter que la G-conversion, une construction
plus simple est possible : le modéle de Engeler.

Soit A un ensemble dont aucun élément n’est un couple. On construit une suite
d’ensembles E,, comme suit :

Eo = 0
Eni1 = AU (Pan(En) x Ep).

Noter que, grace a ’hypothése que A ne contient aucun couple, 'union de la deux-
ieme ligne est disjointe. Cette suite d’ensembles est croissante, soit E.o = (J, - En-
Noter aussi que si A = (), alors E,, = () pour tout n et la construction ne produit

rien d’intéressant. On suppose donc A # ().

Attention : on munit E,, du préordre discret (a < o’ ssi a = '), et, comme tel,
on le considére comme un objet de PoLR.

Noter que
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- (Exw = Ex) C€ E (et cette inclusion est stricte; en fait E., est 'union
disjointe de A et de Eoo = E)-
— Comme E., est muni du préordre discret, on a (u,a) <g_—e_ (u,a’) ssi
v Cueta=ad.
On va construire app C Eo, — (Eoo = Ex) et abs C (Exo = Eo) — Ex. On
pose

app = {((w,a),(v,a))|a€Ex, u,u’ € Es avec u C u'}
abs = {((v,a),(u,a))|a€ Ex, u,u’ € Es avec v’ C u}

et on vérifie facilement que app € POLR(E~,Eo, = Eo ) et abs € PoOLR(E., =
Ex,Ex) comme annoncé. On a ((u,a), (v',b))) € app - abs ssi a = b, et il existe
u € !Ey tel que u C v' (ce qui correspond au fait que ((u,a),(v',a)) € app) et
u’ C u (correspondant au fait que ((v',a), (u,a)) € abs). Cela est équivalent a dire
que a =bet u C v, cest-a-dire (v',b) <g_—e. (v',a). Donc app-abs =Ide__—e__,
ce qui montre que E,, est un objet réflexif dans PoLRk.

Remarque 2.7.6 En toute rigueur, il aurait fallu exhiber app’ € PoOLRk (Ewo, Eoo =
Ew) et abs’ € POLRk(Es = Eoo, Ex) tels que app’ o abs’ = IdEm:Ex. Ces deux
morphismes sont obtenus en composant app et abs avec des dérelictions. Donner les
détails et faire les vérifications en exercice.

2.7.5 APPLICATION : LE THEOREME DE FORME NORMALE DE TETE. FEtant
donné un lambda-terme M et une liste x1,...,x, sans répétitions de variables
contenant, toutes les variables libres de M, son interprétation dans ce modéle est
donc [M]*1-"n» € POLRK(EZ ,Es). On va d’abord donner une description directe
de cette sémantique.

Proposition 2.7.7 Soient ui,...,u, € Pan(Ex) et s0it b € Ex.

Soit a = (u1,...,Up,b) € Ex. Soit M un lambda-terme dont toutes les variables
libres sont dans la liste sans répétitions x1,...,Ty,.
- SiM =, on aac [M* % sietseulement si
b€ u;.
- SiM=MXeP, onaa€[M]* % giet seulement si
b= (u,c) avec (u,...,Un,u,c) € [M]T1 ",
- SiM=(P)Q, onaac [M* " gietseulement si
existe ai, . ..,ap € Eo tels que (ui,...,un,a;) € [Q)" " pour j=1,...,p

et (u1,...,un,{as,...,ap},b) € [P]*1r"n,

Démonstration. On ne va traiter que le cas de 'application M = (P) @, les autres
cas sont laissés en exercice. On a vu en 1.2.1 que

(M= = By o (app o [P+, [Q]1+-)
Donc (considérant [M]*1>~* comme une fonction continue P(E)" — P(Ex)),
(M7 (u, oy un) = app([P)7 7 () ) ([Q 7" (ua, - un)
Or soient u,v € P(Ew), on rappelle que, par définition de app,

app(u)(v) = {b| Fvo € Pan(Ex) vo C v et (vo,b) € u)}

donc b € [M]™ % (uy, ..., uy) si et seulement si on peut trouver vy = {a1,...,ap}
tels que ({a1,...,ap},b) € [P]* " (ur,...,un) et a; € [Q)" " (u1,...,up)
pour tout j € {1,...,p}, ce qui est équivalent & la condition annoncée dans la

proposition. O
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Exercice* 2.7.3 Calculer [M] € P(Ex) pour les termes clos M suivants : Az z,
Az dyx, Af Az (f) (f)xz (Uentier de Church 2), 6 = Az (z) z et () 4.

Tout lambda-terme M est de la forme

M:)\xlxp(P)Qqu

ot le terme P est soit une variable (qui peut figurer dans la liste z1,...,z, ou
étre libre dans M), soit un redex. Dans le premier cas, on dit que M est en forme
normale de téte, et dans le second cas, on dit que P est le redex de téte de M.

Une forme normale de téte est une «forme normale partielley : dans le cas ou
le terme P est une variable y, tous les réduits de M seront encore de la forme
Ary ...y (y) Q.. Qp, ot Q) est un réduit de @; pour chaque i. L'information
fournie par la liste des variables liées en téte et par la variable de téte est donc
acquise une bonne fois pour toutes.

On dira qu’'un terme M admet une forme normale de téte s’il est beta~equivalent
aun terme en forme normale de téte. Si M admet deux formes normales de téte N et
N’, alors ces deux formes normales de téte sont de la forme Az ...z, (y) Q1...Qq
et \x1...7p (y) Q1 ... Q) respectivement avec Q; beta-équivalent & QQ; pour chaque
i.

On définit une relation de réduction 3y, qui est incluse dans la beta-réduction
ordinaire : la réduction de téte. On dira que M [, M’ si M aun rédex de téte (i.e. M
n’est pas en forme normale de téte) et M’ est obtenu en réduisant le redex de téte
de M. Les formes normales pour cette réduction sont donc les formes normales de
téte. On dira qu’un terme est normalisable de téte si sa réduction de téte termine.

Lemme 2.7.8 Soit M un terme en forme normale de téte, et soit x1,...,x, une
liste de variables sans répétitions et contenant toutes les variables libres de M. Alors

(M1 .

Démonstration. Par la proposition 2.7.7, il suffit de le montrer quand M est de
la forme M = (z) Py ... P,. Soit xo,...,z, une liste sans répétitions de variables
contenant toutes les variables libres de M ; sans perte de généralité, on peut supposer
que xo = z. Par la méme proposition, on a (u,,...,0,b) € [M]**1>~%» pour tout
b€ Ex et tout u € Pan(Ex) tels que (0,...,0,b) € u (n occurrences de (). O

On va montrer que la réciproque est également vraie (on dit que le modéle
Eo du lamda-calcul pur est sensible — au sens anglais du terme, il faudrait dire
«raisonnable» ou «sensé» —). Pour cela, on va appliquer la technique de réductibil-
ité qui nous a permis de prouver la normalisation forte du systéme F'.

Soit. N ’ensemble des termes normalisables de téte. Soit Ny ’ensemble des
termes de la forme (x) My, ..., M,, (sans restriction sur les M;).

Une partie X de A est dite saturée si, pour tous M,N,Ny,...,N, € A, si
(M [N/z]) Ny...N,, € X, alors (Az M) NNy ...N,, € X. [NB: Bien noter qu’ici,
on ne fait pas d’hypothése sur les termes M, N, Ny,..., N, € A, contrairement & ce
qu’on a fait pour la normalisation forte de F.]

Lemme 2.7.9 L’ensemble N est saturé.

Démonstration. C’est évident, puisque (Az M) NNy ...N,, OBy (M [N/z]) N1...N,,
donc si la réduction de téte de (M [N/x]) Ny ... N, termine (en r étapes), celle de
(AMM)NN;...N, B (M[N/x]) Ny...N, termine aussi (en r + 1 étapes). O

Soient X', Y C A. On définit

X=)Y)={MecA|VNeX (M)Nec)}. (2.7)
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Observer que si &' C X C Aet Y C Y C A, alors (X = )) C (¥ =)
(implication est croissante & droite et décroissante & gauche).

Lemme 2.7.10 Soit X C A et soit ) saturée. Alors X = ) est saturée.
L’intersection d’une famille quelconque de parties saturées est saturée.

Exercice 2.7.4 Démontrer ce lemme.

Lemme 2.7.11 On a les inclusions suivantes :

Démonstration. La premiére inclusion résulte de la définition de ANy. La seconde
résulte du fait que Mg C N et du fait que 'opération _ = _ est croissante &
droite et décroissante a gauche. Pour la derniére inclusion, soit M € (Ny = N) et
supposons que M ¢ N, c’est-a-dire qu’on a une suite infinie de termes M;, Mo, . ..
tels que My = M et M, B, M,11 pour tout r. Soit z une variable quelconque. On
ax e Ngetdonec (M)x e N.

Si aucun des termes M, ne commence par un lambda, alors, pour tout r, on
a (M.)x B (My41)z, ce qui contredit le fait que M = M; est normalisable de
téte. Donc on peut trouver un entier [ > 1 tel que, pour tout r < [, le terme M,
ne commence pas par une abstraction, et M, = Ay P, avec P, 3, P41, pour tout
r > [. Mais alors, on a la suite infinie de réductions de téte suivante

(M) y B - B (My)y =My P)y Bn Pily/yl = P Bn Pie1 B -+ - -

ce qui contredit le fait que (M)y € N. O

Une valuation est une application Z des éléments de A (& partir duquel sont
construits les ensembles E,, au paragraphe 2.7.4) vers les sous-ensembles de A qui
sont saturés, inclus dans NV et contiennent Ng. Par induction sur a € Eo, (c’est-a-
dire, par induction sur le plus petit n tel que a € E,;), on définit [a]z, qui est une
partie saturée de A telle que Ny C [a]z C N :

- lalz=Z(a)sia € A;

- lalz = (N_1[bilz) = [blz st @ = ({b1,...,by},b). Alors [a]z est saturé par
hypothése de récurrence et par le lemme 2.7.10, et on a N C [a]z C N par
hypotheése de récurrence et par le lemme 2.7.11. Observer que, quand p = 0, on
a [a]lz = A = [b]z, d’ou la formulation des lemmes 2.7.10 et 2.7.11, différente
de celle du lemme correspondant, dans le preuve de normalisation du systéme
F.

Si u € P(Ex), on pose [u]z = (),c,[alz, si bien, par exemple, que []z = A. Si u est
non vide, on a [u]z C N.
On peut maintenant prouver le lemme principal.

Lemme 2.7.12 (adéquation) Soit M un lambda-terme et x1,...,x, une liste de
variables deux a deux distinctes en contenant toutes les variables libres de M. Soient
Uty ooy Up € Phin(Exo) €t a € Eoo. Soient My, ..., M, € A et soit T une valuation
quelconque.

Si (ur,...,up,a) € [M]*1%n et si M; € [ug|z pour tout i € {1,...,n}, alors
M [Ml/xl; s ,Mn/zn] € [a’]I-

Démonstration. La preuve se fait par récurrence sur M. Pour tout lambda-terme P,
on note P’ le lambda-terme P [My/x1, ..., M, /z,] (dans cette preuve uniquement).

Si M = z;, comme (uq,...,uy,a) € [M]*>* on a a € u; par la proposi-
tion 2.7.7, donc [u;]z C [a]z. Or M; € [u;]z et M' = M;, donc M’ € [a]z.
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Supposons M = (P)Q. Comme (ui,...,u,,a) € [M]*»% par la proposi-
tion 2.7.7, on peut trouver as,...,a, € Ex tels que (u,...,upn,{a1,...,ap},a) €
[Pt et (ug, ..., Un,a;) € [Q]*1 " pour j € {1,...,p}. Comme (u1, ..., up,a;) €
[Q]** ™ on a conséquemment Q' € [aj]z pour tout j, par hypothése de récur-
rence, et donc

Q € H{a,...,ap}]z.

De méme, on a par hypothése de récurrence,

Pre(({ar,. . an} a)lz = {ar, ... ap}lz = [alz

puisqu’on a (u1, ..., Uy, {a1,...,a,},b) € [P]** . Donc M’ = (P") Q' € [a]z.
Finalement, supposons M = Az P. Comme (uq,...,u,,a) € [M]*>+* on a
a = (u,b) avec (u1,...,uUn,u,b) € [P]*1-* par la proposition 2.7.7. On veut
montrer que M’ = Az P’ € [(u,b)]z = [u]z = [b]z. Soit donc N € [u]z, il faut
montrer que (A\x P')N € [b]z. Or [b]z est saturé. Il suffit donc de montrer que
P'[N/z] = P[Mi/x1,...,Mp/z,, N/z| € [b]z ('égalité est vraie car on peut sup-
poser que x n’apparait libre dans aucun des M;), mais cela résulte de I’hypothese
de récurrence. O

Soit alors M tel que [M]*1%n £ (. Soit (u1,...,uy,a) € [M]**»*n. Comme
x; € N C [u;]z pour tout 4, on a, en appliquant le lemme ci-dessus : M € [a]z C N,
et donc M est normalisable de téte. On a donc prouvé le théoréme suivant.

Théoréme 2.7.13 Soit M un terme et xq, ..., x, une liste de variables sans répéti-
tions contenant toutes les variables libres de M. Le terme M est normalisable de
téte si et seulement si [M]*0"n £ (), c’est-a-dire, si et seulement si la fonction
[M]*1>-%n ne prend pas que la valeur .

De 14 on déduit facilement un théoréme purement syntaxique.

Théoréme 2.7.14 Siun terme M est beta-équivalent a un terme en forme normale
de téte, alors sa réduction de téte termine.

Démonstration. Supposons M beta-équivalent & M’ qui est en forme normale de téte.
Soit x1, ..., x, une liste de variables sans répétitions contenant toutes les variables
de M et de M’. Par le lemme 2.7.8, [M']*1-%n =£ (). Or [M]*t%n = [M']*1%n
et donc [M]*t®n = [M']"1>»%_ On conclut que M est normalisable de téte par
le théoréme 2.7.13. O



38

CHAPITRE 2. SEMANTIQUE DE SCOTT



Chapitre 3

PCF : syntaxe et sémantique
de Scott

On définit un lambda-calcul étendu, qui ressemble plus & un langage de pro-
grammation que le lambda-calcul pur : c’est le langage PCF (Programming with
Computable Functions). Voir aussi [AC98|, et [GLT89] qui parle du systéeme T de
Godel, qui est similaire & PCF, avec un opérateur de récursion a la place de 'opéra-
teur de point fixe.

3.1 Syntaxe

On définit d’abord les types : ¢ est un type (le type des entiers), et si A et B
sont, des types, alors A = B est un type.

Les termes du langage PCF sont définis par la syntaxe suivante.

— Toute variable est un terme;

— si P et Q sont des termes, z une variable et A un type, alors Az P et (P) Q

sont des termes;

— si P est un terme, alors fix(P) est un terme;

— si P, @ et R sont des termes, alors if (P, @, R) est un terme;

— si n est un entier naturel, alors n est un terme;

— si P est un terme, alors succ(P) et pred(P) sont des termes;

3.1.1 TyprAacE. Voici ensuite les régles de typage. Comme d’habitude, un con-
texte I est une suite (21 : Ay,..., 2, : Ay) ol les z; sont des variables deux & deux
distinctes et ou les A; sont des types.

I'-M:A= B I'EFN:A

F,w:Al—,T:A FI—(M)NB
e:A-M:B TFM:A= A
' XxAM:A=B I+ fix(M) : A

I'eM:. I'EP: 'Q:.
LHif(M,P,Q) :¢

- I'EM:. I'EM:.
I'kFn:t I‘I—succ(M):L F"Pred(M):L

Remarque 3.1.1 La restriction de typage du if(_, , ), selon laquelle les deux
branches de la conditionnelle doivent avoir le type ¢, n’est pas génante du point de
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vue de l'expressivité. Par exemple, si ' - P,Q : ¢t = ¢, et si ' = M : ¢+, on peut
définir if (M, P, Q) avec T +if(M, P,Q) : « = ¢ par

if(M, P,Q) = Az"if (M, (P)z,(Q) z)
qui utilise un “if(_, , )” dont les deux branches sont de type ¢.

3.1.2 REDUCTION. On définit une relation de réduction Opcr sur les termes de
PCF, suivant le méme schéma que pour la beta-réduction du lambda-calcul. On
définit donc, par récurrence sur M, ’ensemble des termes M’ tels que M [pcg M'.
— On n’a jamais x Spcg M.
— On n’a jamais n Bpcg M’.
— On a )\,@AP ﬁPCF M'si M = )\acA P’ avec P ﬁpcp P’
- On a (P)Q ﬁPCF M’ si
- M = (P/)Q avec P ﬁpcp P’
—ou M' = (P)Q" avec Q Bpcr Q'
—ouP=Xt"Ret M' = R[Q/x]
— On a fIX(P) BPCF M’ si
- M = fiX(Pl) avec P ﬁPCF P’
— ou M’ = (P)fix(P)
- On aif(R,P,Q) Bpcr M’ si
- M’ =if(R',P,Q) avec R fBpce R’
- ou M' =if(R, P',Q) avec P Bpcg P’
—ouM' = if(R, P, Q/) avec Q ﬁPCF QI
—~—ouR=0et M =P
~—ouR=n+1let M =Q
— On a succ(P) Bpcr M’ si
— M’ = succ(P’) avec P Opcr P’
—ouP=netM =n+1
— On a pred(P) BPCF M’ si
— M’ = pred(P’) avec P fpcr P’
—ouP=0et M =0
—ouP=n+let M =n

Remarque 3.1.2 Autrement dit, dans PCF, un redex est un terme de I'une des
formes suivantes :
- ()\asA R) Q@ qui se réduit en R[Q/x],
fix(P) qui se réduit en (P) fix(P),
— if(n, P,Q) avec n € N, qui se réduit en Psin=0et en Q si n >0,
— succ(n) qui se réduit en n + 1,
pred(n) qui se réduit en O sin=0et enn —1sin > 0.
Et on a M fBpcg M’ si on obtient M’ en choisissant dans M un redex (en une
position quelconque) et en le réduisant.

Exercice 3.1.1 Essayer de démontrer un théoréme de confluence pour (la cloture
réflexive-transitive de) cette réduction.

3.1.3 REDUCTION DE TETE. On définit de méme la réduction de téte Bpcr h.
— On n’a jamais  Spcrn M.
— Onn’a jamais n BPCF,h M'.
— On a \z? P fBpcppn M’ si M’ = Xx? P" avec P fpcrp P'.
— Ona (P)Q Bpcrn M’
— si P n’est pas de le forme P = Az R et si M’ = (P') Q avec P fBpcrpn P’
—ousi P=Ar4 Ret M' = P[Q/x].
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On a fix(P) Bpcrn M’ si M' = (P)fix(P)
- On a If(R, P, Q) BPCF,h M’

—siM' = if(R/, P, Q) avec R ﬁpcp,h R
—ousiR=0et M'=P
—ousiR=n+1let M'=Q.

On a succ(P) Bpcrn M’

— i M’ = succ(P’) avec P Bpcen P’
—ousiP=net M =n+1.

On a pred(P) Bpcen M’

— si M’ = pred(P’) avec P fpcrn P’
—ousiP=0et M'=0
—ousiP=n+1et M =n.

Remarque 3.1.3 On a fpcrn € Opcr. Observer que fOpcrn est une stratégie de
réduction, c’est-a-dire que, étant donné un terme de PCF M, ou bien M est en
“forme normale de téte” (non réductible au sens de fpcrn), ou bien M contient
exactement un redex tel que M Bpcen M.

Exercice* 3.1.2 Donner une description explicite des termes de PCF qui sont en
forme normale de téte, c’est-a-dire, en forme normale pour Bpcrh. En déduire que,
si un terme clos M de PCF est tel que = M : ¢ et est normal pour Spcrh (est en
forme normale de téte), alors M est de la forme n pour un n € N.

3.1.4 INVARIANCE DE LA SEMANTIQUE.

Lemme 3.1.4 (substitution) Soient P,Q € PCF. SiT,2: A+ P: Betsil F
Q: A, alorsT + P[Q/z]: B.

Proposition 3.1.5 (réduction du sujet) Soit M € PCF. SiT' - M : A et
M Bpcg M', alors T = M': A.

Exercice 3.1.3 Démontrer le lemme de substitution puis la réduction du sujet.

3.2 Sémantique de PCF dans la catégorie PoLRg

On se place dans la catégorie PoOLRk qui est cartésienne fermée comme on 'a
vu. On en verra les morphismes tantot comme des fonctions Scott-continues, tantot
comme des relations.

3.2.1 OPERATEURS DE POINT FIXE. Soit S un préordre et soit f : Z(S) — Z(95)
une fonction continue. Alors f((}) est une suite croissante d’éléments de Z(S) (par
récurrence), et, comme f est continue, on a

f (U f”(®>> = rm.
n=0 n=0

On note Y*(f) cet élément de Z(S). On vérifie facilement que Y*(f) est le plus petit
point fixe de f.

Exercice 3.2.1 Soit s € PoLRk(S,S). Exprimer Y*(Fun s) en fonction de s.
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On a donc une opération Y® : Z(S = S) — Z(S) qui envoie un morphisme sur
son plus petit point fixe. Il serait assez facile, ici, de vérifier directement que cette
opération elle-méme est Scott-continue. Mais dans des modéles plus compliqués (les
modeles de jeux, par exemple), la vérification directe que cette opération est un
morphisme de la catégorie ambiante peut devenir assez complexe. Elle est en fait
tout-a-fait inutile : grace a la cloture cartésienne, il suffit de remarquer que notre
opérateur de point fixe est lui-méme le plus petit point fixe d’une fonction d’un type
plus compliqué.

Soit donc

:I((S=9)=S8) — Z(S=95 =29
Z = A(NH(2)f

Cette fonction est bien définie, et Scott-continue, car la catégorie PoC (c’est-a-dire,
la catégorie POLR : encore une fois, on identifie Z(U = V') et ’ensemble des fonc-
tions continues Z(U) — Z(V') muni de 'ordre ponctuel ; autrement dit, on laisse im-
plicite 'isomorphisme Fun/Tr) est cartésienne fermée. Soit Y € Z((S = S) = 9) le
plus petit point fixe de ®, on a Y = [J,~, ®™(0). Soit s € Z(S = S). On montre par
récurrence sur n que ®"(0)(s) = s™(0). Cas de base : ®°(0)(s) = 0 = s°(0). Etape
de récurrence : ®"T1(D)(s) = s(®"(0)(s)) par définition de ®, donc &1 (()(s) =
s(s™(0)) par hypothése de récurrence et on conclut. Par suite, Y (s) = (J7—, s™(0),
ce qui montre que Y envoie toute fonction continue s sur son plus petit point fixe
Y*(s). Donc Y* =Y € PoC(S = S, 9).

3.2.2 INTERPRETATION DES ENTIERS. Soit N l’ensemble des entiers naturels,
muni du préordre discret : n < m ssi n = m. On a donc Z(N) = P(N). C’est une
version “non déterministe” du domaine plat des entiers. Z(IN) contient le domaine
plat des entiers (c’est ’ensemble {0, {0}, {1},...}), mais aussi toutes les superposi-
tions non déterministes de ces entiers de base. On appellera cet objet préordre des
entiers plats.

On définit s°, p* € PoLRk(N, N) par

s = {(u,n+1) €Pan(N) xN|neu},
p° = {(u,n) € Pan(N) xN|n+1€u}.

Vu que lordre de N est discret, on a bien s*, p* € Z(N = N). De plus, on a p® o
s*=Id = {(u,n) € Pan(N) x N | n € u}.

Exercice 3.2.2 Exprimer p® et s° comme fonctions continues (linéaires en fait) de
Z(N) vers Z(N).

Enfin, on définit if* € PoLRk (N3, N) par

if* = {(u,v,w),n) € Pin(N*xN|n€cvet0ecu}
U{((u,v,w),n) € Pan(N? xN|ncwet I e Ni+1cu}

Exercice* 3.2.3 Exprimer if° comme une fonction continue Z(N)* — Z(N).
Donner une version de if* de type POLRk(N & S & S, S) pour S un préordre
quelconque.

3.2.3 INTERPRETATION DE PCF. Si A est un type, son interprétation [Als est
le préordre défini par récurrence par

- [tls=N

- [A= Bls = [4]s = [B]s.
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Sil' = (a1 : A1,...,2, : Ay,) est un contexte de typage, on pose [[']s = [41]s &
& [Ays.

Etant donné un contexte de typage I' et un terme M tel que I' = M : A, on définit
une fonction continue [M]L : Z([T']s) — Z([A]s), par récurrence sur la dérivation du
typage I' = M : A (c’est-a-dire, par récurrence sur M, puisque chaque régle de
typage correspond exactement & une construction syntaxique du langage).

Si M est une variable, alors M = x; pour un i € {1,...,n} et A = A;. Alors
[M]g = ;.

SiM=(P)Q,alorsT'FP:B= AetT'F Q: B pour un certain type B. Par
hypothése de récurrence, on a déja défini deux fonctions continues [P]L : Z([T]s) —
Z([B)s = [A) et [QIF : Z(Ts) — Z([B],). On pose

[M]; = Evo ([P],[Qly) : Z([T)s) — Z([Als)

S S

qui est une fonction continue. Autrement dit, si @ € [[')s, on a

[M]g (i) = [P]; (@)([Qls (@)

Si M = XzB P alorsT,z:BF P : C avec A = B = C. Par hypothése de
récurrence on a défini une fonctlon continue [P)I»*8 I([F]S & [Bls) — Z([C)s). On
pose

(M5 = APl ) - Z(I0)s) — Z([ALs)

S

qui est une fonction continue. Autrement dit, si @ € [[']s et v € [B]s, on a [M]L(@)(v) =
[Pls = (i, v).

Si M =if(R,P,Q),alorsonal’FR:¢, T+ P:vet T+ Q : . Par hypothése de
récurrence, on a déja défini les fonctions continues [R]L, [P]L, [Q]L : Z([T']s) — Z(N).
On pose

(ML = iffy, o ([RIF, [PIL, [QIF).

Si M =k, alors [M]!' : Z([T']s) — Z(N) est la fonction constante égale a {k} €
I(N).

Si M = pred(P), alors on a I' - P : «. Par hypothése de récurrence, on a déja
défini la fonction continue [P]L : Z([T])s) — Z(N). On pose

(M]3 = p* o [Pl; - Z([1)s) — Z(N)

S S

qui est une fonction continue.
Si M = succ(P), alors on a I' = P : ¢. Par hypothése de récurrence, on a déja
défini la fonction continue [P]! : Z([T']s) — Z(N). On pose

[M]g =s* o [Pl; : Z([l)s) — Z(N)

qui est une fonction continue.
Si M = fix(P), alors on a I' = P : A = A. Par hypothése de récurrence on a
défini une fonction continue [P]L : Z([[')s) — ([A]s = [4]s). On pose
[M]g =Y* o [P : Z([[]s) — Z([A]s)

S

qui est une fonction continue.

Lemme 3.2.1 (substitution) Soient P,QQ € PCF. SiT,z: A+- P : Betsil'F
Q: A, alors [P [Q/z]]s = [Pl5*4 o (ldz(ry,), [Ql:)-

Preuve directe, par récurrence sur P.

Lemme 3.2.2 Soient M, M’ € PCF. SiT'+ M : A et M Bpcg M’, alors [M]L =
[M']5.
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Démonstration. Par récurrence sur M. Pour illustrer la structure de la preuve, on
va traiter un seul cas.
Supposons que M =if(R,P,Q),onadonc T R:(,TFP:,TFQ:cet

[M]g = if* o ([R];, [Pls, [Ql5) -

En se reportant a la définition de fpcg en 3.1.2, on voit qu’il y a cinq cas a traiter :
- siM' = |f(R’ P,Q) avec R fpcr R/, alors on a, par hypothése de récurrence,

[R']l' = [R]! et donc
(Mg =if* o ([R);, [P]5, [Q5) = if o ([R];, [Pls, [Qly) = [M]5 ;
—si M' =if(R, P, Q) avec P Bpcr P’, on raisonne de méme;
—si M' =if(R, P,Q") avec Q Spcr @', on raisonne de méme;

—siR=0et M' = P, on a, [R]L(w) = {0} pour tout w € [I']s et donc

S

(M]3 (w) = iffa), ({0}, [Pl (w), [Qls (w) = [Pl (w)

et donc [M]! = [P} = [M"]L.
-si R=n+1et M’ =Q, on raisonne de méme.
Tout cela est plutdt long, ennuyeux et sans surprise, on peut se dispenser de
vérifier les détails. . . |

Cela permet d’obtenir un résultat de «cohérence» du langage, qu’on pourrait
aussi obtenir en utilisant la confluence de la réduction. Mais la méthode sémantique
a lavantage d’étre trés conceptuelle et modulaire (si on étend le langage, il suffit de
trouver une interprétation pour la nouvelle primitive).

Corollaire 3.2.3 Soit M € PCF tel que I' = M : v et soient p,q € N. Si M B5ce p
et M Bpcg q, alors p = q.

Démonstration. En effet, [M]. : Z([[']s) — Z(IN1) est la fonction constante qui

S
prend la valeur p, et aussi celle qui prend la valeur ¢g. Donc p = q. O

Exercice* 3.2.4 Soit M € PCF un terme clos tel que = M : (v = ¢) = ¢ et soit
P € PCF un terme clos tel que F P : ¢ = ¢. On suppose que (M) P (qui est clos et
de type ¢) se réduit en n (i.e. (M) P [ice n). Montrer qu'il existe une partie finie
I de N telle que, pour tout terme de PCF clos P’ tel que F P’ : ¢, sion a

Vpe IVk e N (P)p fBpce k= (P')p Bpcr k

alors, on a (M) P' B§cg n. [ Indication: Utiliser la sémantique de Scott!] Expliquer
la signification intuitive de ce résultat.

3.2.4 TUNICITE DES VALEURS. Avant de pouvoir prouver le théoréme d’adéqua-
tion de la prochaine section, il nous faut montrer que l'interprétation d’un terme
clos de type ¢ ne peut prendre pour valeurs que des parties de IN ayant au plus un
élément. La valeur () peut étre prise, par un terme qui «boucles. C’est une facon de
dire que le langage est «déterministey (un terme ne peut prendre qu’une valeur).
Cette vérification n’est pas nécessaire dans les modéles plus standard de PCF, ou
¢ est interprété par le domaine plat des entiers naturels {1,0,1,2,...} avec L <n
pour tout n € N et n <m si n =m (voir [AC98]).

Par récurrence sur le type A, on définit 24/ C Z([Al,), I'ensemble des éléments
univalués de type A.

U = {0}u{{n}|neN} Iledomaine plat des entiers, justement
U=t = {f € PoC(Z([A]), Z([Bs)) | fU™) cu}.

1l s’agit donc encore d’une notion de réductibilité, purement sémantique celle-ci.
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Lemme 3.2.4 Pour tout type A, l’ensemble Ut contient 0, et, muni de l'inclusion,
est un cpo. De plus, siu € U et v € Z([A]s) vérifient u' C u, alors v’ € U,

Démonstration. Pour A = 1, la vérification est immeédiate.

Supposons A = B = C, et que les propriétés & prouver sont vraies pour B et
C. L’élément () € Z([Als) est la fonction qui envoie tout u € Z([B]s) sur 0 € Z([C]s)-
Comme ) € UY, on a O € U, Soit D C U une partie filtrante pour Pinclusion.
Soit u € UP C Z([B)s). Alors D(u) = {f(u) | f € D} est une partie de U (par
définition de Z/lA) qui est filtrante pour l'inclusion (car f C g = f(u) C g(u) pour
f9 € Z([Al)), et on a |JD(u) € UC par hypothése de récurrence (appliquée a C).
Or UD(u) = (UD)(u), et on a donc |JD € U™. Enfin, soit f € U* et f' € T([A]s)
telle que f/ C f. Siu e UB, ona f'(u) C f(u) € U, et donc f'(u) € UC par
hypotheése de récurrence appliquée a C'. O

Lemme 3.2.5 Siu,v,w € U*, alors p*(u),s(u), if*(u,v,w) € U".

La preuve est immédiate.

Proposition 3.2.6 Soit I' = (a1 : Ay,...,z, : A,) un contexte de typage. Si
L' M: B etsiu €U pouri=1,...,n, alors (ML e UP. En particulier, si M
est clos et de type 1, on a [M], € U".

Preuve facile, par récurrence sur M, en utilisant les lemmes 3.2.5 et 3.2.4.

Exercice® 3.2.5 Donner les détails de cette preuve.

3.3 Convergence dans PCF, préordre observation-
nel

On a vu que si M est un terme clos tel que + M : v et M B n, alors
[M]s = {n}. On va d’abord prouver la réciproque, et en fait un résultat plus fort
que la réciproque, puisqu’il conclut a la convergence pour la réduction de téte.

Théoréme 3.3.1 Soit M clos tel que = M : 1 et soit n € N. Si [M], = {n}, alors
M Bpce p .

La preuve, due a Plotkin (voir aussi [AC98]), est encore un bel exemple de
réductibilité. On définit par induction sur le type A une relation R“ entre les
éléments u de U4 et les termes clos M tels que F M : A.

OnauR" Msiueld, -M:.et

u=10 ou (IneNu={n}et M Bpc,n)
Ona fRPZC Msi feuP~%, - M:B=Cet
Vu,P (ueU® et FP:BetuR? P)= f(u) R (M)P.

Il faut d’abord prouver trois propriétés de cette relation, qui se démontrent
toutes les trois par récurrence sur les types.

Lemme 3.3.2 Pour tout type A, tout u € Z/lA, tous termes clos M, M’ de type A,
si M Bpcen M et uR™ M, alors u R™ M.
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Démonstration. Par récurrence sur le type A. Pour A = ¢, c’est évident (transitivité
de le relation fpcg ). Soient donc f € UP=C et M, M’ clos de type B = C et

tels que M Bgce,, M’ et f RE=C M'. On doit montrer que f RZZC M soient
donc u € UP et P clos tels que u R? P, il faut voir que f(u) R® (M)P. Or on a
fu) R (M) P, et on conclut par hypothése de récurrence, puisque (M) P Bpcg |,
(M'") P (voir paragraphe 3.1.3). O

Lemme 3.3.3 Pour tout type A et tout terme clos de type A, on a () RAM.

uBiC

La preuve est immédiate, par récurrence sur A (car () € est la fonction qui

envoie tout u € Z([B]s) sur ().

Lemme 3.3.4 Pour tout type A, tout terme clos M de type A, et toute suite
(un)nen croissante d’éléments de Z/lA,

(VneN u, R* M) = (Uun> RAM .

n=0

Démonstration. Par récurrence sur A. On suppose qu’on a u, RA M pour tout
n € N.

Quand A = ¢, c’est évident, car la suite (u,)nen est stationnaire, vu qu’elle est
croissante et ne peut prendre pour valeurs que () ou des singletons (par définition
de U").

Supposons A = B = C. Soit (f,)nen une suite croissante d’éléments de
et M un terme clos de type B = C tel que f, REZY M pour tout n € N. On
doit montrer que (U, fn) RE7Y M. Soient donc u € UP et P un terme clos de
type B tels que u R” P. Pour chaque n, on a f,(u) RC (M) P. Par hypothése de
récurrence, on a [J2 ) fa(u) R (M) P, c’est-a-dire (2, fn)(u) RY (M) P. O

Z/[B:>C

On peut maintenant prouver le lemme d’adéquation.

Lemme 3.3.5 (adéquation) Soit I' = (z1 : Ai,...,2p : Ap) un contexte de ty-
page, soit M un terme de PCF et B un type tels que I' = M : B. Soient Ny,...,N,
des termes clos de types respectifs Ai,...,A,. Soient u; € ut,. . SUp € Uutr. Si
U RA Njpourj=1,...,p. Ona

MY (s, ..o up) R® M Ny /21, ..., Ny/y)

Démonstration. Par récurrence sur la dérivation de typage menant a I' - M : B
(c’est-a-dire, par récurrence sur M). Comme d’habitude, si R est un terme, on note
R’ le terme R[Ny/z1,...,Np/xp).

On laisse la plupart des cas au lecteur; on va seulement traiter les trois plus
intéressants.

Supposons d’abord M = if (R, P,Q) avecT'F R: ¢, '+ P:retT'F @ : ¢. On doit
montrer que [M]! (u1,...,u,) R* M’. On sait que [M]! (u1,...,u,) € U" (proposi-
tion 3.2.6). Si [M]L (u1,...,u,) =0, il n’y a rien & prouver. Si [M]! (u1,...,upy) =
{n}, on a [R] (u1,...,u,) # 0, et donc [R]!(u1,...,u,) = {r} pour un r € N
(puisque [R]L(u1,...,up) € U"). Sir =0, c’est que [P]L (u1,...,u,) = {n}. Par
hypothése de récurrence, on a {0} R* R' et {n} R" P’, et donc R’ Bpcg, O et
P’ Bpce ., par définition de la relation R*. Par suite M’ Bgcp ), 1, ce qu’il fallait
prouver, puisque [M]! (u1,...,u,) = {n}. Si r # 0, on raisonne de méme.

Supposons ensuite M = \x® P avec I',x : B+ P : C. Il faut montrer que

AzP P (uq, ... up) RPZC AP P!
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Soient donc v € UP et N clos de type B tels que v R® N. Il faut montrer que

2B Pl (ur, ... up)(v) RPZC (AzB P') N. Or, par hypothése de récurrence, on a
[PI5# B (uy, ..., up, v) RY P'[N/z]. On conclut, car on a [Az® PIL(uy, ..., u,)(v) =
[PILe B (uy, ... up,v), et en utilisant le lemme 3.3.2, puisque (/\:L'B P’) N Bpcen
P'[N/a].

Supposons pour finir que M = fix(P), avec I' F P : A= A. On doit montrer
que
[fix(P)IE (uy, ..., up) R fix(P').

Soit f = [P]L (u1,...,up,) € U= (proposition 3.2.6), et par suite f*(0) € U* pour
tout n. Et on a

[fix(P)]E (g, ...y up) = U ) eur .
n=0

Par le lemme 3.3.4, il suffit de montrer que () R* fix(P’) pour tout n € N. On
le montre par récurrence! sur n.

Pour n = 0, cela résulte du lemme 3.3.3. On suppose donc n > 0. Par le
lemme 3.3.2, il suffit de montrer que

() R* (P") fix(P")

puisque fix(P’) Bgcg, (P') fix(P'). Or, par hypothese de récurrence (dans la récur-

rence interne, sur les entiers), on a f"~1(()) RA fix(P’), et par hypothése de récur-
rence (dans la récurrence externe, sur les termes), on a f RAZA P’, et donc
FUm=H0) RA (P fix(P). =

On peut en déduire le résultat suivant, exprimant que la réduction de téte méne

toujours au résultat, quand il y en a un.

Théoréme 3.3.6 Soient M un terme clos de PCF tel que = M : 1 et n € N tel que
M Bpcg n. Alors M [Spcg ), 1.

3.3.1 EQUIVALENCE OBSERVATIONNELLE ET PLEINE ADEQUATION. Soient M et
N deux termes de PCF clos de type A = By = (By = --+(B, = ¢)). On écrira
M Cops N si, pour tout terme clos C' de type A = ¢, on a

VneN (C)M Bpcep = (C)N Bpcpp .

Clairement, Cgps est une relation de préordre sur les termes clos de type A.

Le résultat suivant est purement syntaxique, nous ’admettrons. Il exprime que,
dans la définition ci-dessus de la relation C,ps, Oon peut se contenter de considérer
des C (contextes) d’une forme particuliére.

Théoréme 3.3.7 (lemme du contexte) Si, pour tous termes clos N1,..., N, de
types By,..., By, on a

Vn e N (M)Nl"'NpB;CF,hQ:(N)Nl"'NpB;CF,hQ)
alors M Cops N.

On a alors le résultat suivant, qui relie cette relation de préordre observationnel
Cobs avece la relation d’ordre du modéle.

1 ’est donc une preuve par récurrence a intérieur de I’étape de récurrence dans la preuve par
récurrence sur les termes que nous sommes en train de développer. Dans la suite, on appellera la
premiére interne et la seconde externe.
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Théoréme 3.3.8 Soient M et N des termes clos de type A. Si [M], C [N],, alors
M Cops N.
Démonstration. On suppose que [M]; C [N],. Soient Ny, ..., N, des termes clos de

type Bi,...,By. On suppose que (M) Ny ... N, Bpck n 1. Alors [(M)Ny...Np], =
{n} (invariance de la sémantique, paragraphe 3.1.4), c’est-a-dire qu’on a l’égal-
ite [M],([N1],) . (IN,,) = {n}, et donc [NI([N1],) .. (IN,],) = {n} (puisque
[M]s C [N],), c’est-a-dire [(N)Ny...Np], = {n}. Par le théoréme 3.3.1, on a
(N)Ni...Np Bpcg , n- On conclut par le théoréme 3.3.7. O

Soit ~gps la relation d’équivalence induite par la relation de préordre Cgps. On
a donc [M], = [N]; = M ~us N, pour tous M et N clos de méme type. Si
la réciproque était vraie, on dirait que le modéle de Scott de PCF est pleinement
adéquat (fully abstract). La recherche de modéles pleinement adéquats de PCF a été
I'une des grandes occupations des spécialistes de sémantique dénotationnelle. Les
catégories de jeux ont permis d’en construire.

3.3.2 LE MODELE DE SCOTT DE PCF N’EST PAS PLEINEMENT ADEQUAT. On
définit une fonction por € PoC(N? N), c’est la fonction Fun(t), ou

t={((,9),0) | 0 €2 Uy} U{((w.y). 1) | 1 € 2Ny}

C’est clairement une fonction Scott-continue, et c¢’est donc bien un élément de
PoC(N?,N). De plus, on vérifie facilement que por € U"~"=".

On appelle la fonction por le ou paralléle car elle est capable de détecter si un
de ses deux arguments est égal & 0, méme si 'autre ne converge pas. Pour faire cela,
il faut pouvoir évaluer «en paralléley les deux arguments, ce que, intuitivement, un
terme de PCF ne peut pas faire.

Cet élément non définissable est cause de non plein adéquation. Soit en effet

porg = Af* T T ((f) 0, if((f) ©0,if((f) L1, ©,0),0),0)

ou, par exemple, Q = fix(Au'u), et donc [Q], = 0. Cest un terme clos de type
(t = 1 =1) = ¢ et il est facile de voir que [porg],(por) = {0}.

Cependant, il est facile de montrer que, dans le modéle des espace cohérents, o
le langage PCF peut aussi étre interprété, la sémantique de porg est (), car il n’y a
pas de fonction stable qui envoie ({0},0) et (0,{0}) sur {0} et ({1},{1}) sur {1}
(on interpréte le type des entiers par I’espace cohérent dont la trame est N, avec la
cohérence discréte).

Or le modéle des espaces cohérents satisfait aussi le théoréme d’adéquation de
Plotkin (preuve identique), et par suite porg ~ps Af 2 alors que ces deux termes
ont des sémantiques de Scott différentes.

Mais le modeéle des espaces cohérents n’est pas non plus pleinement adéquat (il
a ses propres «passagers clandestinsy, comme le ou paralléle de la sémantique de
Scott). ..

Exercice* 3.3.1 Montrer, de la fagon la plus simple possible, que [Q2], = 0.



Chapitre 4

Quelques aspects quantitatifs

La sémantique de Scott développée jusqu’ici est «qualitativey, suivant la ter-
minologie de Girard. Dans ce modéle, 'interprétation d’un programme décrit les
informations nécessaires au calcul, mais pas le nombre de fois qu’elles sont utilisées
pour obtenir un résultat donné.

Considérons par exemple les deux programmes de PCF

P = \tif(2,0,Q): 0=
P, = Ax'if(x,if(2,0,2),Q) =1

dans lequel Q est un terme clos de type ¢ et de sémantique § (par exemple 2 =
fix(A\y* y)). On verifie facilement que P; et P ont la méme sémantique de Scott
[P1]s = [P)s = {(u,0) | u € IN, 0 € u} alors qu'ils différent par le nombre de fois
qu’ils utilisent leur argument = entier.

On commence par introduire la sémantique relationnelle “pure”, dans laquelle
les types sont interprétés par des ensembles, et les preuves, par des relations entre
ces ensembles. Dans ce modéle, ’exponentielle est interprétée au moyen de multi-
ensembles finis (et non d’ensembles finis), et rend compte de la différence entre Py
et P». En ce sens, c’est une sémantique «quantitatives.

4.1 Sémantique relationnelle de LL

Soit Rel la catégorie dont les objets sont les ensembles, et telle que Rel(X,Y) =
P(X xY), la composition étant définie de fagon relationnelle. Plus précisément,

ldx = {(a,a) |a € X}
et, si s € Rel(X,Y) et t € Rel(Y, Z), alors
t-s={(a,c) e X xZ|3IbeY(a,b)€set(bc)ect}.

Si on voit s et t comme des matrices (d’incidence) & coefficients dans {0, 1}, cette
composition peut étre vue comme un simple produit de matrices.

4.1.1 STRUCTURE MONOTDALE. Le produit tensoriel de deux ensembles X et Y

dans Rel est leur produit cartésien au sens ensembliste habituel : X @ Y = X x Y.

Le produit tensoriel des morphismes est défini comme dans la catégorie PoLR. Si

s; € Rel(X;,Y;) pour i = 1,2, alors $1 ® s2 € Rel(X; ® X5,Y] ® Y3) est donné par
S1 X 89 = {((al,ag), (bl,bQ)) | (ai,bi) € S; pour 1= 1, 2} .

49
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On voit facilement que c’est une opération fonctorielle, et que les isomorphismes
d’associativité et de symétrie (et d’élémément neutre) du produit cartésien sont
des isomorphismes dans la catégorie Rel qui satisfont les axiomes de catégorie
monoidale symétrique. L’objet neutre du produit tensoriel est bien sir le singleton

1= {x}.
Exercice* 4.1.1 Montrer que les isomorphismes dans Rel sont les bijections.

On définit également X — Y = X xY, et alors il est facile de voir que X — Y est
lobjet des morphismes de X vers Y, I’évaluation linéaire ev € Rel((X — Y)®X,Y)
étant donnée par

ev = {(((a’ﬂb)7a’)ﬂb) | (aab) € X x Y}

On vérifie facilement que Rel, muni de ce produit tensoriel est symétrique monoi-
dale fermée. C’est une catégorie étoile-autonome : on prend L = 1 comme objet
dualisant, et la négation linéaire X est X.

Si s € Rel(X,Y), le morphisme transposé 's € Rel(Y+, X1) = P(Y x X) est

s = {(bya) €Y x X | (a,b) € s}.

4.1.2 PRODUITS ET COPRODUITS. Soit (X;);c; une famille d’ensembles. Soit
&icr Xi = Uier ({1} x X;). Cet ensemble est le produit des X; dans la catégorie
Rel, avec les projections

mi = {((i,a),a) | a € X;} € Rel <&Xj,xi>
Jjel
Si s; € Rel(Y, X;) est une famille de morphismes dans Rel, le morphisme (s;);ecs €
Rel (Y, &,c; Xi) est donné par
(si)ier = {(b,(i,a)) | i € I et (bya) € s;}.

Exercice* 4.1.2 Vérifier que la propriété universelle du produit cartésien est bien
satisfaite. Autrment dit, (s;);es est I'unique élément ¢ de Rel (Y, & Xi) tel que
m; -t =s; pour tout 7 € I.

iel

Puisque la négation linéaire X — X~ est l'identité sur les objets, &7, ; X; est

aussi le coproduit des X; dans la catégorie Rel.

el

4.1.3 EXPONENTIELLES. Soit X un ensemble. On pose !X = Mg, (X), ensem-
ble des multi-ensembles finis d’éléments de X. Un élément de Mg, (X) est donc
une fonction m : X — N telle que m(a) = 0 pour tous les éléments de X sauf
un nombre fini d’entre eux. On note 0 le multi-ensemble vide (tel que 0(a) = 0
pour tout a € X). On note m + m' la somme des multi-ensembles m et m’, définie
par (m +m’)(a) = m(a) +m/(a). Enfin, |m| dénote ’ensemble des a € X tels que
m(a) # 0, on appel cet ensemble le support de m, il est fini. On appelle cardinal de
m le nombre d’éléments #m de m, en tenant compte des multiplicités. Autrement
dit, #m =3,y m(a) € N.

Soit # C X. On note z' I’ensemble Mg, (z) C !X ; cest le promu de x. Si
s € Rel(X,Y), on pose

Is={([a1,-.-,an],[b1,...,0,]) | n € Net (a;,b;) € s pour tout i} .

Autrement dit, un couple (m,p) € !X x!Y appartient a !s si les deux multi-ensembles
m et p ont méme cardinal n, et peuvent s’écrire m = [a1,...,a,] et p = [b1,...,b,]
avec (a4, b;) € s pour tout i.
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Lemme 4.1.1 L’opération!  est un foncteur. De plus, si s € Rel(X,Y) etz C X,
onals-z'=(s-z).

La déréliction et le digging sont définis par

dxy = {([a],a)]a€ X} e Rel(!X,X)

py = {(mi+4+-+mu [m,....,my]) | mi,...,m, €'X} € Rel(!X,1X).
Lemme 4.1.2 Ces deux morphismes sont des transformations naturelles, et font

de ! une comonade. On rappelle que ¢a signifie que les trois équations suivantes
sont satisfaites :

ds-ps = lds
lds-ps = ldis
pis-Ps = lps-ps-

Exercice* 4.1.3 Prouver ces deux lemmes.

Soient X et Y deux ensembles. La fonction
(X&Y) — IXlY
[(1,a1), ..., (1 ap), (2,01),...,(2,09)] +— ([a1,...,ap],[b1,...,bg])
définit une bijection, et donc un isomorphisme (dans Rel) de (X & Y) vers | X ®!Y.

4.1.4 CATEGORIE DE KLEISLI. Elle est défine comme en 2.6.5, on la note Relk.
Un objet de Relk est un ensemble, et Relk(X,Y) = Rel(!X,Y). Contrairement a ce
qui se passait dans PoLR, il n’est pas possible de voir les éléments de Relg(X,Y)
comme des fonctions (du moins, pas directement). On rappelle que I'identité en X
est dx € Relk (X, X) et que la composition de s € Relg(X,Y) et de t € Relk(Y, Z)
est

tofs=t-1s-p,.

Exercice* 4.1.4 Soient m € !X et ¢ € Z. Montrer que (m,c) € t o s si et
seulement si on peut trouver (my,b1),...,(my,b,) € s tels que my +-+-+m, =m
et ([bl, ey bn], C) et.

Comme en 2.6.5, on voit facilement que Relk est cartésienne fermée. Le produit
cartésien d’une famille (X;);e; d’ensembles est X = &iel X, avec les projections ;-
dx € RelK(&iel X, X;). L’objet des morphismes de X vers Y est X =Y =1X —
Y, avec comme morphisme d’évaluation Ev € Rel(I(X = Y) ® |X,Y) (indentifiant
(X =Y)&X)et (X =Y)®!1X) est donné par

Ev={(([(m,b)],m),b) [me!X etbeY}.

4.1.5 UM MODELE DU LAMBDA-CALCUL PUR. Il est trés facile de construire un
modeéle du lambda-calcul pur (beta et eta) dans la catégorie Relk. On construit
une suite d’ensembles (D,,),en en posant

Dy = 0
Dn+1 = Mﬁn(N X Dn) .

Cette suite d’ensembles est croissante, et on pose Do, = UZO:O D,.

Autrement dit, D, est le plus petit ensemble qui a la propriété suivante : pour
toute famille 7 = (my,)nen telle que m,, € Mgy (Do) pour tout n € N et m,, =0
pour presque tout n, on a 1M € Ds. On a une bijection évidente entre Mg (Do) X
D, et Do, (qui envoie le couple (p, m) sur p € Dy, donné par pg = p et ppy1 = my,).
C’est un isomorphisme (dans Relk) de Do = Do vers Do.
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4.2 Calcul avec ressources

Puisque notre modeéle tient compte des mutiplicités, il semble naturel de cherche
une syntaxe dans laquelle les multiplicités soient également explicites. C’est le cas
du lambda-calcul avec ressources que nous introduisons maintenant, et qui nous
servira a «approximery les lambda-termes ordinaires. C’est un langage qui se situe
en quelque sorte a 'interface entre la syntaxe et la sémantique.

4.2.1 SYNTAXE. On travaille avec le méme variables que pour le lambda-calcul
pur. On définit les termes simples comme suit.

— Si x est une variable, x est un terme simple.

— Si x est une variable et s est un terme simple, Ax s est un terme simple.

— Si s est un terme simple et si T est un multiensemble fini de termes simples,

alors (s) T est un terme simple.

Les termes simples sont considérés systématiquement & alpha-conversion prés.

On note A I’ensemble des termes simples et A' I’ensemble des multi-sensembles
de termes simples, qu’on appellera aussi poly-termes.

Un terme avec ressources est alors un ensemble (fini ou non) de termes simples.
On note ces termes 3, ¢, etc.

4.2.2 NOTATION. On écrira parfois t; - - - t,, pour dénoter le poly-terme [t1, ..., ;]
et 1 pour dénoter le poly-terme vide [].

4.2.3 CONVENTION. On considére implicitement tout terme simple s comme le
terme avec ressources {s}. On étend aux termes avec ressources les constructions
définies pour les termes simples, par «linéaritéy :

As = {Ars|ses}
G - ta] = {(s)[tr,... ta] | s €S et Vit; €4}

4.2.4 SUBSTITUTION ATOMIQUE. On définit une notion de substitution atom-
ique, qui remplace, dans un terme simple une occurrence de variable par un terme
avec ressources. Comme il y a plusieurs facons de faire, le résultat est un ensemble,
c’est-a-dire, un terme avec ressources. Soient £ un terme avec ressources et x une
variable. Alors % -t est défini par récurrence sur s :

oy 7 {f siy=u

Ox () sinon
O\ys - ds -
ox b= /\y<8$.t>
8<S> [517"'757’1] 7 @ I
Oz -t = 6x't [81,...,Sn]
951 3 Osn 5

U<S>[8w ~t,52,...,sn]U~~U<s>[51,...,sn,1,%~t]

Bien noter qu’on utilise fortement la convention 4.2.3 dans cette définition.

Autrement dit, et compte tenu de la convention 4.2.3, si xq,...,x, sont les
différentes occurrences de = dans s, on a
Os - ) _
%i:{s[t/xi] l[i=1,....,nett et}

et donc les éléments de % -t ont n — 1 occurrences de x (si on suppose que t n’a

aucune occurrence libre de x).
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On étend par linéarité cette opération a tous les termes avec ressources s :

@ 0s 7
ox oxr

Lemme 4.2.1 La substitution atomique est bilinéaire, c’est-a-dire que

zUm)-(Us)- U 55

el JjeJ (i,5)€IxJ

Démonstration. 11 suffit de montrer que % . (Ujer_j) = UjeJ % -5, ce qui est

immeédiat, par récurrence sur u. O

Lemme 4.2.2 Si x n’apparait pas libre dans u (c’est-a-dire, dans aucun des élé-
ments de 1), alors I -7 = ().

Démonstration. 11 suffit de le montrer pour w simple, et on le fait par une récurrence
immeédiate sur wu. O

Lemme 4.2.3 Soient 5, u et v des termes avec ressources et soient x et y des
variables (distinctes ou non). On suppose que x n’apparait pas libre dans v. On a

Exercice* 4.2.1 Prouver ce lemme (récurrence sur s).

4.2.5 REDUCTION A PETIT PAS. Soit s un terme simple et u un terme avec
ressources. Par récurrence sur s, on décrit quand s (3, .
— Si s est une variable, on n’a jamais s 3, .
—~Sis=Xrt,onasfB,usiu= A zvettf,D.

- Sis= ()T (avec T = [t1,...,t]), on a s 8, u dans 'un des cas suivants :
—u= (@) T avect 3, T;
—ilexistei € {1,...,n} tel que w= () [t1,...,ti=1,T5, tix1,- .., tn] avect; Bp
Vi s

—t=MXrw et il existe i € {1,...,n} tel que

_ ow
u = <)\.T (% tl)> [tla---7ti—1;ti+1;---;tn]

Dans le dernier cas, on dit que s est un redex et que u est I'un de ses réduits.

Autrement dit, s 3, T si s contient un rédex ¢ (au sens ci-dessus), T est l'un des
réduits de ¢, et w est ’ensemble des termes obtenus en remplagant le redex t par les
éléments de v dans s. Pour étre trés précis, ¢t est une occurrence de redex dans s.

On a défini la réduction & petits pas sur les termes simples ; on I’étend maintenant
aux termes avec ressources quelconques. On dira que 3 8, wsis = {s; | i € I} et
= (Uiel u_z-), avec s; Bp u; ou u; = {s;} pour chaque ¢ € I et si, pour au moins un
i, 0n a s; Bp Us.

Proposition 4.2.4 La relation de réduction (3, (cléture transitive de [3,) est con-
fluente sur les termes avec ressources.

On ne donnera pas la preuve ici. Disons simplement qu’elle est basée sur la méthode
classique de Tait et Martin-Lof.
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Proposition 4.2.5 Toute partie finie de A est fortement normalisante pour 3,.

Démonstration. Utiliser le lemme de Konig, en observant que si s 3, u, alors chaque
élément de w a une occurrence de variable en moins. O

Exercice 4.2.2 Rédiger cette preuve.

4.2.6 REDUCTION A GRAND PAS. Soit s un terme simple et 7" un poly-terme sim-
ple. On définit 9, (s, T) comme suit. On écrit T' = [t1,...,t,] et on note x1, ...,z
les différentes occurrences libres de x dans s. On pose

0 sik#n
0:(s,T) = ) 7
{sltyay/z1s- - tymy/znl | f € &4} sinon
ou &, est ’ensemble des permutations de {1,...,n}. Remarquer que cette définition
ne dépend pas du choix de ’énumération ¢4, ...,t, des éléments de T'.

On défint alors la réduction a grands pas comme on ’a fait pour la réduction
a petit pas, sauf dans le cas «redex». Soit s un terme simple et T un terme avec
ressources. Par récurrence sur s, on décrit quand s 3, .

— Si s est une variable, on n’a jamais s 3, u.

-~ Sis=MXrt,onasfB,usiu=Axvettf,7.

- Sis= ()T (avec T = [t1,...,t]), on a s By u dans I'un des cas suivants :
~u=(U)T avect 3, T;
— ilexistei € {1,...,n} tel que w = (t) [t1,...,ti=1,T5, tit1,...,tn] avect; By
Vi s

—t=Xxwetuw=0,(w,T).
On étend 3, aux termes avec ressources comme on I’a fait pour (.

Lemme 4.2.6 Sis (3, &', alors s 3] s'. De plus, un terme simple est normal pour
By si et seulement si il est normal pour (3.

Par suite, si s est un terme simple, on atteint sa forme normale (au sens de 3,) en
itérant la réduction f,.

4.3 Typage et sémantique relationnelle
4.3.1 TYPAGE SIMPLE. On considére un systéme de types simples, défini comme

en 1.1.3, avec les quantificateurs en moins (il ne serait pas difficile de les considérer
aussi mais cela ne nous servirait pas ici). Les régles de typage sont les suivantes.

Tx:AFx: A

I'x:AkFs: B
T'FXxts: A= B

I'ts:A=1B PHt;:A(pouri=1,...,n)
Tk ()61t :B

Enfin, si 5 est un terme avec ressources, on écrira ' 5: Asional' F s: A pour
tout s € 5. En particulier, on a toujours T 0 : A et sil'F5: Aet T -%: A, alors
FFsuUt: A

Lemme 4.3.1 (substitution) SiT,x: AF-s:Betsil'Ft: A, alorsT,z: A+
ds

5.t B.

ox
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La preuve est une simple récurrence sur s. On en déduit facilement le résultat
suivant.

Proposition 4.3.2 (réduction du sujet) SiI'F5: A et si5f3, s', alors T+ ' -
A Sil'F5:Aetsisfys, alors'F-s': A,

4.3.2 SEMANTIQUE RELATIONNELLE : CAS SIMPLEMENT TYPE.

A SUIVRE. ..
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