
MPRI, 
ours 2�2Domaines
Thomas EhrhardPreuves, Programmes, Systèmes (UMR 7126)Université Paris Diderot � Paris 7 et CNRShttp://www.pps.jussieu.fr/�ehrhard/22 janvier 2009



2



Table des matières
1 Lambda-
al
ul pur et typé 71.1 Syntaxe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71.1.1 Alpha-
onversion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71.1.2 Beta-rédu
tion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71.1.3 Le système F de Girard (à la Curry). . . . . . . . . . . . . . 81.1.4 Normalisation forte du système F . . . . . . . . . . . . . . . . 91.2 Sémantique dénotationnelle du lambda-
al
ul pur . . . . . . . . . . . 121.2.1 Objet ré�exif dans une CCC. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122 Sémantique de S
ott 152.1 Domaines de S
ott. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152.1.1 La 
atégorie des domaines de S
ott. . . . . . . . . . . . . . . 172.2 Treillis 
omplets premier-algébriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192.2.1 Représentation des treillis 
omplets premier-algébriques. . . . 192.2.2 Morphismes linéaires. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202.3 La 
atégorie PoL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202.3.1 Tra
e linéaire asso
iée à une fon
tion linéaire. . . . . . . . . . 212.3.2 Fon
tion linéaire asso
iée à une relation. . . . . . . . . . . . . 212.3.3 Un isomorphisme d'ordre. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212.3.4 Isomorphismes forts. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222.4 Stru
ture monoïdale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222.4.1 Le fon
teur produit tensoriel. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232.4.2 Propriété universelle du produit tensoriel. . . . . . . . . . . . 242.4.3 Cl�ture monoïdale. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252.5 Stru
ture additive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252.5.1 Fon
teur produit 
artésien. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262.5.2 Coproduit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262.6 Exponentielles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262.6.1 Tra
e d'une fon
tion 
ontinue. . . . . . . . . . . . . . . . . . 272.6.2 L'exponentielle 
omme fon
teur. . . . . . . . . . . . . . . . . 272.6.3 Stru
ture de 
omonade de l'exponentielle. . . . . . . . . . . . 282.6.4 Isomorphisme fondamental. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292.6.5 Catégorie de Kleisli. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292.7 Deux modèles du lambda-
al
ul pur . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312.7.1 Ordre sur les préordres. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312.7.2 Objets variables. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 322.7.3 Constru
tion du modèle. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 332.7.4 Un modèle plus simple. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 332.7.5 Appli
ation : le théorème de forme normale de tête. . . . . . 343



4 TABLE DES MATIÈRES3 PCF : syntaxe et sémantique de S
ott 393.1 Syntaxe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 393.1.1 Typage. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 393.1.2 Rédu
tion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 403.1.3 Rédu
tion de tête. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 403.1.4 Invarian
e de la sémantique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 413.2 Sémantique de PCF dans la 
atégorie PoLRK . . . . . . . . . . . . . 413.2.1 Opérateurs de point �xe. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 413.2.2 Interprétation des entiers. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 423.2.3 Interprétation de PCF. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 423.2.4 Uni
ité des valeurs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 443.3 Convergen
e dans PCF, préordre observationnel . . . . . . . . . . . . 453.3.1 Equivalen
e observationnelle et pleine adéquation. . . . . . . 473.3.2 Le modèle de S
ott de PCF n'est pas pleinement adéquat. . . 484 Quelques aspe
ts quantitatifs 494.1 Sémantique relationnelle de LL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 494.1.1 Stru
ture monoïdale. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 494.1.2 Produits et 
oproduits. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 504.1.3 Exponentielles. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 504.1.4 Catégorie de Kleisli. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 514.1.5 Um modèle du lambda-
al
ul pur. . . . . . . . . . . . . . . . 514.2 Cal
ul ave
 ressour
es . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 524.2.1 Syntaxe. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 524.2.2 Notation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 524.2.3 Convention. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 524.2.4 Substitution atomique. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 524.2.5 Rédu
tion à petit pas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 534.2.6 Rédu
tion à grand pas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 544.3 Typage et sémantique relationnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 544.3.1 Typage simple. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 544.3.2 Sémantique relationnelle : 
as simplement typé. . . . . . . . . 55On 
onseille de faire les exer
i
es au fur et à mesure de la le
ture (parfois,la solution d'un exer
i
e se trouve plus loin dans le texte). Les exer
i
es ave
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ipaux ouvrages de référen
e, dont 
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l�ture transitiveet re�exive, 
'est-à-dire la plus petite relation binaire sur S 
ontenant R qui est
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Chapitre 1Lambda-
al
ul pur et typé1.1 SyntaxeOn suppose donné un ensemble in�ni dénombrable de variables, notées typ-iquement par les lettres x, y, z, ave
 ou sans indi
es, primes et
. L'ensemble deslambda-termes est dé�ni par la syntaxe suivante :� si x est une variable, alors x est un terme ;� si P et Q sont des termes, alors (P )Q est un terme (appli
ation) ;� si P est un terme et x est une variable, alors λxP est un terme (abstra
tion).On note VL(P ) l'ensemble des variables libres de P , qui est dé�ni par ré
urren
e surles termes : VL(x) = {x}, VL((P )Q) = VL(P ) ∪VL(Q) et VL(λxP ) = VL(P ) \ {x}.On note Λ l'ensemble des lambda-termes.1.1.1 Alpha-
onversion. L'opération d'abstra
tion est liante, 
'est-à-dire quela variable x, dans λxP , est une variable muette. Autrement dit, on peut rempla
er
x par n'importe quelle autre variable, à 
ondition qu'elle ne soit pas libre dans
P . Cette transformation s'appelle alpha-
onversion, et nous la passerons sous si-len
e, bien qu'elle soit parfois indispensable, au 
ours de la beta-rédu
tion. Il y ades syntaxes alternatives qui évitent l'alpha-
onversion (notamment, les indi
es deDe Bruijn), mais elles sont généralement bien plus lourdes que la syntaxe originale ;elles sont très utiles par 
ontre pour les implémentations du lambda-
al
ul et deslangages fon
tionnels.1.1.2 Beta-rédu
tion. On note M [N/x] le terme M dans lequel toutes leso

urren
es libres de x ont été rempla
ées par le termeN . Il faut faire très attention :si on n'y prend pas garde, des variables qui étaient libres dans N pourraient devenirliées par des abstra
tions �gurant dans M .On peut éviter 
e problème en supposant qu'au
une des variables liées dans Mn'est libre dans N . Quitte à rempla
erM par un terme qui lui est alpha-équivalent,
'est une hypothèse qu'on peut toujours faire.Cette pré
aution étant prise, la substitution est dé�nie par ré
urren
e sur M :� x [N/x] = N et y [N/x] = y si y est une variable distin
te de x ;� ((P )Q) [N/x] = (P [N/x])Q [N/x] ;� (λy P ) [N/x] = λy (P [N/x]), et 
'est i
i qu'il faut faire attention : il ne faut pasque la variable y soit libre dans N . On peut toujours réaliser 
ette 
onditionpar alpha-
onversion de M = λy P . Il faut aussi supposer que x 6= y, 
e qui,en
ore une fois, est possible par alpha-
onversion de M .On dé�nit de façon similaire la substitution parallèle M [N1/x1, . . . , Nk/xk] (ave
les xi des variables deux à deux distin
tes) :7



8 CHAPITRE 1. LAMBDA-CALCUL PUR ET TYPÉ� x [N1/x1, . . . , Nk/xk] = Ni si x = xi et x [N1/x1, . . . , Nk/xk] = x si x /∈
{x1, . . . , xk} ;� ((P )Q) [N1/x1, . . . , Nk/xk] = (P [N1/x1, . . . , Nk/xk])Q [N1/x1, . . . , Nk/xk] ;� (λy P ) [N1/x1, . . . , Nk/xk] = λy (P [N1/x1, . . . , Nk/xk]), et 
'est en
ore i
iqu'il faut faire attention : il ne faut pas que la variable y soit libre dansl'un des Ni. On peut toujours réaliser 
ette 
ondition par alpha-
onversion de
M = λy P . Il faut aussi supposer que y /∈ {x1, . . . , xn}, 
e qui, en
ore une fois,est possible par alpha-
onversion de M .Observer que si x n'est libre dans au
un des Ni, on a

M [N1/x1, . . . , Nk/xk] [N/x] = M [N1/x1, . . . , Nk/xk, N/x] .Un beta-redex est un terme de la forme (λxM)N , et la beta rédu
tion 
onsisteà le transformer en M [N/x]. Mais 
ette opération peut être e�e
tuée n'importe oùdans un lambda-terme.On va dé�nir la relation de beta-rédu
tion dans toute sa généralité. C'est unerelation binaire entre les lambda-termes (une relation de réé
riture) que l'on note
β. Par ré
urren
e sur M , on dé�nit l'ensembles des termes N tels que M β N , parles 
lauses suivantes :� x β N n'est jamais vrai.� λxP β N si N = λxQ et P β Q.� (P1)P2 β N dans l'un des 
as suivants :� N = (Q1)P2 et P1 β Q1,� N = (P1)Q2 et P2 β Q2,� P1 = λxR et N = R [P2/x].On note don
 β∗ la 
l�ture ré�exive-transitive de 
ette relation. On rappelle lepremier théorème fondamental du lambda-
al
ul.Théorème 1.1.1 (Chur
h-Rosser) La relation β∗ est 
on�uente, 
'est-à-dire quesi M β∗ M1 et M β∗ M2, alors il existe N tel que M1 β

∗ N et M2 β
∗ N .Un termeM est normal s'il ne 
ontient au
un beta-redex. Il est normalisable s'ilexiste N normal tel que M β∗ N . Il est fortement normalisable s'il n'existe au
unesuite in�nie de lambda-termes M1,M2, . . . ave
 M = M1 et Mi β Mi+1 pour tout

i. Un terme fortement normalisable est normalisable, mais la ré
iproque est fausse.Un terme normalisable a une unique forme normale, à 
ause du théorème de Chur
h-Rosser.1.1.3 Le système F de Girard (à la Curry). Il s'agit d'un système detypage pour le lambda-
al
ul pur. Les types obéissent à la syntaxe suivante, unensemble in�ni dénombrable de variables de types étant donné, notées ζ, ξ, ave
 desindi
es, des primes et
. :� si ζ est une variable de type, 
'est un type ;� si A et B sont des types, alors A⇒ B est un type ;� si ζ est une variable de type et si A est un type, alors ∀ζ A est un type.La quanti�
ation universelle est une opération liante ; l'ensemble VL(A) des variablesde types d'un type A est dé�ni par VL(ζ) = {ζ}, VL(A ⇒ B) = VL(A) ∪ VL(B) et
VL(∀ζ A) = ∀(A) \ {ζ}.Un 
ontexte de typage est une suite �nie Γ = (x1 : A1, . . . , xn : An) où les xisont des variables deux à deux distin
tes, et les Ai sont des types. Quand on é
rit
Γ, x : A, 
ela suppose que x n'est pas dans le domaine {x1, . . . , xn} de Γ, et alors
ette notation désigne le 
ontexte Γ étendu en ajoutant x : A à Γ.



1.1. SYNTAXE 9Un jugement de typage est une expression de la forme Γ ⊢ M : A où Γ est un
ontexte de typage,M est un lambda-terme pur et A est un type. L'ensemble VL(Γ)est la réunion des VL(Ai), si Γ = (x1 : A1, . . . , xn : An).Les règles de typage sont les suivantes.
Γ, x : A ⊢ x : A

Γ ⊢M : A⇒ B Γ ⊢ N : A
Γ ⊢ (M)N : B

Γ, x : A ⊢M : B

Γ ⊢ λxM : A⇒ B

Γ ⊢M : ∀ζ A

Γ ⊢M : A [B/ζ]

Γ ⊢M : A à 
ondition que ζ /∈ VL(Γ)
Γ ⊢M : ∀ζ ALe résultat 
lassique suivant ne nous servira pas, mais doit être mentionné.Proposition 1.1.2 (rédu
tion du sujet) Si Γ ⊢ M : A et M β M ′, alors Γ ⊢

M ′ : A.1.1.4 Normalisation forte du système F . Le résultat suivant est dû à Gi-rard. Il n'admet au
une preuve �
ombinatoire� 
onnue (par là, on entendrait typ-iquement une preuve montrant qu'une 
ertaine mesure dé�nie sur les termes, àvaleur dans un ensemble ordonné bien fondé � typiquement un ordinal �, diminuestri
tement au 
ours de la rédu
tion). La seule preuve 
onnue est 
elle qu'on vadonner i
i, qui est 
elle de Girard (voir [GLT89℄), dans la présentation très élégantede Krivine [Kri90℄. C'est une première illustration de la très puissante méthode derédu
tibilité que nous ren
ontrerons plusieurs fois dans 
e 
ours.Théorème 1.1.3 Si Γ ⊢M : A, alors M est fortement normalisable.On va maintenant prouver 
e théorème fondamental, en utilisant la méthode derédu
tibilité, qu'on peut voir 
omme une méthode sémantique, 
ar elle 
onsiste àdé�nir une interprétation des types par des ensembles de termes.Soit N l'ensemble des termes fortement normalisables et N 0 l'ensemble destermes de la forme (x)N1 . . .Nn où les Ni sont dans N .Une partie X de Λ est saturée si
∀M,N,N1, . . . , Nn ∈ N (M [N/x])N1 . . . Nn ∈ X ⇒ (λxM)NN1 . . . Nn ∈ X .[NB: Bien noter l'hypothèse que tous les termes 
onsidérés sont dans N . ℄Lemme 1.1.4 L'ensemble N est saturé.Démonstration. Soient M,N,N1, . . . , Nn ∈ N , tels que (M [N/x])N1 . . .Nn ∈ N .Supposons P = (λxM )NN1 . . . Nn non fortement normalisable et soit P =
P1 β P2 β P3 . . . une suite in�nie de beta-rédu
tion à partir de P . Deux 
as sontpossibles :� Ou bien le redex le plus à gau
he n'est jamais réduit, et dans 
e 
as 
haque Piest de la forme Pi =

(
λxM i

)
N iN i

1 . . . N
i
n et, pour 
haque i, on aM i β M i+1,

N i β N i+1 ou N i
j β N

i+1
j pour un j ∈ {1, . . . , n}. Mais 
ela 
ontredit notrehypothèse que M,N,N1, . . . , Nn ∈ N .



10 CHAPITRE 1. LAMBDA-CALCUL PUR ET TYPÉ� Ou bien le redex le plus à gau
he est réduit à l'étape m de notre suite in�niede beta-rédu
tion, qui est don
 de la forme
P = P1 β∗ Pm = (λxM ′)N ′N ′

1 . . . N
′
n

β Pm+1 = (M ′ [N ′/x])N ′
1 . . . N

′
n β Pm+2 . . .où, dans les m − 1 premières étapes de rédu
tion, seuls les termes M , N ,

N1, . . . , Nn sont réduits. Mais alors, on a
(M [N/x])N1 . . . Nn β

∗ Pm+1 β Pm+2 . . .
e qui 
ontredit notre hypothèse que (M [N/x])N1 . . .Nn ∈ N .Exer
i
e 1.1.1 Enon
er et prouver la propriété de β∗ qu'on vient d'utiliser im-pli
itement.
2Soient X ,Y ⊆ Λ. On dé�nit

(X ⇒ Y) = {M ∈ Λ | ∀N ∈ X (M)N ∈ Y} . (1.1)Observer que si X ′ ⊆ X ⊆ Λ et Y ⊆ Y ′ ⊆ Λ, alors (X ⇒ Y) ⊆ (X ′ ⇒ Y ′)(l'impli
ation est 
roissante à droite et dé
roissante à gau
he).Lemme 1.1.5 Soit X ⊆ N et soit Y saturée. Alors X ⇒ Y est saturée.L'interse
tion d'une famille non vide de parties saturées est saturée.Exer
i
e∗ 1.1.2 Démontrer 
e lemme.Lemme 1.1.6 On a les in
lusions suivantes :
N 0 ⊆ (N ⇒ N 0) ⊆ (N 0 ⇒ N ) ⊆ N .Démonstration. La première in
lusion résulte de la dé�nition de N 0. La se
onderésulte du fait que N 0 ⊆ N et du fait que l'opération _ ⇒ _ est 
roissante à droiteet dé
roissante à gau
he. Pour la dernière in
lusion, soit M ∈ (N 0 ⇒ N ) ; soit xune variable. Comme x ∈ N 0, le terme (M)x est fortement normalisable, 
e quiimplique que M est fortement normalisable. 2Une valuation est une appli
ation I des variables de types vers les sous-ensemblesde Λ qui sont saturés, in
lus dans N et 
ontiennent N 0. Si I est une valuation, ζune variable de type et X une partie saturée de Λ telle que N 0 ⊆ X ⊆ N , on note

I(ζ 7→ X ) la valuation dé�nie par
I(ζ 7→ X )(ξ) =

{
I(ξ) si ξ 6= ζ

X si ξ = ζ.Par ré
urren
e sur le type A, on dé�nit [A]I ⊆ N saturé et 
ontenant N 0, pourtoute valuation I, de la façon suivante :� [ζ]I = I(ζ) qui est saturé et in
lus dans N 
ar I est une valuation.� [A⇒ B]I = [A]I ⇒ [B]I . Par hypothèse de ré
urren
e, N 0 ⊆ [A]I ⊆ N ,
N 0 ⊆ [B]I ⊆ N et don
 N 0 ⊆ [A⇒ B]I ⊆ N par le lemme 1.1.6. Toujourspar hypothèse de ré
urren
e, [A]I ⊆ N et [B]I est saturé, son
 [A⇒ B]I estsaturé par le lemme 1.1.5.



1.1. SYNTAXE 11� En�n, [∀ζ A]I est l'interse
tion de tous les ensembles [A]J (ζ 7→X ) où X est unepartie saturée de Λ telle que N 0 ⊆ X ⊆ N . Par hypothèse de ré
urren
e, ona que [A]I(ζ 7→X ) est saturé et véri�e N 0 ⊆ [A]I(ζ 7→X ) ⊆ N . Don
 [∀ζ A]I estsaturé (par le lemme 1.1.5) et 
ontient N 0. L'ensemble [∀ζ A]I est 
ontenudans N 
ar il existe au moins une partie X de Λ qui est saturée et véri�e
N 0 ⊆ X ⊆ N , à savoir N .Lemme 1.1.7 Si A est un type et si I et J sont des valuations qui 
oïn
ident surtoutes les variables libres de A, alors [A]I = [A]J .Exer
i
e 1.1.3 Rédiger la preuve.Lemme 1.1.8 Soient A et B deux types, soit ζ une variable de type et I unevaluation. On a

[A [B/ζ]]I = [A]I(ζ 7→[B]I) .Exer
i
e 1.1.4 Rédiger la preuve.On peut maintenant prouver le lemme prin
ipal, qui énon
e fondamentalementqu'un terme d'un type donné appartient à l'interprétation de 
e type. Pour desraisons te
hniques, l'énon
é est légèrement plus 
ompliqué (il faut tenir 
ompte du
ontexte).Lemme 1.1.9 (adéquation) Soient Γ = (x1 : A1, . . . , xn : An) un 
ontexte detypage, A un type et M un terme tel que Γ ⊢M : A. Soit I une valuation et soient
N1, . . . , Nn des termes tels que Ni ∈ [Ai]I pour i = 1, . . . , n. On a

M [N1/x1, . . . , Nn/xn] ∈ [A]I .Démonstration. La preuve est par ré
urren
e, non pas exa
tement sur M , mais surla dérivation de typage menant à Γ ⊢ M : A. Pour alléger les notations dans 
ettepreuve, si P est un terme, P ′ désignera le terme P [N1/x1, . . . , Nn/xn].Si la dernière règle est une règle de variable (et don
 la dérivation se réduità 
ette seule règle) et M = xi, alors M ′ = Ni et A = Ai. On a par hypothèse
Ni ∈ [Ai]I .On traite ensuite les règles d'élimination, qui sont les plus dire
tes.Si la dernière règle est une règle d'élimination de ⇒, alorsM est une appli
ation
M = (P )Q, et les prémisses de la règle sont de la forme Γ ⊢ P : B ⇒ A et Γ ⊢ Q : B.Par hypothèse de ré
urren
e, on a P ′ ∈ [B ⇒ A]I = [B]I ⇒ [A]I et Q′ ∈ [B]I , etdon
 M ′ = (P ′)Q′ ∈ [A]I par dé�nition de [B]I ⇒ [A]I .Si le dernière règle est une règle d'élimination du ∀, alors A = B [C/ζ] et laprémisse est Γ ⊢ M : ∀ζ B. Par hypothèse de ré
urren
e, on a M ′ ∈ [∀ζ B]I et on
on
lut 
ar

[∀ζ B]I ⊆ [A]I(ζ 7→[C]I) ,puisque [C]I est une partie saturée et 
omprise entre N 0 et N . Or [B]I(ζ 7→[C]I) =
[B [C/ζ]]I par le lemme 1.1.8 et on 
on
lut.On �nit ave
 les règles d'introdu
tion, en ménageant le suspens (mais à quoidon
 peut bien servir la 
ondition de saturation, qu'on n'a toujours pas utilisée ?).Si la dernière règle est une règle d'introdu
tion du ∀, alors A = ∀ζB et laprémisse est Γ ⊢ M : B, et de plus on sait que ζ n'est libre dans au
une desformules Ai. On doit montrer que M ′ ∈ [∀ζ B]I . Soit don
 X un ensemble saturétel que N 0 ⊆ X ⊆ N . Il faut montrer que M ′ ∈ [B]J , où J = I(ζ 7→ X ). Or onsait que, pour 
haque i ∈ {1, . . . , n}, on a Ni ∈ [Ai]I , et de plus on a [Ai]I = [Ai]Jpar le lemme 1.1.7. On 
on
lut en appliquant l'hypothèse de ré
urren
e.



12 CHAPITRE 1. LAMBDA-CALCUL PUR ET TYPÉSi la dernière règle est une règle d'introdu
tion de ⇒, alors A = B ⇒ C,
M = λxP et la prémisse est de la forme Γ, x : B ⊢ P : C. Il faut montrer que
λxP ′ ∈ [A⇒ B]I (on prend x n'apparaissant dans au
un des termes Ni, et on abien (λxP )′ = λxP ′). Soit don
 N ∈ [B]I , il s'agit de montrer que (λxP ′)N ∈
[C]I . Or, 
omme N ∈ [B]I , et 
omme P ′ [N/x] = P [M1/x1, . . . ,Mn/xn, N/x] (onsuppose que x ne �gure libre dans au
un desMi) on a, par hypothèse de ré
urren
e,que P ′ [N/x] ∈ [C]I . D'autre part, 
omme x ∈ N 0 ⊆ [B]I , on a, également parhypothèse de ré
urren
e, que P ′ = P ′ [x/x] ∈ [B]I ⊆ N . En�n, on a N ∈ [B]I ⊆ N .Don
, 
omme P ′ [N/x] ∈ [C]I et 
omme [C]I est saturé, on a (λxP ′)N ∈ [C]I .

2Voi
i maintenant la preuve du théorème 1.1.3.Démonstration. Supposons que x1 : A1, . . . , xn : An ⊢M : A et soit I une valuationquel
onque (il en existe, on peut toujours prendre I(ζ) = N pour tout ζ). Pour
haque i ∈ {1, . . . , n}, on a xi ∈ N 0 ⊆ [Ai]I . Don
, par le lemme d'adéquation, ona M = M [x1/x1, . . . , xn/xn] ∈ [A]I ⊆ N , don
 M est fortement normalisable. 2On verra un peu plus loin une autre appli
ation de la même te
hnique, dans un
adre de sémantique dénotationnelle, au lieu du typage.1.2 Sémantique dénotationnelle du lambda-
al
ulpurLa notion la plus générale de modèle dénotationnel du lambda-
al
ul pur est 
elled'objet ré�exif dans une 
atégorie 
artésienne fermée. On va dé�nir 
ette notion, eten donner un exemple, 
e qui sera l'o

asion de présenter les domaines de S
ott.1.2.1 Objet réflexif dans une CCC. Soit C une 
atégorie 
artésienne fer-mée. On adopte les notations suivantes :� ⊤ est l'objet terminal , et si X ∈ C, alors tX : X → ⊤ est l'unique élément de
C(X,⊤).� Le produit 
artésien de deux objets X1 et X2 est noté X1 & X2 (nota-tion pas très standard, mais 
orrespondant à la logique linéaire). Les deuxproje
tions sont notées π1 et π2. Si fi ∈ C(Y,Xi) pour i = 1, 2, on note
〈f1, f2〉 ∈ C(Y,X1 & X2) l'unique morphisme asso
ié (�pairing� de f1 et f2).On rappelle les 3 équations fondamentales qui expriment que C est 
artési-enne :

〈f1, f2〉 ◦ g = 〈f1 ◦ g, f2 ◦ g〉

πi ◦ 〈f1, f2〉 = fi

〈π1, π2〉 = IdX1&X2� L'objet des morphismes deX vers Y est notéX ⇒ Y . On note Ev : C((X ⇒ Y ) &
X,Y ) le morphisme d'évaluation, et si f ∈ C(Z & X,Y ), on note Λ(f) ∈
C(Z,X ⇒ Y ) le morphisme �
urry�é� asso
ié. On rappelle que la 
l�ture
artésienne est 
ara
térisée par les 3 équations suivantes, dans lesquelles g ∈
C(Z ′, Z) est un autre morphisme :

Λ(f) ◦ g = Λ(f ◦ 〈g ◦ π1, π2〉)Ev ◦ 〈Λ(f) ◦ π1, π2〉 = f

Λ(Ev) = IdX⇒YCette présentation équationnelle du produit 
artésien et de l'objet des mor-phismes est équivalente à la présentation par propriété universelle.



1.2. SÉMANTIQUE DÉNOTATIONNELLE DU LAMBDA-CALCUL PUR 13Un objet ré�exif dans C est un triplet (U, abs, app) où U est un objet de C et
abs : (U ⇒ U) → U et app : U → (U ⇒ U) qui satisfont app ◦ abs = IdU⇒U . Etantdonné un tel objet ré�exif, on peut dé�nir une sémantique pour tout lambda-termepur. On dit que (U, abs, app) est extensionnel si de plus abs ◦ app = IdU .Plus pré
isément, étant donné un lambda-terme pur M et une liste x1, . . . , xnde variables deux à deux distin
tes et 
ontenant toutes les variables libres de M ,on dé�nit un morphisme

[M ]x1,...,xn : Un → Uoù Un est le produit 
artésien U & · · · & U (n termes). Cette interprétation estdé�nie par ré
urren
e sur M :� si M est la variable xi, alors [M ]x1,...,xn = πi ;� si M = λxP , alors par hypothèse de ré
urren
e, [M ]x1,...,xn,x : Un & U → U ,et on pose [M ]x1,...,xn = abs ◦ Λ([P ]x1,...,xn,x) (bien sûr, on suppose x distin
tde tous les xi, 
e qui est possible par alpha-
onversion) ;� si M = (P )Q, alors par hypothèse de ré
urren
e, [P ]x1,...,xn : Un → U etdon
 app ◦ [P ]x1,...,xn : Un → (U ⇒ U), et on pose [M ]x1,...,xn = Ev ◦
〈app ◦ [P ]x1,...,xn , [Q]x1,...,xn〉.Pour démontrer que 
ette interprétation est invariante par beta-rédu
tion, il fautd'abord prouver un lemme de substitution.Lemme 1.2.1 (substitution) Soit P un lambda-terme et x, x1, . . . , xn une listede variables deux à deux distin
tes, 
ontenant toutes les variables libres de P . Soit

Q un lambda-terme, dont toutes les variables libres �gurent dans la liste x1, . . . , xn.Alors on a
[P [Q/x]]x1,...,xn = [P ]x,x1,...,xn ◦ 〈[Q]x1,...,xn , IdUn〉 .Exer
i
e 1.2.1 Rédiger la preuve, par ré
urren
e sur P .Proposition 1.2.2 Si M et N sont des lambda-termes beta-équivalents et dont lesvariables libres �gurent dans la liste de variables x1, . . . , xn (sans répétitions), alorson a [M ]x1,...,xn = [N ]x1,...,xn .Exer
i
e∗ 1.2.2 Démontrer 
ette proposition. Il su�ra de montrer que, si M β

N , alors [M ]x1,...,xn = [N ]x1,...,xn , pour toute liste de variables x1, . . . , xn sansrépétitions et 
ontenant toutes les variables libres de M (et don
 de N).
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Chapitre 2Sémantique de S
ott2.1 Domaines de S
ott.Cette se
tion n'est pas essentielle pour la suite ; elle est surtout là pour la 
ul-ture générale. Elle présente des notions plus générales que 
elles sur lesquelles nous
on
entrerons notre attention à partir de la se
tion 2.2. On trouvera plus de détailssur 
e sujet dans [AC98℄.Si X est un ensemble partiellement ordonné (la relation d'ordre sera toujoursnotée ≤), un sous-ensemble D de X est dit �ltrant s'il est �ltrant pour l'ordre de
X restreint à D.Si une partie C de X a un sup, 
e sup sera toujours noté ∨C. Le sup de deuxéléments x, y ∈ X , s'il existe, sera noté x ∨ y.Un 
po (ordre partiel 
omplet) est un ordre partiel dans lequel toutes les par-ties �ltrantes ont un sup. Autrement dit, toute famille �ltrante (xγ)γ∈Γ 
roissanted'éléments de X doit avoir un sup ∨γ∈G xγ ∈ X .Un élément x0 d'un 
po X est dit isolé (on dit souvent 
ompa
t mais 
e n'estpas une très bonne terminologie) si, pour toute partie �ltrante D de X , on a

x0 ≤
∨
D ⇒ ∃x ∈ D x0 ≤ x(la ré
iproque étant toujours vraie). L'intuition est qu'un élément isolé est ��ni�.Par exemple, si X = P(N), ordonné par l'in
lusion, les isolés de D sont les parties�nies de N.Lemme 2.1.1 Soit X un 
po et B ⊆ X un ensemble �ni d'éléments isolés de X.Si B a un sup, alors ∨B est isolé.Démonstration. Soient x1, . . . , xn les éléments de B. Soit D ⊆ X une partie �ltrantetelle que ∨B ≤

∨
D, 
'est-à-dire que pour tout i ∈ {1, . . . , n}, xi ≤

∨
D. Comme

xi est isolé et D est �ltrant, il existe yi ∈ D tel que xi ≤ yi. Comme D est �ltrant,il existe y ∈ D tel que yi ≤ y pour tout i. On a ∨B ≤ y. 2Un domaine de S
ott est un 
po X tel que1. toute partie bornée de X a un sup (en parti
ulier la partie vide a un sup, don

X a un élément minimal, qu'on note ⊥) ;2. l'ensemble des éléments isolés de X est dénombrable ;3. tout élément de x est le sup de l'ensemble de ses minorants isolés (on dit que
X est algébrique).La 
ondition 
orrespondant à la 
onjon
tion des deux dernières 
onditions est sou-vent appelée ω-algébri
ité. Observer que, par la 
ondition (1), et par le lemme 2.1.1,l'ensemble des minorants isolés d'un élément est �ltrant.15



16 CHAPITRE 2. SÉMANTIQUE DE SCOTTLemme 2.1.2 Soit X un domaine de S
ott et soient x, y ∈ X. On a x ≤ y si etseulement si, pour tout élément isolé x0 de X, si x0 ≤ x, alors x0 ≤ y.Exer
i
e 2.1.1 Prouver 
e lemme.Exer
i
e 2.1.2 Soit X l'ensemble des fon
tions partielles de N vers N, ordonnéespar l'in
lusion des graphes (autrement dit, f ≤ g si le domaine de f est 
ontenudans 
elui de g et f et g 
oïn
ident sur le domaine de f). Montrer que X est undomaine de S
ott.Soient X et Y deux ensembles partiellement ordonnés. Soit f : X → Y unefon
tion 
roissante. Si D ⊆ X est �ltrant dans X , alors f(X) est �ltrant dans Y .Supposons que X et Y sont des 
po. Alors f : X → Y est 
ontinue si� f est 
roissante (et don
 l'image par f de toute partie �ltrante de X est�ltrante dans Y )� et pour tout D ⊆ X �ltrant, on a f(
∨
D) =

∨
f(D).Observer que, dès que f est 
roissante, on a ∨ f(D) ≤ f(

∨
D). Don
, pour montrerqu'une fon
tion 
roissante f est 
ontinue, il su�t de montrer que, pour toute partie�ltrante D, on a f(

∨
D) ≤

∨
f(D).L'exer
i
e suivant est essentiel pour 
omprendre l'intuition derrière 
ette dé�ni-tion, dans le 
as des domaines de S
ott : une fon
tion est 
ontinue si, pour obtenirune information �nie sur le résultat, il su�t d'une information �nie sur l'argument.Exer
i
e∗ 2.1.3 Soient X et Y des domaines de S
ott et soit f : X → Y unefon
tion. Alors f est 
ontinue si et seulement si� f est 
roissante� et, pour tout x ∈ X et tout élément isolé y0 de Y , si y0 ≤ f(x), il existe unélément isolé x0 de X tel que x0 ≤ x et y0 ≤ f(x0).Exer
i
e 2.1.4 Soient X et Y des domaines de S
ott et soit f : X → Y unefon
tion 
roissante. Montrer que f est 
ontinue si et seulement si, pour toute suite
roissante (xn)n∈N d'éléments de X , on a f(

∨∞
n=0 xn) =

∨∞
n=0 f(xn). [ Indi
ation:utiliser le fait que X a un nombre au plus dénombrable d'élements isolés. ℄Soit O le domaine de S
ott O = {⊥ < ⊤}. Soit X un domaine de S
ott. On ditque U ⊆ X est un ouvert de S
ott si la �fon
tion 
ara
téristique� de U , de X vers

O, qui envoie x sur ⊤ si x ∈ U et sur ⊥ sinon, est 
ontinue. Autrement dit, U ⊆ Xest un ouvert de S
ott si les deux 
onditions suivantes sont véri�ées :� si x ∈ U et x ≤ y, alors y ∈ U ;� pour toute partie �ltrante D de X , si ∨D ∈ U , alors U ∩D 6= ∅.Exer
i
e 2.1.5 Soit X un domaine de S
ott. Montrer que les ouverts de S
ottdé�nissent une topologie sur X , et que 
ette topologie est séparée au sens T0 : si
x, y ∈ X sont distin
ts, alors il existe un ouvert U tel que x ∈ U et y /∈ U , ou unouvert U tel que y ∈ U et x /∈ U . C'est la notion la plus faible de séparation ontopologie.Exer
i
e 2.1.6 Soient X et Y des domaines de S
ott. Montrer qu'une fon
tion
f : X → Y est 
ontinue (au sens 
i-dessus) si et seulement si f est 
ontinue au sensde la topologie de S
ott qu'on vient de dé�nir sur X et sur Y .



2.1. DOMAINES DE SCOTT. 172.1.1 La 
atégorie des domaines de S
ott. Soit Scott la 
atégorie dontles objets sont les domaines de S
ott et les morphismes sont les fon
tions 
ontinues(il est 
lair que l'identité est 
ontinue et que la 
omposée de deux fon
tions 
ontinueset 
ontinue, don
 il s'agit bien d'une 
atégorie).Proposition 2.1.3 La 
atégorie Scott est 
artésienne.Démonstration. L'objet terminal est {⊥}. Le produit 
artésien de deux domainesde S
ott X1 et X2 est l'ensemble X1 ×X2, ave
 l'ordre produit ((x1, x2) ≤ (y1, y2)si x1 ≤ y1 et x2 ≤ y2). On notera aussi 
e produit X1 & X2. Les proje
tions sontdé�nies de façon standard.Exer
i
e 2.1.7 Véri�er que X1 & X2 est bien un domaine de S
ott. Il faudravéri�er en parti
ulier que (x, y) est isolé si et seulement si x et y le sont.
2La remarque suivante nous sera utile dans la suite.Lemme 2.1.4 Soient X, Y et Z des domaines de S
ott et soit f : X & Y → Zune fon
tion 
roissante. Alors f est 
ontinue si et seulement si, pour toutes D ⊆ Xet E ⊆ Y �ltrantes, on a

f(
∨
D,
∨
E) =

∨
f(D × E) .Démonstration. On suppose d'abord f 
ontinue est on prend D et E 
omme dansl'énon
é du lemme. Alors D × E est une partie �ltrante de X & Y , dont le sup est
lairement (

∨
D,
∨
E). Don
 on a bien l'égalité voulue.Pour la ré
iproque, soit F ⊆ X & Y une partie �ltrante. Soit D = π1(F ) et

E = π2(F ), 
e sont des parties �ltrantes de X et Y respe
tivement. On a ∨F =
(
∨
D,
∨
E), 
ar les proje
tions sont 
ontinues. On doit montrer que f(

∨
F ) ≤∨

f(F ). Or, par hypothèse,
f(
∨
F ) = f(

∨
D,
∨
E) =

∨
f(D × E)et il s'agit don
 de véri�er que ∨ f(D × E) ≤ f(F ). Pour 
ela, il su�t de montrerque tout élément de D × E est majoré par un élément de F dans X & Y . Si

(x, y) ∈ D × E, on peut trouver x′ ∈ X et y′ ∈ Y tels que (x, y′), (x′, y) ∈ F , et
omme F est �ltrant, on peut trouver (x′′, y′′) ∈ F tel que (x′′, y′′) ≥ (x, y′), (x′, y),et don
 (x′′, y′′) ≥ (x, y). 2Exer
i
e 2.1.8 Déduire de 
e lemme qu'une fon
tion f : X & Y → Z est 
ontinuesi et seulement si elle est séparément 
ontinue (i.e. pour 
haque x ∈ X , la fon
tion
y 7→ f(x, y) et 
ontinue, et pour tout y ∈ Y , la fon
tion x 7→ f(x, y) est 
ontinue).Cette propriété est-elle vraie des fon
tions R × R → R ?Théorème 2.1.5 La 
atégorie Scott est 
artésienne fermée.Démonstration. Soient X et Y des domaines de S
ott. Soit X ⇒ Y l'ensemble desfon
tions 
ontinues deX vers Y , muni de la relation d'ordre dite ordre extensionnel :

f ≤ g si ∀x ∈ X f(x) ≤ g(x) .On va véri�er que X ⇒ Y , ave
 
ette relation d'ordre, est un domaine de S
ott.Soit D ⊆ X ⇒ Y un ensemble �ltrant. Pour tout x ∈ X , l'ensemble {f(x) |
f ∈ D} ⊆ Y est �ltrant. Soit h : X → Y dé�nie par h(x) =

∨
f∈D f(x). Alors h
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roissante (le véri�er). Soit D une partie �ltrante de X . On doit montrer que
h(
∨
D) ≤

∨
x∈D h(x).Comme 
haque f ∈ D est 
ontinue, on a

h(
∨
D) =

∨

f∈D

∨

x∈D

f(x) .Il su�t don
 de voir que, pour tout f ∈ D, on a ∨x∈D f(x) ≤
∨

x∈D h(x), 
e quiest 
lair 
ar ∀x ∈ X f(x) ≤ h(x). Par suite, h est 
ontinue. D'autre part, soit
g ∈ X ⇒ Y tel que g ≥ f pour tout f ∈ D. Soit x ∈ X . On a g(x) ≥ f(x) pour tout
f ∈ D, et don
 g(x) ≥ h(x). Don
 g ≥ h. Par suite h est le sup de D dans X ⇒ Y .Don
 X ⇒ Y est un 
po.Exer
i
e 2.1.9 Montrer que X ⇒ Y est borné-
omplet (toute partie bornée a unsup) et que le sup d'une partie bornée B de X ⇒ Y est donné par

(
∨

B)(x) =
∨

f∈B

f(x) .Le raisonnement est similaire à 
elui qu'on vient de faire.Soient x0 ∈ X et y0 ∈ Y isolés. Soit [x0, y0] la fon
tion de seuil [x0, y0] : X → Ydé�nie par
[x0, y0](x) =

{
y0 si x ≥ x0

⊥ sinon.Comme x0 est isolé, 
ette fon
tion est 
ontinue. Soit f ∈ X ⇒ Y . On a
[x0, y0] ≤ f ⇔ y0 ≤ f(x0) .Soit D ⊆ X ⇒ Y un ensemble �ltrant, et supposons que [x0, y0] ≤

∨
D. Cela signi�eque

y0 ≤
∨

f∈D

f(x0)et don
, 
omme y0 est isolé, il existe f ∈ D tel que y0 ≤ f(x0), 
'est-à-dire [x0, y0] ≤
f . Don
 les fon
tions de seuil sont isolées dans X ⇒ Y .Si f ∈ X ⇒ Y , soit s(f) l'ensemble des fon
tions de seuil majorées par f ,autrement dit

s(f) = {[x0, y0] | x0 ∈ i(X), y0 ∈ i(Y ) et y0 ≤ f(x0)} ,où i(X) est l'ensemble des éléments isolés de X .On montre que f =
∨
s(f) (
e sup existe, puisque X ⇒ Y est borné-
omplet).Il su�t de montrer que f ≤
∨
s(f), l'autre inégalité étant évidente. Soit x ∈ X , onmontre que f(x) ≤

∨
f0∈s(f) f0(x). Soit y1 un élément isolé de Y ; par le lemme 2.1.2,il su�t de montrer que, si y1 ≤ f(x), alors y1 ≤

∨
f0∈s(f) f0(x). On suppose don
que y1 ≤ f(x). Comme f est 
ontinue, il existe x1, isolé dans X , tel que x1 ≤ xet y1 ≤ f(x1). Don
 f1 = [x1, y1] ∈ s(f) et 
omme f1(x) = y1, on en déduit que

y1 ≤
∨

f0∈s(f) f0(x).Soit alors f ∈ X ⇒ Y et soit B l'ensemble des minorants de f qui sont isolésdans X ⇒ Y . On a bien sûr ∨B ≤ f . Mais s(f) ⊆ B (toute fon
tion de seuil estisolée) et on vient de voir que ∨ s(f) = f , don
 ∨B = f . On a ainsi montré que
X ⇒ Y est algébrique. Pour 
on
lure que 
'est un domaine de S
ott, il su�t demontrer qu'il n'a qu'un nombre dénombrable d'éléments isolés.



2.2. TREILLIS COMPLETS PREMIER-ALGÉBRIQUES 19Soit don
 f0 ∈ X ⇒ Y isolé. Pour toute partie �nie B de s(f), ∨B est unélément isolé de X ⇒ Y qui est majoré par f0. De plus, si B,B′ ∈ Pfin(s(f)), on a
B ⊆ B′ ⇒

∨
B ≤

∨
B′. Don
 l'ensemble

D = {
∨

B | B ∈ Pfin(s(f0))}est une partie �ltrante de X ⇒ Y , bornée par f0 et 
ontenant s(f), 
es deuxdernières propriétés impliquant que f0 =
∨
D. Don
 
omme f0 est isolé, il existeune partie �nie B de s(f0) telle que f0 =

∨
B.On a ainsi montré que tout élément isolé de X ⇒ Y est le sup d'une famille �niede fon
tions de seuil. Or, 
ommeX et Y sont ω-algébriques, l'ensemble des fon
tionsde seuil est au plus dénombrable, et par 
onséquent, l'ensemble des fon
tions isoléesest au plus dénombrable (l'ensemble des parties �nies d'un ensemble dénombrableest dénombrable).Soit Ev : (X ⇒ Y ) & X → Y dé�nie par Ev(f, x) = f(x). Cette fon
tion est
lairement 
roissante. Pour montrer qu'elle est 
ontinue, on applique le lemme 2.1.4.Soient D ⊆ X ⇒ Y et D ⊆ X �ltrantes. On a

(
∨

D)(
∨
D) =

∨

f∈D

f(
∨
D)

=
∨

f∈D

∨

x∈D

f(x)

=
∨Ev(D×D)et on 
on
lut.Soient X , Y et Z des domaines de S
ott et soit f : Z & X → Y une fon
tion
ontinue. Pour 
haque z ∈ Z, la fon
tion fz : X → Y dé�nie par fz(x) = f(z, x)est 
ontinue, et on dé�nit Λ(f) : Z → (X ⇒ Y ) par Λ(f)(z) = fz.Exer
i
e 2.1.10 Véri�er que Λ(f) est 
ontinue. Véri�er que les trois équations de
l�ture 
artésienne sont satisfaites.On a ainsi prouvé que Scott est une 
atégorie 
artésienne fermée. 22.2 Treillis 
omplets premier-algébriquesOn va travailler ave
 des domaines de S
ott très parti
uliers, qui sont les treillis
omplets premier-algébriques. Ils ont d'ex
ellentes propriétés de symétrie (un peu
omme les espa
es de 
ohéren
e), que les domaines de S
ott généraux ne possèdentpas.Un treillis 
omplet est un ensemble partiellement ordonné dont tout sous-ensemblea un sup. Soit E un treillis 
omplet. Si A ⊆ E, on note ∨A le sup de A dans E.On note ⊥E le plus petit élément de E (qui existe, 
'est ∨ ∅) et ⊤E le plus grand,qui est ∨E.Un élément p de E est premier si, pour tout A ⊆ E, si p ≤

∨
A, alors il existe

x ∈ A tel que p ≤ x. On dit que E est premier-algébrique si tout élément de Eest le sup de ses minorants premiers. On dénote par PrE l'ensemble des éléméntspremiers de E, 
onsidéré 
omme ordre partiel (ave
 la restri
tion de l'ordre de E).2.2.1 Représentation des treillis 
omplets premier-algébriques. Soit
S un ensemble préordonné (on note ≤ la relation de préordre). On rappelle qu'unerelation de préordre est une relation ré�exive et transitive. La relation sur S dé�nie



20 CHAPITRE 2. SÉMANTIQUE DE SCOTTpar a ∼ b si a ≤ b et b ≤ a est alors une relation d'équivalen
e, sur les 
lassesd'équivalen
e de laquelle ≤ induit une relation d'ordre.On note I(S) l'ensemble des segments initiaux de S, 
'est-à-dire, des sous-ensembles u de S tels que ∀a ∈ u, ∀b ∈ S b ≤ a⇒ b ∈ u. Noter que si a ∈ u ∈ I(S)et si b ∼ a (∼ étant la relation d'équivalen
e dé�nie 
i-dessus), alors b ∈ u : leséléments de I(S) sont 
los pour la relation d'équivalen
e asso
iée au préordre de S.Muni de l'in
lusion 
omme relation d'ordre, I(S) est un treillis 
omplet : uneréunion quel
onque d'éléments de I(S) est un élément de I(S). Si u ⊆ S, on note
↓ u le plus petit élément de I(S) 
ontenant u, on a don


↓u = {b ∈ S | ∃a ∈ u b ≤ a} .Si a ∈ E, on note ↓ a = ↓ {a}.Lemme 2.2.1 (I(S),⊆) est un treillis 
omplet premier-algébrique dont les élé-ments premiers sont les ↓ a, pour a ∈ S.Exer
i
e∗ 2.2.1 Prouver 
e lemme.Proposition 2.2.2 Soit E un treillis 
omplet premier-algébrique. La fon
tion ϕqui envoie x ∈ E sur {p ∈ PrE | p ≤ x} est un isomorphisme entre E et I(PrE).Démonstration. Il su�t de montrer que ϕ est une bije
tion 
roissante dont la ré-
ipoque est aussi 
roissante. La fon
tion ϕ est 
roissante 
ar si p ≤ x ≤ y, alors
p ≤ y et don
 ϕ(x) ⊆ ϕ(y).Soit ψ : I(PrE) → E dé�nie par ψ(u) =

∨
u. Si x ∈ E, alors ψ(ϕ(x)) =

∨
{p ∈

PrE | p ≤ x} = x 
ar E est premier-algébrique. Soit u ∈ I(PrE). Si p ∈ u, ona p ≤
∨
u = ψ(u), don
 p ∈ ϕ(ψ(u)), et don
 u ⊆ ϕ(ψ(u)). Ré
iproquement, soit

p ∈ PrE tel que p ∈ ϕ(ψ(u)), 
'est-à-dire p ≤
∨
u. Comme p est premier, il existe

q ∈ u tel que p ≤ q, et 
omme u ∈ I(PrE) (u est un segment initial), on a p ∈ u.Don
 ψ est l'inverse de ϕ, 
e qui montre que ϕ est une bije
tion, et 
omme ψ est
lairement 
roissante, ϕ est un isomorphisme d'ordres partiels entre E et I(PrE).
2Don
 tout treillis 
omplet premier-algébrique E est de la forme I(S), pour unpréordre S. La proposition 
i-dessus montre qu'on peut prendre pour S un ordrepartiel (l'ordre induit sur les premiers de E). Mais la 
onstru
tion des exponen-tielles qu'on va voir en se
tion 2.6 montre qu'il est plus 
ommode de 
onsidérer despréordres quel
onques.2.2.2 Morphismes linéaires. Soient E et F deux treillis 
omplets. Une fon
-tion f : E → F est linéaire si, pour toute partie A de E, on a f(

∨
A) =

∨
f(A)(où, 
omme d'habitude, f(A) est l'image dire
te de A par f , 
'est-à-dire l'ensemble

{f(x) | x ∈ A}). Il est 
lair que la 
omposée de deux fon
tions linéaires est linéaireet que l'identité est une fon
tion linéaire, don
 les treillis 
omplets et les fon
tionslinéaires forment une 
atégorie.Remarquer que si f : E → F est linéaire, alors f(⊥E) = ⊥F , mais par 
ontre onn'a pas for
ément f(⊤E) = ⊤F . Remarquer aussi que f est 
roissante, 
ar si x ≤ ydans E, on a y = x ∨ y et don
 f(y) = f(x ∨ y) = f(x) ∨ f(y).2.3 La 
atégorie PoLC'est la 
atégorie dont les objets sont les ensembles préordonnés, et les mor-phismes sont les fon
tions linéaires entre treillis 
omplets asso
iés. Plus pré
isé-ment, un objet de PoL est un ensemble préordonné S au plus dénombrable et unmorphisme f ∈ PoL(S, T ) est une fon
tion linéaire I(S) → I(T ).



2.3. LA CATÉGORIE POL 21Si S et T sont des préordres, Sop désigne le préordre opposé (autrement dit,
a ≤Sop a′ si a′ ≤S a) et S × T désigne le préordre produit, dont le support est leproduit 
artésien des supports de S et de T , ave
 (a, b) ≤S×T (a′, b′) si a ≤S a′ et
b ≤T b′.2.3.1 Tra
e linéaire asso
iée à une fon
tion linéaire. Soient S et Tdes péordres et soit f ∈ PoL(S, T ). On dé�nit la tra
e linéaire de f

tr(f) = {(a, b) ∈ S × T | a ∈ f(↓ a)} .On véri�e que tr(f) ∈ I(Sop × T ). Soit (a, b) ∈ tr(f) et soit (a′, b′) ∈ S × T telque (a′, b′) ≤Sop×T (a, b), 
'est-à-dire a ≤ a′ et b′ ≤ b. On a ↓ a ⊆ ↓ a′ don

f(↓ a) ⊆ f(↓ a′) et par suite b ∈ f(↓ a′), don
 (a′, b′) ∈ tr(f) puisque f(↓ a′) est unsegment initial.On a en parti
ulier tr(IdS) = {(a, a′) ∈ S | a′ ≤ a}.Lemme 2.3.1 Soient f ∈ PoL(S, T ) et g ∈ PoL(T, U). On a tr(g ◦ f) = tr(g) ·
tr(f).Démonstration. Soit (a, c) ∈ tr(g ◦ f), 
'est-à-dire c ∈ g(y) où y = f(↓ a). Comme
g est linéaire et 
omme g(y) =

⋃
b∈y g(↓ b), il existe b ∈ y tel que c ∈ g(↓ b), 
'est-à-dire (b, c) ∈ tr(g). Comme b ∈ f(↓ a), on a (a, b) ∈ tr(f). Don
 (a, c) ∈ tr(g) · tr(f).Ré
iproquement, soit (a, c) ∈ tr(g) · tr(f). Soit b ∈ T tel que (a, b) ∈ tr(f) et (b, c) ∈

tr(g). On a b ∈ f(↓ a), don
 ↓ b ⊆ f(↓ a) et don
 g(↓ b) ⊆ g(f(↓ a)) par 
roissan
ede g. Or c ∈ g(↓ b), 
e qui montre que c ∈ g(f(↓ a)), 
'est-à-dire c ∈ tr(g ◦ f). 22.3.2 Fon
tion linéaire asso
iée à une relation. Soit t ∈ I(Sop × T ).On dé�nit la fon
tion
fun(t) : I(S) → P(T )

x 7→ {b | ∃a ∈ x (a, b) ∈ t} .Soit b ∈ fun(t)(x) et soit b′ ∈ T tel que b′ ≤ b. Soit x ∈ S tel que (a, b) ∈ t.On a (a, b′) ≤Sop×T (a, b), don
 (a, b′) ∈ t. Par suite b′ ∈ fun(t)(x), et don
 fun(t)prend ses valeurs dans I(T ). De plus, 
ette fon
tion est linéaire, 
ar si A ⊆ I(S)et si b ∈ T , on a b ∈ fun(t)(
⋃
A) ss'il existe a ∈

⋃
A tel que (a, b) ∈ t, 
e qui estéquivalent à dire qu'il existe u ∈ A tel que a ∈ u et (a, b) ∈ t, et 
ette dernièrepropriété est équivalente à dire que b ∈ ⋃{fun(t)(u) | u ∈ A}.2.3.3 Un isomorphisme d'ordre. Don
 fun(t) ∈ PoL(S, T ). On 
onsidère

PoL(S, T ) 
omme un ensemble partiellement ordonné, par l'ordre pon
tuel (ditparfois aussi ordre extensionnel) : f ≤ g si ∀x ∈ I(S) f(x) ⊆ g(x).Proposition 2.3.2 Les fon
tions tr et fun sont inverses l'une de l'autre et dé�nis-sent un isomorphisme d'ordre entre PoL(S, T ) et I(Sop × T ).Démonstration. Soit f ∈ PoL(S, T ). On montre que fun(tr(f)) = f . Soit don

x ∈ I(S). Soit b ∈ f(x). Comme x =

⋃
a∈x ↓ a et 
omme f est linéaire, on a f(x) =⋃

a∈x f(↓ a). Don
, il existe a ∈ x tel que b ∈ f(↓ a), 
'est-à-dire (a, b) ∈ tr(f). Parsuite b ∈ fun(tr(f))(x). Ré
iproquement, soit b ∈ fun(tr(f))(x). Soit don
 a ∈ x telque (a, b) ∈ tr(f). Cela signi�e que b ∈ f(↓ a), et 
omme ↓ a ⊆ x et 
omme f est
roissante, on a b ∈ f(x).Soit maintenant t ∈ I(Sop × T ), montrons que tr(fun(t)) = t. Soit don
 (a, b) ∈
S × T . Supposons que (a, b) ∈ t et montrons que (a, b) ∈ tr(fun(t)). Comme a ∈
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↓ a, on a b ∈ fun(t)(↓ a) et don
 (a, b) ∈ tr(fun(t))(x). Ré
iproquement, supposons
(a, b) ∈ tr(fun(t)). Cela signi�e que b ∈ fun(t)(↓ a), 
'est-à-dire qu'il existe a′ ∈ ↓ atel que (a′, b) ∈ t. On a a′ ≤ a et don
 (a, b) ≤Sop×T (a′, b) et 
omme t ∈ I(Sop × T ),on a (a, b) ∈ t.Les fon
tions fun et tr sont don
 inverses l'une de l'autre. Montrons que fun est
roissante. Soient don
 s, t ∈ I(Sop × T ) tels que s ⊆ t, on montre que fun(s) ≤
fun(t). Soit don
 x ∈ I(S) et soit b ∈ fun(s)(x). Cela signi�e qu'il existe a ∈ x telque (a, b) ∈ s tel que a ∈ x. Comme s ⊆ t, on a (a, b) ∈ t et par suite b ∈ fun(t)(x),
e qui montre que fun(s) ≤ fun(t). Ré
iproquement, soient f, g ∈ PoL(S, T ) tels que
f ≤ g et montrons que tr(f) ⊆ tr(g). Soit (a, b) ∈ tr(f). Cela signi�e que b ∈ f(↓ a).Comme f ≤ g, on a f(↓ a) ⊆ g(↓ a) et don
 b ∈ g(↓ a), 
'est-à-dire que (a, b) ∈ tr(g).Don
 tr(f) ⊆ tr(g).On a montré que fun et tr dé�nissent un isomorphisme entre ensembles partielle-ment ordonnés. 2Il dé
oule de 
e qui pré
ède que PoL(S, T ) est un treillis 
omplet.Exer
i
e∗ 2.3.1 Montrer que, si F ⊆ PoL(S, T ), alors f =

∨
F est donné par

f(x) =
⋃

f∈F f(x).Remarque 2.3.3 On peut don
, au 
hoix, 
onsidérer un morphisme de S vers
T dans PoL soit 
omme une fon
tion linéaire de I(S) vers I(T ), soit 
omme unélément de I(Sop × T ). On passera d'un point de vue à l'autre selon le 
ontexte.On pose S ⊸ T = Sop × T .2.3.4 Isomorphismes forts. Par dé�nition, un isomorphisme de S vers T estune fon
tion linéaire f : I(S) → I(T ) qui est bije
tive, 
roissante, et dont laré
iproque est aussi 
roissante. Deux ensembles préordonnés peuvent être isomor-phes tout en étant très di�érents. Par exemple, si S a un seul élément, et si T = N(l'ensemble des entiers naturels), ave
 le préordre tel que n ≤ m pour tous n,m ∈ N,alors I(S) et I(T ) sont isomorphes (et isomorphes à l'ordre partiel {⊥,⊤} ave

⊥ < ⊤). Toutefois, dans la suite, on aura a�aire à des isomorphismes beau
oupplus restri
tifs.On appelle isomorphisme fort de S vers T une appli
ation θ : S → T qui est unebije
tion telle que, pour tous a, a′ ∈ S, on ait a ≤ a′ si et seulement si θ(a) ≤ θ(a′).Autrement dit, un isomorphisme fort est un isomorphisme de préordres. On é
rit
S ≃ T s'il existe un isomorphisme fort de S vers T .Un tel isomorphisme fort θ : S → T induit un isomorphisme de S vers T dans la
atégoriePoL, à savoir la fon
tion θ̂ : I(S) → I(T ) dé�ne par θ̂(x) = {θ(a) | a ∈ S}.Exer
i
e∗ 2.3.2 Véri�er que, si θ : S → T est un isomorphisme fort, alors θ̂est bien à valeur dans I(T ), que 
'est un isomorphisme d'ordres partiels et que
θ̂−1 = θ̂−1. Véri�er également que tr(θ̂) = ↓Sop×T Gr(θ) (où Gr(θ) ⊆ S × T est legraphe de la fon
tion θ), 
'est-à-dire, tr(θ̂) = {(a, b) ∈ S × T | b ≤ θ(a)}.2.4 Stru
ture monoïdaleA partir de maintenant, nous verrons les morphismes de S vers T 
omme leséléments de I(S ⊸ T ). Pour éviter les 
onfusions, nous noterons PoLR la 
atégoriedont les objets sont les préordres partiels et telle que PoLR(S, T ) = I(S ⊸ T ),l'identité IdS sur S étant donné par IdS = {(a, a′) ∈ S ⊸ S | a′ ≤ a} et la
omposition étant dé�nie de façon relationnelle : si s ∈ I(S ⊸ T ) et t ∈ I(T ⊸ U),
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omposition de s et t est
t · s = {(a, c) ∈ S ⊸ U | ∃b ∈ T (a, b) ∈ s et (b, c) ∈ t} .Si s ∈ PoLR(S, T ) et x ∈ I(S), l'appli
ation de s (vue 
omme fon
tion linéaire)à x est notée s · x. On a don


s · x = fun(s)(x) = {b ∈ T | ∃a ∈ S (a, b) ∈ S} .Exer
i
e 2.4.1 Véri�er dire
tement que Id ainsi dé�ni est bien l'élément neutre dela 
omposition, à gau
he et à droite. Véri�er aussi que (t · s) · x = t · (s · x).On a montré à la se
tion 2.3 que les 
atégories PoL et PoLR sont isomorphes.2.4.1 Le fon
teur produit tensoriel. On note 1 le préordre qui n'a qu'unélément (que l'on notera ∗). Si S1 et S2 sont des préordres, on dé�nit S1 ⊗ S2 =
S1 × S2, muni du préordre produit. Si xi ∈ I(Si), on pose x1 ⊗ x2 = x1 × x2, et ilest 
lair que x1 ⊗ x2 ∈ S1 ⊗ S2.Soient si ∈ PoL(Si, Ti) pour i = 1, 2. On dé�nit
s1 ⊗ s2 = {((a1, a2), (b1, b2)) | (ai, bi) ∈ si pour i = 1, 2} ⊆ (S1 ⊗ S2) ⊸ (T1 ⊗ T2) .Exer
i
e∗ 2.4.2 Montrer que s1 ⊗ s2 ∈ PoLR(S1 ⊗ S2, T1 ⊗ T2).Proposition 2.4.1 Soient si ∈ PoLR(Si, Ti) et ti ∈ PoLR(Ti, Ui) pour i = 1, 2.On a

(t1 ⊗ t2) · (s1 ⊗ s2) = (t1 · s1) ⊗ (t2 · s2) .On a aussi IdS1
⊗ IdS2

= IdS1⊗S2
. Si xi ∈ I(Si) (pour i = 1, 2), on a (s1 ⊗ s2) ·

(x1 ⊗ x2) = (s1 · x1) ⊗ (s2 · x2).Démonstration. On montre la dernière équation, les deux autres sont laissées aule
teur. Soit (b1, b2) ∈ (s1 ⊗ s2) · (x1 ⊗ x2). Il existe (a1, a2) ∈ x1 ⊗ x2 tel que
((a1, a2), (b1, b2)) ∈ s1 ⊗ s2. Cela signi�e que ai ∈ xi et (ai, bi) ∈ si pour i = 1, 2.On a don
 bi ∈ si · xi pour i = 1, 2, et don
 (b1, b2) ∈ (s1 · x1) ⊗ (s2 · x2).Ré
iproquement, si (b1, b2) ∈ (s1 · x1)⊗(s2 · x2), il existe ai ∈ xi tel que (ai, bi) ∈
si pour i = 1, 2. On a (a1, a2) ∈ x1 ⊗ x2 et ((a1, a2), (b1, b2)) ∈ s1 ⊗ s2. Don

(b1, b2) ∈ (s1 ⊗ s2) · (x1 ⊗ x2). 2Don
 ⊗ est un fon
teur PoLR

2 → PoLR. On dé�nit fa
ilement des isomor-phismes forts νG : 1⊗S → S, νD : S⊗1 → S, α : (S1 ⊗ S2)⊗S3 → S1⊗(S2 ⊗ S3) et
σ : S1⊗S2 → S2 ⊗S1, et on véri�e fa
ilement que 
es isomorphismes forts satisfontles 
ommutations de diagrammes voulues pour faire de (PoLR,⊗, 1, νG, νD, α, σ)une 
atégorie monoïdale symétrique.Comme tout fon
teur, ⊗ envoie les isomorphismes sur des isomorphismes. On amieux.Lemme 2.4.2 Si S ≃ S′ et T ≃ T ′, alors S ⊗ T ≃ S′ ⊗ T ′.La véri�
ation est immédiate. En toute rigueur, si η : S → S′ et θ : T → T ′ sont desisomorphismes fort, il faut véri�er que l'isomorphisme fort S⊗T → S′⊗T ′ asso
iés(notons-le η ⊗ θ) véri�e η̂ ⊗ θ = η̂ ⊗ θ̂. Là aussi, la véri�
ation est immédiate.



24 CHAPITRE 2. SÉMANTIQUE DE SCOTT2.4.2 Propriété universelle du produit tensoriel. Soit S, T et U despréordres. Une fon
tion f : I(S) × I(T ) → I(U) est dite bilinéaire si elle est
roissante et véri�e
∀A ⊆ I(X)∀y ∈ I(Y ) f(

⋃
A, y) =

⋃

x∈A

f(x, y)et
∀x ∈ I(X)∀B ⊆ I(Y ) f(x,

⋃
B) =

⋃

y∈B

f(x, y) .Comme d'habitude, à 
ause de la 
roissan
e de f , 
es égalités sont équivalentes àdes in
lusions, à savoir f(
⋃
A, y) ⊆

⋃
x∈A f(x, y) et f(x,

⋃
B) ⊆

⋃
y∈B f(x, y).Soit τ : I(S)×I(T ) → I(S ⊗ T ) la fon
tion dé�nie par τ(x, y) = x× y = x⊗ y.Lemme 2.4.3 La fon
tion τ est bilinéaire.Démonstration. On a (a, b) ∈ (

⋃
A) × y si et seulement s'il existe x ∈ A tel que

(a, b) ∈ x× y. 2On peut maintenant exprimer la propriété universelle du produit tensoriel.Proposition 2.4.4 Soit f : I(S) × I(T ) → I(U) une fon
tion bilinéaire. Il existeune et une seule fon
tion linéaire g : I(S ⊗ T ) → I(U) telle que f = g ◦ τ .Démonstration. On dé�nit une notion de tra
e pour une fon
tion bilinéaire :
trb(f) = {((a, b), c) ∈ (S × T ) × U | c ∈ f(↓

S

a, ↓
T

b)} .Par 
roissan
e de f , on a trb(f) ∈ (Sop × T op) × U = (S ⊗ T ) ⊸ U . Soit g =
fun(trb(f)) : I(S ⊗ T ) → I(U), 
'est une fon
tion linéaire.Pour toute fon
tion bilinéaire h : I(S) × I(T ) → I(U), on a

h(x, y) =
⋃

(a,b)∈x×y

h(↓
S

a, ↓
T

b)
ar x =
⋃

a∈x ↓S a et y =
⋃

b∈y ↓T b pour tous x ∈ I(S) et y ∈ I(T ). Don
 lefon
tion h est 
onnue dès qu'on 
onnaît ses valeurs sur les éléments (↓S a, ↓T b) de
I(S) × I(T ).Or g ◦ τ est bilinéaire 
ar g est linéaire. On a

(g ◦ τ)(↓
S

a, ↓
T

b) = g(↓
S

a× ↓
T

b)

= g( ↓
S⊗T

(a, b))

= {c | ∃(a′, b′) ≤S×T (a, b) ((a′, b′), c) ∈ trb(f)}

= {c | ∃(a′, b′) ≤ (a, b) c ∈ f(↓
S

a′, ↓
T

b′)}

= f(↓
S

a, ↓
T

b)don
 g ◦ τ = f . Il reste à voir que g est 
ara
térisée de façon unique par 
ettepropriété. Or g est linéaire sur S ⊗ T et est don
 
ara
térisée par sa valeur sur les
↓S⊗T (a, b), et on a g(↓S⊗T (a, b)) = f(↓S a, ↓T b) 
omme on vient de le voir. 2



2.5. STRUCTURE ADDITIVE 252.4.3 Cl�ture monoïdale. Soient S, T et U des préordres.Soit ev ⊆ ((S ⊸ T )⊗ S) ⊸ T dé�ni parev = {(((a′, b), a), b′) | a′ ≤S a et b′ ≤T b} .On véri�e que ev ∈ PoLR((S ⊸ T )⊗S, T ). Soit don
 (((a′, b), a), b′) ∈ ev et soit
(((a′1, b1), a1), b

′
1) ∈ ((S ⊸ T )⊗ S) ⊸ T tel que (((a′1, b1), a1), b

′
1) ≤((S⊸T )⊗S)⊸T

(((a′, b), a), b′). Cela signi�e que b′1 ≤ b′, a ≤ a1, b ≤ b1 et a′1 ≤ a′. Comme a′ ≤ aet b′ ≤ b, on a a′1 ≤ a1 et b′1 ≤ b1. Par suite, (((a′1, b1), a1), b
′
1) ∈ ev, et don
ev ∈ I(((S ⊸ T ) ⊗ S) ⊸ T ) = PoLR((S ⊸ T ) ⊗ S, T ).Lemme 2.4.5 Soient s ∈ I(S ⊸ T ) et x ∈ I(S). On a ev · (s⊗ x) = s · x.Démonstration. Soit b′ ∈ ev · (s⊗ x). On peut trouver (a′, b) ∈ s et a ∈ x tels que

a′ ≤ a et b′ ≤ b. Comme x ∈ I(S), on a a′ ∈ x et 
omme s ∈ I(S ⊸ T ), on a
(a, b′) ∈ s, don
 b′ ∈ s · x. Ré
iproquement, si b ∈ s · x, on peut trouver a ∈ x telque (a, b) ∈ s. On a (((a, b), a), b) ∈ ev et ((a, b), a) ∈ s ⊗ x. Don
 b ∈ ev · (s⊗ x).

2Soit s ∈ PoLR(U ⊗ S, T ). Soit
λs = {((c, (a, b)) ∈ U ⊸ (S ⊸ T ) | ((c, a), b) ∈ s} .Exer
i
e∗ 2.4.3 Montrer que λs ∈ PoLR(U, S ⊸ T ), que ev · (λs⊗ IdS) = s etque λs est le seul élément de PoLR(U, S ⊸ T ) qui véri�e 
ette équation.On a montré que PoLR, ave
 la stru
ture monoïdale symétrique dé�nie 
i-dessus, est monoïdale fermée.Soit ⊥ = 1 (on utilise deux noms di�érents pour le même objet 
ar, en logiquelinéaire, il représente deux formules distin
tes).Soit S un préordre. La bije
tion S → (S ⊸ ⊥) qui envoie a sur (a, ∗) dé�nit unisomorphisme fort de Sop vers S ⊸ ⊥.On a ev ∈ PoLR((S ⊸ ⊥) ⊗ S,⊥) et don
 ev · σ ∈ PoLR(S ⊗ (S ⊸ ⊥),⊥), etdon
 λev · σ̂ ∈ PoLR(S, (S ⊸ ⊥) ⊸ ⊥). On a ev = {(((a′, ∗), a), ∗) | a′ ≤S a}, etdon
 λev · σ̂ = {(a, ((a′, ∗), ∗)) | a′ ≤ a}. Don
 λev · σ̂ = η̂ où η : S → ((S ⊸ ⊥) ⊸

⊥) est l'isomorphisme fort évident.On dit que la 
atégorie monoïdale PoLR est ⋆-autonome, ave
 ⊥ 
omme objetdualisant. Le dual S⊥ = S ⊸ ⊥ sera assimilé à Sop. En parti
ulier, on peut dé�nirun 
otenseur (appelé par), dé�ni par S`T = (S⊥ ⊗ T⊥)
⊥ ; il se trouve qu'i
i, on a

S`T = S⊗T (mais on rappelle que 
e n'est pas le 
as dans la 
atégorie des espa
es
ohérents, par exemple).Lemme 2.4.6 Si S ≃ S′, alors S⊥ ≃ (S′)
⊥.Véri�
ation immédiate.2.5 Stru
ture additiveSoit (Si)i∈I une famille de préordres. On dé�nit S =

˘
i∈I Si, le ave
 des Si,de la façon suivante : S =

⋃
i∈I{i} × Si, ave
 la relation de préordre selon laquelle

(i, a) ≤ (j, b) si i = j et a ≤Si
b. On dé�nit également, pour 
haque i ∈ I :

πi = {((i, a), a′) | a′ ≤Si
a} .On voit fa
ilement que πi ∈ PoLR(S, Si). Soit T un préordre et soient si ∈

PoLR(T, Si). Soit
s = {(b, (i, a)) | i ∈ I et (b, a) ∈ si} .



26 CHAPITRE 2. SÉMANTIQUE DE SCOTTOn véri�e que s ∈ PoLR(T,
˘

i∈I Si). Soit i ∈ I et (b, a) ∈ si. Soit (b′, (j, a′)) ∈
T ⊸

˘
k∈I Sk tel que (b′, (j, a′)) ≤T⊸

˘

k∈I Sk
(b, (i, a)). Cela signi�e que b ≤T b′,

i = j et a′ ≤Si
a, et don
 (b′, a′) ∈ si. Par suite, on a bien (b′, (j, a′)) ∈ s et don


s ∈ PoLR(T,
˘

i∈I Si). De plus, on véri�e fa
ilement que πi ·s = si pour tout i ∈ I.On note s = 〈si〉i∈I .Soit maintenant s ∈ PoLR(T,
˘

i∈I Si) tel qu'on ait πi · s = si pour tout i ∈ I.Soit (b, (i, a)) ∈ T ⊸

˘
k∈I Sk tel que (b, (i, a)) ∈ s. Comme ((i, a), a) ∈ πi, on a

(a, b) ∈ πi · s = si. Cela montre que s ⊆ 〈si〉i∈I . Ré
iproquement, soit i ∈ I et soit
(b, a) ∈ si. Comme si = πi ·s, il existe a′ ∈ Si tel que ((i, a′), a) ∈ πi et (b, (i, a′)) ∈ s.On a don
 a ≤ a′, et par suite (b, (i, a)) ∈ s, 
e qui montre que 〈si〉i∈I ⊆ s.On a don
 montré que ˘

i∈I Si, ave
 les proje
tions πi, est le produit 
artésiende la famille (Si)i∈I . Dans le 
as parti
ulier où I = ∅, le produit 
artésien est l'objetterminal de PoLR, qui est le préordre ∅, que l'on note ⊤.Lemme 2.5.1 Si Si ≃ S′
i pour tout i ∈ I, alors ˘

i∈I Si ≃
˘

i∈I S
′
iVéri�
ation immédiate.2.5.1 Fon
teur produit 
artésien. Si S est un préordre, on note SI le pro-duit 
artésien ˘

i∈I Si dans lequel Si = S pour 
haque i ∈ I. Autrement dit,
SI = I × S, en mettant sur I le préordre dis
ret (i ≤ j i� i = j). Cette opérationest fon
torielle : si s ∈ PoLR(S, T ), alors sI = 〈s·πi〉i∈I ∈ PoLR(SI , T I) est donnépar

sI = {((i, a), (i, b)) | i ∈ I et (a, b) ∈ S} .2.5.2 Coproduit On a aussi un 
oproduit, dé�ni par⊕i∈I Si =
(˘

i∈I Si
⊥
)⊥.On voit fa
ilement que⊕i∈I Si =

˘
i∈I Si.2.6 ExponentiellesOn dé�nit !S = Pfin(S), l'ensemble des parties �nies de S. On munit 
et ensembledu préordre suivant : si u, u′ ∈ !S, on dira que u ≤ u′ si, pour tout a ∈ u, il existe

a′ ∈ u′ tel que a ≤ a′. Observer que 
ette relation est transitive et ré�exive (
'estun préordre), et qu'elle n'est pas antisymétrique en général, même quand ≤S l'est.Observer aussi que u ≤!S u
′ si et seulement si ↓ u ⊆ ↓ u′.Exer
i
e∗ 2.6.1 Trouver un ensemble partiellement ordonné S tel que !S ne soitpas un ordre partiel.Le treillis 
omplet I(S) est en parti
ulier un 
po.Lemme 2.6.1 Un élément x0 de I(S) est isolé si et seulement si x0 = ↓ u où

u ∈ !S.Démonstration. Soit x0 ∈ I(S) isolé. Soit D = {↓ u | u ∈ Pfin(x0)}. L'ensemble Dest �ltrant et on a x0 =
⋃
D. Comme x0 est isolé, il existe u ∈ Pfin(x0) tel que

x0 ⊆ ↓ u, et don
 x0 = ↓ u (puisque u ⊆ x0).Ré
iproquement, soit x0 = ↓ u ave
 u ∈ !S. Soit D une partie �ltrante de I(S)et supposons que x0 ⊆
⋃
D. Comme u ⊆

⋃
D et 
omme D est �ltrant, il existe

x ∈ D tel que u ⊆ x. Mais 
omme x ∈ I(S), on a aussi x0 ⊆ x, 
e qui prove que x0est isolé. 2



2.6. EXPONENTIELLES 272.6.1 Tra
e d'une fon
tion 
ontinue. Soit f : I(S) → I(T ) une fon
tionS
ott-
ontinue. Cela signi�e que f est 
roissante et 
ommute aux unions des familles�ltrantes. Autrement dit, pour toute partie �ltrante D de I(S), on a f(
⋃
D) ⊆⋃

f(D) (l'autre in
lusion résulte simplement du fait que f est 
roissante).On dé�nit
Tr(f) = {(u, b) ∈ !S × T | b ∈ f(↓ u)} .On voit fa
ilement que Tr(f) ∈ I(!S ⊸ T ). Ré
iproquement, soit t ∈ I(!S ⊸ T ).On dé�nit une fon
tion

Fun(t) : I(S) → P(T )

x 7→ {b | ∃u ⊆ x (u, b) ∈ t}On véri�e fa
ilement que Fun(t) prend ses valeurs dans I(T ) et est 
roissante. Onmontre que f = Fun(t) est 
ontinue. Soit don
D ⊆ I(S) un ensemble �ltrant, il fautmontrer que f(
⋃
D) ⊆

⋃
f(D). Soit b ∈ f(

⋃
D), il existe u ∈ !S tel que u ⊆

⋃
Det (u, b) ∈ t. Comme u est �ni et D �ltrant, il existe x ∈ D tel que u ⊆ x. Don


b ∈ f(x) ⊆
⋃
f(D) (vu que x ∈ D).Soit PoC la 
atégorie dont les objets sont les préordres, et telle que PoC(S, T )soit l'ensemble des fon
tions 
ontinues de I(S) vers I(T ). On munit 
et ensemblede morphismes de l'ordre pon
tuel déjà vu : f ≤ g si et seulement si f(x) ⊆ g(x)pour tout x ∈ I(S).Exer
i
e∗ 2.6.2 Montrer que PoL(S, T ) ⊆ PoC(S, T ), et que 
ette in
lusion eststri
te en général (donner un 
ontre-exemple).Proposition 2.6.2 Les fon
tions Tr et Fun dé�nissent un isomorphisme d'ordreentre PoC(S, T ) et I(!S ⊸ T ).Démonstration. Soit f ∈ PoC(S, T ) et montrons que Fun(Tr(f)) = f . Soit don


x ∈ I(S), on montre que Fun(Tr(f))(x) = f(x). Soit b ∈ T . Supposons d'abord que
b ∈ f(x). Soit D = {↓ u | u ∈ Pfin(x)}. On a ⋃D = x, et D est �ltrant. Don

f(x) = f(

⋃
D) ⊆

⋃
f(D), et par suite il existe u ∈ Pfin(x) tel que b ∈ f(↓ u), 
'est-à-dire (u, b) ∈ Tr(f). Comme u ⊆ x, on a b ∈ Fun(Tr(x)). Supposons maintenantque b ∈ Fun(Tr(f))(x). Soit don
 u ∈ !S tel que (u, b) ∈ Tr(f) et u ⊆ x. On a

b ∈ f(↓ u), et 
omme ↓ u ⊆ x et 
omme f est 
roissante, on a b ∈ f(x).Soit t ∈ I(!S ⊸ T ). On montre que t = Tr(Fun(t)). Soient u ∈ !S et b ∈ T .On suppose d'abord (u, b) ∈ t. On a b ∈ Fun(t)(↓ u), puisque u ⊆ ↓ u, et don

(u, b) ∈ Tr(Fun(t)). Ré
iproquement, supposons (u, b) ∈ Tr(Fun(t)). Cela signi�eque b ∈ Fun(t)(↓ u), et don
 il existe u′ ∈ !S tel que u′ ⊆ ↓ u et (u′, b) ∈ t. On a
u′ ≤!S u et don
 (u, b) ∈ t puisque t ∈ I(!S ⊸ T ).On montre ensuite que Tr est 
roissante. Soient don
 f, f ′ ∈ PoC(S, T ) tellesque f ≤ f ′ et soit (u, b) ∈ Tr(f). C'est que b ∈ f(↓ u), or f(↓ u) ⊆ f ′(↓ u) et don

(u, b) ∈ Tr(f ′), 
e qui montre que Tr(f) ⊆ Tr(f ′).Soient t, t′ ∈ PoC(S, T ) tels que t ⊆ t′ et soit x ∈ I(S). Soit b ∈ Fun(t)(x). Soit
u tel que (u, b) ∈ t et u ⊆ x. Comme t ⊆ t′, on a (u, b) ∈ t′ et don
 b ∈ Fun(t′)(x),
e qui montre que Fun(t) ≤ Fun(t′). 22.6.2 L'exponentielle 
omme fon
teur. Si x ∈ I(S), on dé�nit x! ∈ I(!S)en posant x! = Pfin(x). Il faut remarquer qu'on a bien x! ∈ I(!S). Soit en e�et
u ∈ x! et u′ ∈ !S tel que u′ ⊆!S u. Soit a′ ∈ u′, il existe a ∈ u tel que a′ ≤S a, or
a ∈ x et don
 a′ ∈ x puisque x ∈ I(S). Il en résulte que u′ ⊆ x et don
 que u′ ∈ x!.Lemme 2.6.3 Soit t ∈ PoL(!S, T ). On a Fun(t)(x) = t · x!.



28 CHAPITRE 2. SÉMANTIQUE DE SCOTTDémonstration. Soit b ∈ Fun(t)(x). Soit u ∈ !S tel que u ⊆ x et (u, b) ∈ t. On a
u ∈ x! et don
 b ∈ t ·x!. Ré
iproquement, soit b ∈ t ·x!. Soit u ∈ x! tel que (u, b) ∈ t.On a u ⊆ x et don
 b ∈ Fun(t)(x). 2Ce lemme très simple est important 
ar il a la 
onséquen
e suivante.Lemme 2.6.4 Soient t, t′ ∈ PoL(!S, T ). Si on a t · x! = t′ · x! pour tout x ∈ I(S),alors t = t′.Démonstration. En e�et, on a alors Fun(t) = Fun(t′), et don
 t = t′ par la proposi-tion 2.6.2. 2Soit t ∈ PoL(S, T ). Soit

!t = {(u, v) ∈ !S × !T | ∀b ∈ v ∃a ∈ u (a, b) ∈ t} .Lemme 2.6.5 Si t ∈ PoL(S, T ), alors !t ∈ PoL(!S, !T ).Démonstration. Soit (u, v) ∈ !t est soit (u′, v′) ∈ !S×!T tel que (u′, v′) ≤!S⊸!T (u, v),il faut voir que (u′, v′) ∈ !t. Soit b′ ∈ v′. Comme v′ ≤!T v, il existe b ∈ v tel que
b′ ≤T b. Comme (u, v) ∈ !t, il existe a ∈ u tel que (a, b) ∈ t. Comme u ≤!S u′,il existe a′ ∈ u′ tel que a ≤S a′. On a (a′, b′) ≤S⊸T (a, b), et don
 (a′, b′) ∈ tpuisque t ∈ I(S ⊸ T ). Puisque a′ ∈ u′, on a montré que (u′, v′) ∈ !t, et don

!t ∈ PoL(!S, !T ). 2Lemme 2.6.6 Si t ∈ PoL(S, T ) et x ∈ I(S), alors !t · x! = (t · x)!.Démonstration. Soit v ∈ !t · x!, montrons que v ∈ (t · x)!. Il existe u ∈ x! tel que
(u, v) ∈ !t. Soit b ∈ v, il existe a ∈ u tel que (a, b) ∈ t. Comme u ⊆ x, on a a ∈ xet don
 b ∈ t · x, et don
 v ∈ (t · x)!. Ré
iproquement, soit v ∈ (t · x)!, 
'est-à-direque v ∈ !S et v ⊆ t · x. Pour 
haque b ∈ v, on 
hoisit ab ∈ x tel que (ab, b) ∈ t.Soit u ∈ !S qui 
ontient tous les ab (pour b ∈ v). On a (u, v) ∈ !t et u ∈ x! et don

v ∈ !t · x!. 2Proposition 2.6.7 L'opération t 7→ !t est fon
torielle. Autrement dit, !IdS = Id!Set, si s ∈ PoL(S, T ) et t ∈ PoL(T, U), on a !(t · s) = !t · !s.Démonstration. Soit x ∈ I(S). On a !IdS ·x! = x! par le lemme 2.6.6, don
 !IdS = Id!Spar le lemme 2.6.4. Et on a !(t · s) · x! = ((t · s) · x)! par le lemme 2.6.6, don

!(t · s) · x! = (t · (s · x))! = !t · (s · x)! = (!t · !s) · x! en appliquant deux fois lelemme 2.6.6, et on 
on
lut grâ
e au lemme 2.6.4. 2Lemme 2.6.8 Si S ≃ S′, alors !S ≃ !S′.La véri�
ation est immédiate.2.6.3 Stru
ture de 
omonade de l'exponentielle. Soit dS ⊆ !S ⊸ Sdonné par dS = {(u, a) | ∃a′ ∈ u a ≤ a′} .Lemme 2.6.9 On a dS ∈ PoL(!S, S) et, pour tout x ∈ I(S), on a dS · x! = x. Deplus dS est naturel en S ; autrement dit, si s ∈ PoL(S, T ), on a dT · !s = s · dS.



2.6. EXPONENTIELLES 29Démonstration. Soit (u, a) ∈ dS et soit (u′, a′) ∈ !S ⊸ S tel que (u′, a′) ≤!S⊸S

(u, a). Soit a′′ ∈ u tel que a ≤ a′′. Comme u ≤!S u′, il existe a′′′ ∈ u′ tel que
a′′ ≤ a′′′. Comme a′ ≤ a, on a a′ ≤ a′′′ ∈ u′, 
e qui montre que (u′, a′) ∈ dS , etdon
 dS ∈ PoL(!S, S).Soit x ∈ I(S). Soit a ∈ x. On a ({a}, a) ∈ dS , don
 a ∈ dS · x! puisque {a} ∈ x!.Si a ∈ dS · x!, soit u ∈ x! tel que (u, a) ∈ dS . Soit a′ ∈ u tel que a ≤ a′. Comme
a′ ∈ u ⊆ x et 
omme x ∈ I(S), on a a ∈ x. Don
 dS · x! = x.La naturalité en résulte : on a (dT · !s) · x! = dT · (s · x)! = s · x = (s · dS) · x!.On 
on
lut par le lemme 2.6.4. 2On dé�nit ensuite pS ⊆ !S ⊸ !!S parpS = {(u,A) |

⋃
A ≤!S u} .Lemme 2.6.10 On a pS ∈ PoL(!S, !!S) et, pour tout x ∈ I(S), on a pS · x! = x!!.De plus, pS est naturel en S ; autrement dit, si s ∈ PoL(S, T ), on a pT · !s = !!s ·pS .Démonstration. Soit (u,A) ∈ pS et soit (u′, A′) ∈ !S ⊸ !!S tel que (u′, A′) ≤!S⊸!!S

(u,A), on doit montrer que ⋃A′ ≤!S u
′. Soit a′ ∈ ⋃A′. Soit u′ ∈ A′ tel que a′ ∈ u′.Comme A′ ≤!!S A, on peut trouver u′′ ∈ A tel que u′ ≤!S u′′. Comme a′ ∈ u′, ilexiste a ∈ u′′ tel que a′ ≤ a. Or u′′ ⊆ ⋃

A ≤!S u, don
 u′′ ≤!S u. Or u ≤!S u′,don
 on peut trouver a′′′ ∈ u′ tel que a′ ≤ a′′′. On a montré que ⋃A′ ≤!S u
′, 
e quimontre que (u′, A′) ∈ pS , et don
 que pS ∈ PoL(!S, !!S).Soit x ∈ I(S). On montre que pS · x! = x!!. Soit don
 A ∈ !!S. On supposed'abord que A ∈ pS · x!. Comme x! ∈ I(!S), on a ⋃A ∈ x!, et don
 A ⊆ x!, 
'est-à-dire que A ∈ x!!. Ré
iproquement, supposons que A ∈ x!!. Cela signi�e que A ⊆ x!.Soit u =

⋃
A, on a u ∈ x! et (u,A) ∈ pS , don
 A ∈ pS · x!.La naturalité dé
oule de 
e qui pré
ède et du lemme 2.6.4. 2Proposition 2.6.11 Le fon
teur !_, équippé des transformations naturelles d etp, est une 
omonade.Démonstration. Il s'agit de prouver les trois équations suivantes :d!S · pS = Id!S

!dS · pS = Id!Sp!S · pS = !pS · pSLa véri�
ation de 
es équations est immédiate, en utilisant les lemmes 2.6.9, 2.6.10et 2.6.4. 22.6.4 Isomorphisme fondamental. Soient S et T des préordres. On observequ'un élément w de !(S & T ) s'é
rit de façon unique sous la forme w = ({1} × u) ∪
({2}× v), ave
 u ∈ !S et v ∈ !T (identi�e le produit 
artésien S & T ave
 le produitde la famille (Si)i∈{1,2}, dans laquelle S1 = S et S2 = T ). Cela dé�nit une bije
tion
θ : !(S & T ) → !S ⊗ !T .Exer
i
e∗ 2.6.3 Montrer que θ est un isomorphisme fort de !(S & T ) vers !S⊗ !T .2.6.5 Catégorie de Kleisli. C'est la �
atégorie des 
oalgèbres libres� de la
omonade (!_, d, p). On la notera PoLRK et elle est dé�nie 
omme suit.Ses objets sont 
eux de PoLR, et PoLRK(S, T ) = PoLR(!S, T ). L'identité est
IdK = dS ∈ PoLR(!S, S). Etant donnés s ∈ PoLR(!S, T ) et t ∈ PoLR(!T, U), la
omposition t ◦K s est dé�nie par

t ◦K s = t · !s · ps .



30 CHAPITRE 2. SÉMANTIQUE DE SCOTTExer
i
e 2.6.4 En utilsant les équations de 
omonade, montrer qu'on a bien dé�niainsi une 
atégorie.Lemme 2.6.12 On a Fun (IdK) = Id et Fun (t ◦K s) = Fun(t) ◦ Fun(s), autrementdit, la 
orrespondan
e qui envoie l'objet S de PoLRK sur le même objet S de PoCet le morphisme s ∈ PoLRK(S, T ) sur le morphisme Fun(s) ∈ PoC(S, T ) est unfon
teur de PoLRK vers PoC, que l'on note en
ore Fun. Ré
iproquement, si f ∈
PoC(S, T ) et g ∈ PoC(T, U), on a Tr(g ◦ f) = Tr(g) ◦K Tr(f) et Tr(Id) = IdK,
'est-à-dire que Tr dé�nit un fon
teur de la 
atégorie PoC vers la 
atégorie PoLRK(qui est l'identité sur les objets). Ces fon
teurs sont inverses l'un de l'autre etdé�nissent don
 un isomorphisme entre les 
atégories PoLRK et PoC.Exer
i
e∗ 2.6.5 Véri�er la fon
torialité des opérations Fun et Tr.Lemme 2.6.13 La 
atégorie PoLRK est 
artésienne. Le produit 
artésien de lafamille (Si)i∈I est S =

˘
i∈I Si. La i-ème proje
tion est πK

i = πi·dS ∈ PoLRK(S, Si).Démonstration. Si ti ∈ PoLRK(T, Si) pour i ∈ I, alors t = 〈ti〉i∈I ∈ PoLRK(T, S)et véri�e πK
i ◦K t = ti, et est 
ara
térisé par 
ette propriété, 
omme on le voitfa
ilement. 2Remarque 2.6.14 Observer que I(

˘
i∈I Si) ≃

∏
i∈I I(Si). Modulo 
et isomor-phisme d'ordre, on a πK

i · (xj)j∈I = xi, et si les fi : I(T ) → I(Si) sont des fon
tions
ontinues, la fon
tion 
ontinue asso
iée f : I(T ) →
∏

i∈I I(Si) est donnée par
f(x) = (fi(x))i∈I .Proposition 2.6.15 La 
atégorie PoLRK est 
artésienne fermée. L'objet des mor-phismes de S vers T dans PoLRK est S ⇒ T = !S ⊸ T . Le morphisme d'évaluationEv ∈ PoLRK((S ⇒ T ) & S, T ) estEv = ev · (dS⇒T ⊗ Id!S) · θ̂ (2.1)où θ : !((S ⇒ T ) & S) → !(S ⇒ T ) ⊗ !S est l'isomorphisme fondamental (on rap-pelle que θ̂ ∈ PoL(!((S ⇒ T ) & S), !(S ⇒ T ) ⊗ !S) est l'isomorphisme, dans PoL,asso
ié à l'isomorphisme fort θ, voir le paragraphe 2.3.4). De plus, modulo 
et iso-morphisme, on aEv = {((w, u), b) ∈ (!(S ⇒ T ) ⊗ !S) ⊸ T | ∃(u′, b′) ∈ w (u, b) ≤S⇒T (u′, b′)}(2.2)Démonstration. Soit Ev le morphisme de PoLRK dé�ni par (2.1). Soit z = (s, x) ∈
I((S ⇒ T ) & S) (on identi�e I((S ⇒ T ) & S) et I(S ⇒ T ) × I(S), voir remar-que 2.6.14). Alors θ̂ · z! = s! ⊗ x!, et don
 (dS⇒T ⊗ Id!S) · θ̂ · z! = s ⊗ x! par laproposition 2.4.1 et le lemme 2.6.9, par suite Ev · z! = s · x! par le lemme 2.4.5, et�nalement

Fun(Ev)(z) = Fun(s)(x)par le lemme 2.6.3, et 
ette propriété 
ata
térise Ev, puisque Fun est une bije
tion.L'équation (2.2) résulte de 
ette propriété, 
ar Ev = Tr(Fun(Ev)), don
 (toujoursmodulo l'isomorphisme θ), on a ((w, u), b) ∈ Ev ssi b ∈ Fun(↓S⇒T w)(↓S u), 
e quiest vrai ss'il existe u′′ tel que u′′ ≤!S u et (u′′, b) ∈ ↓S⇒T w, 
e qui est équivalent àdire qu'il existe u′ tel que u′ ≤!S u
′′ et b′ tel que b ≤S b

′, et (u′, b′) ∈ w.On en déduit la 
l�ture 
artésienne. Soit U un préordre, et soit t ∈ PoLRK(U &
S, T ). Soit Λt ⊆ !U ⊸ (S ⇒ T ) donné par

Λt = {(w, (u, b)) | ((w, u), b) ∈ t}
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itement l'isomorphisme fort θ.On véri�e d'abord que Λt ∈ PoLRK(U, S ⇒ T ) = I(U ⇒ (S ⇒ T )) ; 
'estune 
onséquene immédiate du fait que t ∈ I((U & S) ⇒ T ). On a don
 Fun(Λt) ∈
PoC(U, S ⇒ T ). Cette fon
tion 
ontinue asso
ie à z ∈ I(U) l'élément s ∈ I(S ⇒ T )qui est 
ara
térisé par Fun(s)(x) = Fun(t)(z, x) (en identi�ant I(U & S) et I(U)×
I(S), 
onformément à la remarque 2.6.14). En e�et, on a

Fun(Fun(Λt)(z))(x) = Fun({(u, b) | ∃w ⊆ z (w, (u, b)) ∈ Λt})(x)

= {b | ∃w ⊆ z, ∃u ⊆ x (z, (u, b)) ∈ Λt}

= {b | ∃w ⊆ z, ∃u ⊆ x ((z, u), b) ∈ t} .Il résulte de 
ela que Ev ◦K (Λt & IdK

S) = t . (2.3)Pour 
on
lure que PoLRK est 
artésienne fermée, il faut montrer que Λt est 
ara
-térisé par 
ette propriété. Un autre façon de prouver la 
l�ture 
artésienne est deprouver les équations suivantes, en plus de (2.3) :
Λ(Ev) = IdK

S⇒T (2.4)
Λt ◦K s = Λ(t ◦K (s & IdK

S)) (2.5)où s ∈ PoLRK(V, U). La preuve de (2.4) est immédiate à partir de (2.2). 2Exer
i
e∗ 2.6.6 Prouver l'équation (2.5).2.7 Deux modèles du lambda-
al
ul pur2.7.1 Ordre sur les préordres. Etant donnés deux préordres S et T , oné
rira que S ⊑ T si S ⊆ T , et, pour a, a′ ∈ S, on a a ≤S a
′ ssi a ≤T a′. Autrementdit, S ⊆ T 
omme ensembles, et la restri
tion du préordre T à S 
oïn
ide ave
 lepréordre S.On dé�nit alors inj+ ∈ PoL(S, T ) et inj− ∈ PoL(S, T ) (on mettra parfois desindi
es pour pré
iser les objets 
on
ernés, quand 
e sera utile, par exemple inj+S,T et

inj−S,T pour les deux morphismes que nous sommes en train de dé�nir) 
omme
inj+ = {(a, b) ∈ S × T | b ≤T a}

inj− = {(b, a) ∈ T × S | a ≤T b}Exer
i
e∗ 2.7.1 Montrer que inj− · inj+ = IdS et que inj+ · inj− ≤ IdT .Soit Γ un ensemble �ltrant (
'est-à-dire un ensemble partiellement ordonné telque, pour tous γ, γ′ ∈ Γ, il existe δ ∈ Γ tel que γ, γ′ ≤ δ). Soit (Sγ)γ∈Γ une famille
roissante de préordres, autrement dit : γ ≤ δ ⇒ Sγ ⊑ Tδ. On dit que (Sγ)γ∈Γ estune famille �ltrante de préordres .On 
onstruit le préordre ⊔γ∈Γ Sγ 
omme ⋃γ∈Γ Sγ muni de la relation de préor-dre suivante : si a, a′ ∈ S =
⊔

γ∈Γ Sγ , on dira que a ≤S a′ s'il existe γ ∈ Γ tel que
a, a′ ∈ Sγ et a ≤Sγ

a′. Il faut remarquer les points suivants :� Si a, a′ ∈ S, il existe δ ∈ Γ tel que a, a′ ∈ Sδ. En e�et, il existe γ, γ′ ∈ Γ telsque a ∈ Sγ et a′ ∈ Sγ′ . Il su�t de prendre δ ∈ Γ tel que γ, γ′ ≤ δ.� Si a, a′ ∈ S sont tels que a ≤S a
′, alors on a a ≤Sγ′ a

′ pour tout γ′ ∈ Γ tel que
a, a′ ∈ Sγ′ . Soit en e�et γ ∈ Γ tel que a ≤Sγ

a′. Soit δ ∈ Γ tel que γ, γ′ ≤ δ.Comme Sγ ⊑ Sδ, on a a ≤Sδ
a′, et 
omme S′

γ ⊑ Sδ, on a a ≤Sγ′ a
′.



32 CHAPITRE 2. SÉMANTIQUE DE SCOTTSoit PoLI la 
atégorie dont les objets sont les préordres, et dans laquelle on aun morphisme de S vers T si et seulement si S ⊑ T . Il s'agit d'une 
lasse (
e n'estpas un ensemble au sens de la théorie des ensembles, mais peu importe pour nous)partiellement ordonnée. Dans 
ette 
lasse partiellement ordonnée, ⊔γ∈Γ Sγ est lesup des Sγ .Soit n ∈ N, on dé
rit expli
itement la 
lasse partiellement ordonnée PoLI
n(produit n-aire de PoLI ave
 lui-même). Si ~S = (S1, . . . , Sn) et ~T = (T1, . . . , Tn),on a ~S ⊑ ~T si Si ⊑ Ti pour 
haque i = 1, . . . , n. Si ( ~Sγ)γ∈Γ est une famille �ltrantede tels n-uples, on dé�nit ~S =

⊔
γ∈Γ

~Sγ de même, 
omposante par 
omposante :
Si =

⊔
γ∈Γ Sγ,i. C'est le sup des ~Sγ dans la 
lasse partiellement ordonnée produit

PoLI
n.2.7.2 Objets variables. Un objet variable est une 
orrespondan
e fon
tion-nelle Φ : PoLI

n → PoLI qui véri�e� ~S ⊑ ~T ⇒ Φ(~S) ⊑ Φ(~T ) (on dit que Φ est 
roissant)� et, si ( ~Sγ)γ∈Γ est une famille �ltrante dans PoLI, on a
Φ(
⊔

γ∈Γ

Sγ) =
⊔

γ∈Γ

Φ(Sγ) . (2.6)A 
ause de la 
roissan
e de Φ, la 
ondition (2.6) se réduit 
omme d'habitude à
Φ(
⊔

γ∈Γ Sγ) ⊑
⊔

γ∈Γ Φ(Sγ)Lemme 2.7.1 L'opération (S, T ) 7→ S ⊗ T est un objet variable PoLI
2 → PoLI.Lemme 2.7.2 Pour tout ensemble d'indi
es I, l'opération S 7→ SI est un objetvariable PoLI → PoLI.Lemme 2.7.3 L'opération S 7→ !S est un objet variable PoLI → PoLI.Démonstration. Soient S et T deux préordres tels que S ⊑ T . On véri�e que !S ⊑ !T .Soient u, u′ ∈ !S. On suppose u ≤!S u

′. Soit a ∈ u. Il existe a′ ∈ u′ tel que a ≤S a
′.Comme S ⊑ T , on a a ≤T a′, 
e qui montre que u ≤!T u′. On montre de même que

u ≤!T u′ ⇒ u ≤!S u
′.Soit (Sγ)γ∈Γ une famille �ltrante dans PoLI et soit S =

⊔
γ∈Γ Sγ . On montreque !S ⊑

⊔
γ∈Γ !Sγ . Soit u ∈ !S. Comme u est �ni et 
omme la famille (Sγ)γ∈Γ est�ltrante, il existe γ ∈ Γ tel que u ∈ !Sγ . Cela montre que !S ⊆

⊔
γ∈Γ !Sγ . Soientmaintenant u, u′ ∈ !S tels que u ≤!S u

′. Comme u et u′ sont �nis, on peut trouver
γ ∈ Γ tel que u, u′ ∈ !Sγ . Soit a ∈ u. Il existe a′ ∈ u′ tel que a ≤S a′, 
'est-à-dire
a ≤Sγ

a′. On a don
 u ≤!Sγ
u′. 2Lemme 2.7.4 L'opération S 7→ S⊥ est un objet variable PoLI → PoLI.Exer
i
e∗ 2.7.2 Prouver les lemmes 2.7.1, 2.7.2 et 2.7.4, (on peut voir le se
ond
omme une 
onséquen
e du premier, voir la des
ription du fon
teur SI au para-graphe 2.5.1).Proposition 2.7.5 Tout fon
teur 
ontinu Φ : PoLI → PoLI admet un plus petitpoint �xe dans la 
lasse préordonnée PoLI.Démonstration. La suite Φn(∅) est 
roissante. En e�et, on a ∅ ⊑ Φ(∅) 
ar ∅ est le pluspetit élément de PoLI. Comme Φ est 
roissante, Φn(∅) ⊑ Φn+1(∅) ⇒ Φn+1(∅) ⊑

Φn+2(∅) et on 
on
lut, par ré
urren
e.
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⊔

n∈N
Φn(∅) =

⊔∞
n=1 Φn(∅) (puisque Φ0(∅) = ∅). Par 
ontinuité de S,on a Φ(S) =

⊔
n∈N

Φn+1(∅) = S. Don
 S est un point �xe de Φ. Soit T un autrepoint �xe. On a ∅ ⊑ T et don
 Φn(∅) ⊑ Φn(T ) = T pour tout n ∈ N, et don
 S ⊑ T .
22.7.3 Constru
tion du modèle. Soit Φ : PoLI → PoLI l'objet variabledé�ni par

Φ(S) = (!(SN))
⊥et soit D∞ le plus petit point �xe de 
et objet variable. On va 
onstruire un iso-morphisme fort entre D∞ et D∞ ⇒ D∞, 
e qui montrera que D∞ est un modèledu lambda-
al
ul pur dans la CCC PoLRK. Par dé�nition, on a D∞ = (!(DN

∞))
⊥.Don


D∞ ⇒ D∞ = (!D∞)
⊥`D∞

= (!D∞)
⊥`(!(DN

∞))
⊥

= (!D∞ ⊗ !(DN

∞))
⊥

≃ (!(D∞ & DN

∞))
⊥par l'isomorphisme fondamental. Et on 
on
lut 
ar D∞ & DN

∞ ≃ DN
∞ par la bije
tionqui envoie (1, a) ∈ D∞ & DN

∞ sur (0, a) ∈ DN
∞, et (2, (i, a)) ∈ D∞ & DN

∞ sur
(i+1, a) ∈ DN

∞ (on renvoie en
ore à la des
ription de SI donnée au paragraphe 2.5.1).Comme D∞ = (!(DN
∞))

⊥, un élément a de D∞ est une partie �nie de N × D∞et peut don
 être vu 
omme une suite ~a = (a0, a1, . . . ) indexée par N, dans laquelle
haque ai est une partie �nie de D∞ (l'ensemble des c ∈ D∞ tels que (i, c) ∈ a),et on a ai = ∅ pour tout indi
e i, sauf peut-être pour un nombre �ni d'entre eux.Don
 D∞ 
ontient en parti
ulier la suite dont tous les éléments sont l'ensemble vide,
∗ = (∅, ∅, . . . ).Si ~a,~b ∈ D∞, on a ~a ≤D∞

~b si, pour tout i ∈ N, on a bi ≤!D∞
ai (noter l'inversiondu sens de l'ordre, due à la négation linéaire dans la dé�nition ré
ursive de D∞),
'est-à-dire, 
haque c ∈ bi a un majorant dans ai (au sens de D∞).Un élément ~a de D∞ s'é
rit don
 de façon unique ~a = (a0,~b) ave
 a0 ∈ Pfin(D∞)et ~b ∈ D∞, et ré
iproquement, si u ∈ Pfin(D∞) et ~b ∈ D∞, on a (u,~b) ∈ D∞. Cettebije
tion entre D∞ et !D∞ ⊸ D∞ est une autre façon de présenter l'isomorphismefort entre D∞ et D∞ ⇒ D∞.2.7.4 Un modèle plus simple. La 
onstru
tion 
i-dessus mène à un modèle dela βη-
onversion. Si on ne souhaite interpréter que la β-
onversion, une 
onstru
tionplus simple est possible : le modèle de Engeler.Soit A un ensemble dont au
un élément n'est un 
ouple. On 
onstruit une suited'ensembles En 
omme suit :

E0 = ∅

En+1 = A ∪ (Pfin(En) × En) .Noter que, grâ
e à l'hypothèse que A ne 
ontient au
un 
ouple, l'union de la deux-ième ligne est disjointe. Cette suite d'ensembles est 
roissante, soit E∞ =
⋃∞

n=0 En.Noter aussi que si A = ∅, alors En = ∅ pour tout n et la 
onstru
tion ne produitrien d'intéressant. On suppose don
 A 6= ∅.Attention : on munit E∞ du préordre dis
ret (a ≤ a′ ssi a = a′), et, 
omme tel,on le 
onsidère 
omme un objet de PoLR.Noter que



34 CHAPITRE 2. SÉMANTIQUE DE SCOTT� (E∞ ⇒ E∞) ⊆ E∞ (et 
ette in
lusion est stri
te ; en fait E∞ est l'uniondisjointe de A et de E∞ ⇒ E∞).� Comme E∞ est muni du préordre dis
ret, on a (u, a) ≤E∞⇒E∞
(u′, a′) ssi

u′ ⊆ u et a = a′.On va 
onstruire app ⊆ E∞ ⊸ (E∞ ⇒ E∞) et abs ⊆ (E∞ ⇒ E∞) ⊸ E∞. Onpose
app = {((u, a), (u′, a)) | a ∈ E∞, u, u

′ ∈ !E∞ ave
 u ⊆ u′}

abs = {((u′, a), (u, a)) | a ∈ E∞, u, u
′ ∈ !E∞ ave
 u′ ⊆ u}et on véri�e fa
ilement que app ∈ PoLR(E∞,E∞ ⇒ E∞) et abs ∈ PoLR(E∞ ⇒

E∞,E∞) 
omme annon
é. On a ((u′, a), (v′, b))) ∈ app · abs ssi a = b, et il existe
u ∈ !E∞ tel que u ⊆ v′ (
e qui 
orrespond au fait que ((u, a), (v′, a)) ∈ app) et
u′ ⊆ u (
orrespondant au fait que ((u′, a), (u, a)) ∈ abs). Cela est équivalent à direque a = b et u′ ⊆ v′, 
'est-à-dire (v′, b) ≤E∞⇒E∞

(u′, a). Don
 app · abs = IdE∞⇒E∞
,
e qui montre que E∞ est un objet ré�exif dans PoLRK.Remarque 2.7.6 En toute rigueur, il aurait fallu exhiber app′ ∈ PoLRK(E∞,E∞ ⇒

E∞) et abs′ ∈ PoLRK(E∞ ⇒ E∞,E∞) tels que app′ ◦K abs′ = IdK

E∞⇒E∞
. Ces deuxmorphismes sont obtenus en 
omposant app et abs ave
 des déreli
tions. Donner lesdétails et faire les véri�
ations en exer
i
e.2.7.5 Appli
ation : le théorème de forme normale de tête. Etantdonné un lambda-terme M et une liste x1, . . . , xn sans répétitions de variables
ontenant toutes les variables libres de M , son interprétation dans 
e modèle estdon
 [M ]x1,...,xn ∈ PoLRK(En

∞,E∞). On va d'abord donner une des
ription dire
tede 
ette sémantique.Proposition 2.7.7 Soient u1, . . . , un ∈ Pfin(E∞) et soit b ∈ E∞.Soit a = (u1, . . . , un, b) ∈ E∞. Soit M un lambda-terme dont toutes les variableslibres sont dans la liste sans répétitions x1, . . . , xn.� Si M = xi, on a a ∈ [M ]x1,...,xn si et seulement si
b ∈ ui.� Si M = λxP , on a a ∈ [M ]x1,...,xn si et seulement si
b = (u, c) ave
 (u1, . . . , un, u, c) ∈ [M ]x1,...,xn,x.� Si M = (P )Q, on a a ∈ [M ]x1,...,xn si et seulement siexiste a1, . . . , ap ∈ E∞ tels que (u1, . . . , un, aj) ∈ [Q]x1,...,xn pour j = 1, . . . , pet (u1, . . . , un, {a1, . . . , ap}, b) ∈ [P ]x1,...,xn.Démonstration. On ne va traiter que le 
as de l'appli
ation M = (P )Q, les autres
as sont laissés en exer
i
e. On a vu en 1.2.1 que

[M ]x1,...,xn = Ev ◦K 〈app ◦K [P ]x1,...,xn , [Q]x1,...,xn〉Don
 (
onsidérant [M ]x1,...,xn 
omme une fon
tion 
ontinue P(E∞)n → P(E∞)),
[M ]x1,...,xn(u1, . . . , un) = app([P ]x1,...,xn(u1, . . . , un))([Q]x1,...,xn(u1, . . . , un))Or soient u, v ∈ P(E∞), on rappelle que, par dé�nition de app,

app(u)(v) = {b | ∃v0 ∈ Pfin(E∞) v0 ⊆ v et (v0, b) ∈ u)}don
 b ∈ [M ]x1,...,xn(u1, . . . , un) si et seulement si on peut trouver v0 = {a1, . . . , ap}tels que ({a1, . . . , ap}, b) ∈ [P ]x1,...,xn(u1, . . . , un) et aj ∈ [Q]x1,...,xn(u1, . . . , un)pour tout j ∈ {1, . . . , p}, 
e qui est équivalent à la 
ondition annon
ée dans laproposition. 2
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i
e∗ 2.7.3 Cal
uler [M ] ∈ P(E∞) pour les termes 
los M suivants : λxx,
λxλy x, λf λx (f) (f)x (l'entier de Chur
h 2), δ = λx (x)x et (δ) δ.Tout lambda-terme M est de la forme

M = λx1 . . . xp (P )Q1 . . . Qqoù le terme P est soit une variable (qui peut �gurer dans la liste x1, . . . , xp ouêtre libre dans M), soit un redex. Dans le premier 
as, on dit que M est en formenormale de tête, et dans le se
ond 
as, on dit que P est le redex de tête de M .Une forme normale de tête est une �forme normale partielle� : dans le 
as oùle terme P est une variable y, tous les réduits de M seront en
ore de la forme
λx1 . . . xp (y)Q′

1 . . . Q
′
q, où Q′

i est un réduit de Qi pour 
haque i. L'informationfournie par la liste des variables liées en tête et par la variable de tête est don
a
quise une bonne fois pour toutes.On dira qu'un termeM admet une forme normale de tête s'il est beta-equivalentà un terme en forme normale de tête. SiM admet deux formes normales de tête N et
N ′, alors 
es deux formes normales de tête sont de la forme λx1 . . . xp (y)Q1 . . . Qqet λx1 . . . xp (y)Q′

1 . . .Q
′
q respe
tivement ave
 Qi beta-équivalent à Q′

i pour 
haque
i. On dé�nit une relation de rédu
tion βh, qui est in
luse dans la beta-rédu
tionordinaire : la rédu
tion de tête. On dira queM βh M

′ siM a un rédex de tête (i.e.Mn'est pas en forme normale de tête) et M ′ est obtenu en réduisant le redex de têtede M . Les formes normales pour 
ette rédu
tion sont don
 les formes normales detête. On dira qu'un terme est normalisable de tête si sa rédu
tion de tête termine.Lemme 2.7.8 Soit M un terme en forme normale de tête, et soit x1, . . . , xn uneliste de variables sans répétitions et 
ontenant toutes les variables libres de M . Alors
[M ]x1,...,xn 6= ∅.Démonstration. Par la proposition 2.7.7, il su�t de le montrer quand M est dela forme M = (x)P1 . . . Pp. Soit x0, . . . , xn une liste sans répétitions de variables
ontenant toutes les variables libres deM ; sans perte de généralité, on peut supposerque x0 = x. Par la même proposition, on a (u, ∅, . . . , ∅, b) ∈ [M ]x,x1,...,xn pour tout
b ∈ E∞ et tout u ∈ Pfin(E∞) tels que (∅, . . . , ∅, b) ∈ u (n o

urren
es de ∅). 2On va montrer que la ré
iproque est également vraie (on dit que le modèle
E∞ du lamda-
al
ul pur est sensible � au sens anglais du terme, il faudrait dire�raisonnable� ou �sensé� �). Pour 
ela, on va appliquer la te
hnique de rédu
tibil-ité qui nous a permis de prouver la normalisation forte du système F .Soit N l'ensemble des termes normalisables de tête. Soit N 0 l'ensemble destermes de la forme (x)M1, . . . ,Mn (sans restri
tion sur les Mi).Une partie X de Λ est dite saturée si, pour tous M,N,N1, . . . , Nn ∈ Λ, si
(M [N/x])N1 . . .Nn ∈ X , alors (λxM)NN1 . . . Nn ∈ X . [NB: Bien noter qu'i
i,on ne fait pas d'hypothèse sur les termes M,N,N1, . . . , Nn ∈ Λ, 
ontrairement à 
equ'on a fait pour la normalisation forte de F . ℄Lemme 2.7.9 L'ensemble N est saturé.Démonstration. C'est évident, puisque (λxM)NN1 . . . Nn βh (M [N/x])N1 . . . Nn,don
 si la rédu
tion de tête de (M [N/x])N1 . . .Nn termine (en r étapes), 
elle de
(λxM )NN1 . . . Nn βh (M [N/x])N1 . . .Nn termine aussi (en r + 1 étapes). 2Soient X ,Y ⊆ Λ. On dé�nit

(X ⇒ Y) = {M ∈ Λ | ∀N ∈ X (M)N ∈ Y} . (2.7)



36 CHAPITRE 2. SÉMANTIQUE DE SCOTTObserver que si X ′ ⊆ X ⊆ Λ et Y ⊆ Y ′ ⊆ Λ, alors (X ⇒ Y) ⊆ (X ′ ⇒ Y ′)(l'impli
ation est 
roissante à droite et dé
roissante à gau
he).Lemme 2.7.10 Soit X ⊆ Λ et soit Y saturée. Alors X ⇒ Y est saturée.L'interse
tion d'une famille quel
onque de parties saturées est saturée.Exer
i
e 2.7.4 Démontrer 
e lemme.Lemme 2.7.11 On a les in
lusions suivantes :
N 0 ⊆ (Λ ⇒ N 0) ⊆ (N 0 ⇒ N ) ⊆ N .Démonstration. La première in
lusion résulte de la dé�nition de N 0. La se
onderésulte du fait que N 0 ⊆ N et du fait que l'opération _ ⇒ _ est 
roissante àdroite et dé
roissante à gau
he. Pour la dernière in
lusion, soit M ∈ (N 0 ⇒ N ) etsupposons que M /∈ N , 
'est-à-dire qu'on a une suite in�nie de termes M1,M2, . . .tels que M1 = M et Mr βh Mr+1 pour tout r. Soit x une variable quel
onque. Ona x ∈ N 0 et don
 (M)x ∈ N .Si au
un des termes Mr ne 
ommen
e par un lambda, alors, pour tout r, ona (Mr)x βh (Mr+1)x, 
e qui 
ontredit le fait que M = M1 est normalisable detête. Don
 on peut trouver un entier l ≥ 1 tel que, pour tout r < l, le terme Mrne 
ommen
e pas par une abstra
tion, et Mr = λy Pr ave
 Pr βh Pr+1, pour tout

r ≥ l. Mais alors, on a la suite in�nie de rédu
tions de tête suivante
(M1) y βh · · · βh (Ml) y = (λy Pl) y βh Pl [y/y] = Pl βh Pl+1 βh · · · .
e qui 
ontredit le fait que (M) y ∈ N . 2Une valuation est une appli
ation I des éléments de A (à partir duquel sont
onstruits les ensembles En au paragraphe 2.7.4) vers les sous-ensembles de Λ quisont saturés, in
lus dans N et 
ontiennent N 0. Par indu
tion sur a ∈ E∞ (
'est-à-dire, par indu
tion sur le plus petit n tel que a ∈ En), on dé�nit [a]I , qui est unepartie saturée de Λ telle que N 0 ⊆ [a]I ⊆ N :� [a]I = I(a) si a ∈ A ;� [a]I = (

⋂p
i=1[bi]I) ⇒ [b]I si a = ({b1, . . . , bp}, b). Alors [a]I est saturé parhypothèse de ré
urren
e et par le lemme 2.7.10, et on a N 0 ⊆ [a]I ⊆ N parhypothèse de ré
urren
e et par le lemme 2.7.11. Observer que, quand p = 0, ona [a]I = Λ ⇒ [b]I , d'où la formulation des lemmes 2.7.10 et 2.7.11, di�érentede 
elle du lemme 
orrespondant dans le preuve de normalisation du système

F .Si u ∈ P(E∞), on pose [u]I =
⋂

a∈u[a]I , si bien, par exemple, que [∅]I = Λ. Si u estnon vide, on a [u]I ⊆ N .On peut maintenant prouver le lemme prin
ipal.Lemme 2.7.12 (adéquation) Soit M un lambda-terme et x1, . . . , xn une liste devariables deux à deux distin
tes en 
ontenant toutes les variables libres de M . Soient
u1, . . . , un ∈ Pfin(E∞) et a ∈ E∞. Soient M1, . . . ,Mn ∈ Λ et soit I une valuationquel
onque.Si (u1, . . . , un, a) ∈ [M ]x1,...,xn et si Mi ∈ [ui]I pour tout i ∈ {1, . . . , n}, alors
M [M1/x1, . . . ,Mn/xn] ∈ [a]I .Démonstration. La preuve se fait par ré
urren
e surM . Pour tout lambda-terme P ,on note P ′ le lambda-terme P [M1/x1, . . . ,Mn/xn] (dans 
ette preuve uniquement).Si M = xi, 
omme (u1, . . . , un, a) ∈ [M ]x1,...,xn , on a a ∈ ui par la proposi-tion 2.7.7, don
 [ui]I ⊆ [a]I . Or Mi ∈ [ui]I et M ′ = Mi, don
 M ′ ∈ [a]I .



2.7. DEUX MODÈLES DU LAMBDA-CALCUL PUR 37Supposons M = (P )Q. Comme (u1, . . . , un, a) ∈ [M ]x1,...,xn , par la proposi-tion 2.7.7, on peut trouver a1, . . . , ap ∈ E∞ tels que (u1, . . . , un, {a1, . . . , ap}, a) ∈
[P ]x1,...,xn et (u1, . . . , un, aj) ∈ [Q]x1,...,xn pour j ∈ {1, . . . , p}. Comme (u1, . . . , un, aj) ∈
[Q]x1,...,xn , on a 
onséquemment Q′ ∈ [aj ]I pour tout j, par hypothèse de ré
ur-ren
e, et don


Q′ ∈ [{a1, . . . , ap}]I .De même, on a par hypothèse de ré
urren
e,
P ′ ∈ [({a1, . . . , an}, a)]I = [{a1, . . . , ap}]I ⇒ [a]Ipuisqu'on a (u1, . . . , un, {a1, . . . , ap}, b) ∈ [P ]x1,...,xn . Don
 M ′ = (P ′)Q′ ∈ [a]I .Finalement, supposons M = λxP . Comme (u1, . . . , un, a) ∈ [M ]x1,...,xn , on a

a = (u, b) ave
 (u1, . . . , un, u, b) ∈ [P ]x1,...,xn,u par la proposition 2.7.7. On veutmontrer que M ′ = λxP ′ ∈ [(u, b)]I = [u]I ⇒ [b]I . Soit don
 N ∈ [u]I , il fautmontrer que (λxP ′)N ∈ [b]I . Or [b]I est saturé. Il su�t don
 de montrer que
P ′ [N/x] = P [M1/x1, . . . ,Mn/xn, N/x] ∈ [b]I (l'égalité est vraie 
ar on peut sup-poser que x n'apparaît libre dans au
un des Mi), mais 
ela résulte de l'hypothèsede ré
urren
e. 2Soit alors M tel que [M ]x1,...,xn 6= ∅. Soit (u1, . . . , un, a) ∈ [M ]x1,...,xn . Comme
xi ∈ N 0 ⊆ [ui]I pour tout i, on a, en appliquant le lemme 
i-dessus :M ∈ [a]I ⊆ N ,et don
 M est normalisable de tête. On a don
 prouvé le théorème suivant.Théorème 2.7.13 SoitM un terme et x1, . . . , xn une liste de variables sans répéti-tions 
ontenant toutes les variables libres de M . Le terme M est normalisable detête si et seulement si [M ]x1,...,xn 6= ∅, 
'est-à-dire, si et seulement si la fon
tion
[M ]x1,...,xn ne prend pas que la valeur ∅.De là on déduit fa
ilement un théorème purement syntaxique.Théorème 2.7.14 Si un termeM est beta-équivalent à un terme en forme normalede tête, alors sa rédu
tion de tête termine.Démonstration. SupposonsM beta-équivalent àM ′ qui est en forme normale de tête.Soit x1, . . . , xn une liste de variables sans répétitions 
ontenant toutes les variablesde M et de M ′. Par le lemme 2.7.8, [M ′]x1,...,xn 6= ∅. Or [M ]x1,...,xn = [M ′]x1,...,xnet don
 [M ]x1,...,xn = [M ′]x1,...,xn . On 
on
lut que M est normalisable de tête parle théorème 2.7.13. 2
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Chapitre 3PCF : syntaxe et sémantiquede S
ottOn dé�nit un lambda-
al
ul étendu, qui ressemble plus à un langage de pro-grammation que le lambda-
al
ul pur : 
'est le langage PCF (Programming withComputable Fun
tions). Voir aussi [AC98℄, et [GLT89℄ qui parle du système T deGödel, qui est similaire à PCF, ave
 un opérateur de ré
ursion à la pla
e de l'opéra-teur de point �xe.3.1 SyntaxeOn dé�nit d'abord les types : ι est un type (le type des entiers), et si A et Bsont des types, alors A⇒ B est un type.Les termes du langage PCF sont dé�nis par la syntaxe suivante.� Toute variable est un terme ;� si P et Q sont des termes, x une variable et A un type, alors λxA P et (P )Qsont des termes ;� si P est un terme, alors fix(P ) est un terme ;� si P , Q et R sont des termes, alors if(P,Q,R) est un terme ;� si n est un entier naturel, alors n est un terme ;� si P est un terme, alors succ(P ) et pred(P ) sont des termes ;3.1.1 Typage. Voi
i ensuite les règles de typage. Comme d'habitude, un 
on-texte Γ est une suite (x1 : A1, . . . , xn : An) où les xi sont des variables deux à deuxdistin
tes et où les Ai sont des types.
Γ, x : A ⊢ x : A

Γ ⊢M : A⇒ B Γ ⊢ N : A
Γ ⊢ (M)N : B

Γ, x : A ⊢M : B

Γ ⊢ λxA M : A⇒ B

Γ ⊢M : A⇒ A
Γ ⊢ fix(M) : A

Γ ⊢M : ι Γ ⊢ P : ι Γ ⊢ Q : ι

Γ ⊢ if(M,P,Q) : ι

Γ ⊢ n : ι
Γ ⊢M : ι

Γ ⊢ succ(M) : ι
Γ ⊢M : ι

Γ ⊢ pred(M) : ιRemarque 3.1.1 La restri
tion de typage du if(_,_,_), selon laquelle les deuxbran
hes de la 
onditionnelle doivent avoir le type ι, n'est pas gênante du point de39



40 CHAPITRE 3. PCF : SYNTAXE ET SÉMANTIQUE DE SCOTTvue de l'expressivité. Par exemple, si Γ ⊢ P,Q : ι⇒ ι, et si Γ ⊢ M : ι, on peutdé�nir if(M,P,Q) ave
 Γ ⊢ if(M,P,Q) : ι⇒ ι par
if(M,P,Q) = λxι if(M, (P )x, (Q)x)qui utilise un � if(_,_,_)� dont les deux bran
hes sont de type ι.3.1.2 Rédu
tion. On dé�nit une relation de rédu
tion βPCF sur les termes de

PCF, suivant le même s
héma que pour la beta-rédu
tion du lambda-
al
ul. Ondé�nit don
, par ré
urren
e sur M , l'ensemble des termes M ′ tels que M βPCF M
′.� On n'a jamais x βPCF M

′.� On n'a jamais n βPCF M
′.� On a λxA P βPCF M

′ si M ′ = λxA P ′ ave
 P βPCF P
′� On a (P )Q βPCF M

′ si� M ′ = (P ′)Q ave
 P βPCF P
′� ou M ′ = (P )Q′ ave
 Q βPCF Q

′� ou P = λxA R et M ′ = R [Q/x]� On a fix(P ) βPCF M
′ si� M ′ = fix(P ′) ave
 P βPCF P

′� ou M ′ = (P ) fix(P )� On a if(R,P,Q) βPCF M
′ si� M ′ = if(R′, P,Q) ave
 R βPCF R

′� ou M ′ = if(R,P ′, Q) ave
 P βPCF P
′� ou M ′ = if(R,P,Q′) ave
 Q βPCF Q
′� ou R = 0 et M ′ = P� ou R = n+ 1 et M ′ = Q� On a succ(P ) βPCF M

′ si� M ′ = succ(P ′) ave
 P βPCF P
′� ou P = n et M ′ = n+ 1� On a pred(P ) βPCF M

′ si� M ′ = pred(P ′) ave
 P βPCF P
′� ou P = 0 et M ′ = 0� ou P = n+ 1 et M ′ = nRemarque 3.1.2 Autrement dit, dans PCF, un redex est un terme de l'une desformes suivantes :� (λxAR

)
Q qui se réduit en R [Q/x],� fix(P ) qui se réduit en (P ) fix(P ),� if(n, P,Q) ave
 n ∈ N, qui se réduit en P si n = 0 et en Q si n > 0,� succ(n) qui se réduit en n+ 1,� pred(n) qui se réduit en 0 si n = 0 et en n− 1 si n > 0.Et on a M βPCF M ′ si on obtient M ′ en 
hoisissant dans M un redex (en uneposition quel
onque) et en le réduisant.Exer
i
e 3.1.1 Essayer de démontrer un théorème de 
on�uen
e pour (la 
l�tureré�exive-transitive de) 
ette rédu
tion.3.1.3 Rédu
tion de tête. On dé�nit de même la rédu
tion de tête βPCF,h.� On n'a jamais x βPCF,h M

′.� On n'a jamais n βPCF,h M
′.� On a λxA P βPCF,h M

′ si M ′ = λxA P ′ ave
 P βPCF,h P
′.� On a (P )Q βPCF,h M

′� si P n'est pas de le forme P = λxA R et si M ′ = (P ′)Q ave
 P βPCF,h P
′� ou si P = λxA R et M ′ = P [Q/x].



3.2. SÉMANTIQUE DE PCF DANS LA CATÉGORIE POLRK 41� On a fix(P ) βPCF,h M
′ si M ′ = (P ) fix(P )� On a if(R,P,Q) βPCF,h M

′� si M ′ = if(R′, P,Q) ave
 R βPCF,h R
′� ou si R = 0 et M ′ = P� ou si R = n+ 1 et M ′ = Q.� On a succ(P ) βPCF,h M

′� si M ′ = succ(P ′) ave
 P βPCF,h P
′� ou si P = n et M ′ = n+ 1.� On a pred(P ) βPCF,h M

′� si M ′ = pred(P ′) ave
 P βPCF,h P
′� ou si P = 0 et M ′ = 0� ou si P = n+ 1 et M ′ = n.Remarque 3.1.3 On a βPCF,h ⊆ βPCF. Observer que βPCF,h est une stratégie derédu
tion, 
'est-à-dire que, étant donné un terme de PCF M , ou bien M est en�forme normale de tête� (non rédu
tible au sens de βPCF,h), ou bien M 
ontientexa
tement un redex tel que M βPCF,h M
′.Exer
i
e∗ 3.1.2 Donner une des
ription expli
ite des termes de PCF qui sont enforme normale de tête, 
'est-à-dire, en forme normale pour βPCF,h. En déduire que,si un terme 
los M de PCF est tel que ⊢ M : ι et est normal pour βPCF,h (est enforme normale de tête), alors M est de la forme n pour un n ∈ N.3.1.4 Invarian
e de la sémantique.Lemme 3.1.4 (substitution) Soient P,Q ∈ PCF. Si Γ, x : A ⊢ P : B et si Γ ⊢

Q : A, alors Γ ⊢ P [Q/x] : B.Proposition 3.1.5 (rédu
tion du sujet) Soit M ∈ PCF. Si Γ ⊢ M : A et
M βPCF M

′, alors Γ ⊢M ′ : A.Exer
i
e 3.1.3 Démontrer le lemme de substitution puis la rédu
tion du sujet.3.2 Sémantique de PCF dans la 
atégorie PoLRKOn se pla
e dans la 
atégorie PoLRK qui est 
artésienne fermée 
omme on l'avu. On en verra les morphismes tant�t 
omme des fon
tions S
ott-
ontinues, tant�t
omme des relations.3.2.1 Opérateurs de point fixe. Soit S un préordre et soit f : I(S) → I(S)une fon
tion 
ontinue. Alors fn(∅) est une suite 
roissante d'éléments de I(S) (parré
urren
e), et, 
omme f est 
ontinue, on a
f

(
∞⋃

n=0

fn(∅)

)
=

∞⋃

n=0

fn(∅) .On note Ys(f) 
et élément de I(S). On véri�e fa
ilement que Ys(f) est le plus petitpoint �xe de f .Exer
i
e 3.2.1 Soit s ∈ PoLRK(S, S). Exprimer Ys(Fun s) en fon
tion de s.



42 CHAPITRE 3. PCF : SYNTAXE ET SÉMANTIQUE DE SCOTTOn a don
 une opération Ys : I(S ⇒ S) → I(S) qui envoie un morphisme surson plus petit point �xe. Il serait assez fa
ile, i
i, de véri�er dire
tement que 
etteopération elle-même est S
ott-
ontinue. Mais dans des modèles plus 
ompliqués (lesmodèles de jeux, par exemple), la véri�
ation dire
te que 
ette opération est unmorphisme de la 
atégorie ambiante peut devenir assez 
omplexe. Elle est en faittout-à-fait inutile : grâ
e à la 
l�ture 
artésienne, il su�t de remarquer que notreopérateur de point �xe est lui-même le plus petit point �xe d'une fon
tion d'un typeplus 
ompliqué.Soit don

Φ : I((S ⇒ S) ⇒ S) → I((S ⇒ S) ⇒ S)

Z 7→ λf (f) (Z) fCette fon
tion est bien dé�nie, et S
ott-
ontinue, 
ar la 
atégorie PoC (
'est-à-dire,la 
atégorie PoLRK : en
ore une fois, on identi�e I(U ⇒ V ) et l'ensemble des fon
-tions 
ontinues I(U) → I(V ) muni de l'ordre pon
tuel ; autrement dit, on laisse im-pli
ite l'isomorphisme Fun/Tr) est 
artésienne fermée. Soit Y ∈ I((S ⇒ S) ⇒ S) leplus petit point �xe de Φ, on a Y =
⋃∞

n=0 Φn(∅). Soit s ∈ I(S ⇒ S). On montre parré
urren
e sur n que Φn(∅)(s) = sn(∅). Cas de base : Φ0(∅)(s) = ∅ = s0(∅). Etapede ré
urren
e : Φn+1(∅)(s) = s(Φn(∅)(s)) par dé�nition de Φ, don
 Φn+1(∅)(s) =
s(sn(∅)) par hypothèse de ré
urren
e et on 
on
lut. Par suite, Y (s) =

⋃∞
n=0 s

n(∅),
e qui montre que Y envoie toute fon
tion 
ontinue s sur son plus petit point �xe
Ys(s). Don
 Ys = Y ∈ PoC(S ⇒ S, S).3.2.2 Interprétation des entiers. Soit N l'ensemble des entiers naturels,muni du préordre dis
ret : n ≤ m ssi n = m. On a don
 I(N) = P(N). C'est uneversion �non déterministe� du domaine plat des entiers. I(N) 
ontient le domaineplat des entiers (
'est l'ensemble {∅, {0}, {1}, . . .}), mais aussi toutes les superposi-tions non déterministes de 
es entiers de base. On appellera 
et objet préordre desentiers plats .On dé�nit ss, ps ∈ PoLRK(N,N) par

ss = {(u, n+ 1) ∈ Pfin(N) × N | n ∈ u} ,

ps = {(u, n) ∈ Pfin(N) × N | n+ 1 ∈ u} .Vu que l'ordre de N est dis
ret, on a bien ss, ps ∈ I(N ⇒ N). De plus, on a ps ◦
ss = Id = {(u, n) ∈ Pfin(N) × N | n ∈ u}.Exer
i
e 3.2.2 Exprimer ps et ss 
omme fon
tions 
ontinues (linéaires en fait) de
I(N) vers I(N).En�n, on dé�nit ifs ∈ PoLRK(N3,N) par

ifs = {((u, v, w), n) ∈ Pfin(N)3 × N | n ∈ v et 0 ∈ u}

∪{((u, v, w), n) ∈ Pfin(N)3 × N | n ∈ w et ∃i ∈ N i+ 1 ∈ u}Exer
i
e∗ 3.2.3 Exprimer ifs 
omme une fon
tion 
ontinue I(N)3 → I(N).Donner une version de ifs de type PoLRK(N & S & S, S) pour S un préordrequel
onque.3.2.3 Interprétation de PCF. Si A est un type, son interprétation [A]s estle préordre dé�ni par ré
urren
e par� [ι]s = N� [A⇒ B]s = [A]s ⇒ [B]s.



3.2. SÉMANTIQUE DE PCF DANS LA CATÉGORIE POLRK 43Si Γ = (x1 : A1, . . . , xn : An) est un 
ontexte de typage, on pose [Γ]s = [A1]s &
· · · & [An]s.Étant donné un 
ontexte de typage Γ et un termeM tel que Γ ⊢M : A, on dé�nitune fon
tion 
ontinue [M ]Γs : I([Γ]s) → I([A]s), par ré
urren
e sur la dérivation dutypage Γ ⊢ M : A (
'est-à-dire, par ré
urren
e sur M , puisque 
haque règle detypage 
orrespond exa
tement à une 
onstru
tion syntaxique du langage).Si M est une variable, alors M = xi pour un i ∈ {1, . . . , n} et A = Ai. Alors
[M ]Γs = πi.Si M = (P )Q, alors Γ ⊢ P : B ⇒ A et Γ ⊢ Q : B pour un 
ertain type B. Parhypothèse de ré
urren
e, on a déjà dé�ni deux fon
tions 
ontinues [P ]Γs : I([Γ]s) →
I([B]s ⇒ [A]s) et [Q]Γs : I([Γ]s) → I([B]s). On pose

[M ]Γs = Ev ◦ 〈[P ]Γs , [Q]Γs 〉 : I([Γ]s) → I([A]s)qui est une fon
tion 
ontinue. Autrement dit, si ~u ∈ [Γ]s, on a
[M ]Γs (~u) = [P ]Γs (~u)([Q]Γs (~u)) .Si M = λxB P , alors Γ, x : B ⊢ P : C ave
 A = B ⇒ C. Par hypothèse deré
urren
e on a dé�ni une fon
tion 
ontinue [P ]Γ,x:B

s : I([Γ]s & [B]s) → I([C]s). Onpose
[M ]Γs = Λ([P ]Γ,x:B

s ) : I([Γ]s) → I([A]s)qui est une fon
tion 
ontinue. Autrement dit, si ~u ∈ [Γ]s et v ∈ [B]s, on a [M ]Γs (~u)(v) =
[P ]Γ,x:B

s (~u, v).Si M = if(R,P,Q), alors on a Γ ⊢ R : ι, Γ ⊢ P : ι et Γ ⊢ Q : ι. Par hypothèse deré
urren
e, on a déjà dé�ni les fon
tions 
ontinues [R]Γs , [P ]Γs , [Q]Γs : I([Γ]s) → I(N).On pose
[M ]Γs = ifs[A]s ◦ 〈[R]Γs , [P ]Γs , [Q]Γs 〉 .Si M = k, alors [M ]Γs : I([Γ]s) → I(N) est la fon
tion 
onstante égale a {k} ∈

I(N).Si M = pred(P ), alors on a Γ ⊢ P : ι. Par hypothèse de ré
urren
e, on a déjàdé�ni la fon
tion 
ontinue [P ]Γs : I([Γ]s) → I(N). On pose
[M ]Γs = ps ◦ [P ]Γs : I([Γ]s) → I(N)qui est une fon
tion 
ontinue.Si M = succ(P ), alors on a Γ ⊢ P : ι. Par hypothèse de ré
urren
e, on a déjàdé�ni la fon
tion 
ontinue [P ]Γs : I([Γ]s) → I(N). On pose
[M ]Γs = ss ◦ [P ]Γs : I([Γ]s) → I(N)qui est une fon
tion 
ontinue.Si M = fix(P ), alors on a Γ ⊢ P : A⇒ A. Par hypothèse de ré
urren
e on adé�ni une fon
tion 
ontinue [P ]Γs : I([Γ]s) → ([A]s ⇒ [A]s). On pose

[M ]Γs = Ys ◦ [P ]Γs : I([Γ]s) → I([A]s)qui est une fon
tion 
ontinue.Lemme 3.2.1 (substitution) Soient P,Q ∈ PCF. Si Γ, x : A ⊢ P : B et si Γ ⊢
Q : A, alors [P [Q/x]]Γs = [P ]Γ,x:A

s ◦ 〈IdI([Γ]s), [Q]Γs 〉.Preuve dire
te, par ré
urren
e sur P .Lemme 3.2.2 Soient M,M ′ ∈ PCF. Si Γ ⊢ M : A et M βPCF M
′, alors [M ]Γs =

[M ′]Γs .



44 CHAPITRE 3. PCF : SYNTAXE ET SÉMANTIQUE DE SCOTTDémonstration. Par ré
urren
e sur M . Pour illustrer la stru
ture de la preuve, onva traiter un seul 
as.Supposons que M = if(R,P,Q), on a don
 Γ ⊢ R : ι, Γ ⊢ P : ι, Γ ⊢ Q : ι et
[M ]Γs = ifs ◦ 〈[R]Γs , [P ]Γs , [Q]Γs 〉 .En se reportant à la dé�nition de βPCF en 3.1.2, on voit qu'il y a 
inq 
as à traiter :� si M ′ = if(R′, P,Q) ave
 R βPCF R

′, alors on a, par hypothèse de ré
urren
e,
[R′]Γs = [R]Γs et don


[M ′]Γs = ifs ◦ 〈[R′]Γs , [P ]Γs , [Q]Γs 〉 = ifs ◦ 〈[R]Γs , [P ]Γs , [Q]Γs 〉 = [M ]Γs ;� si M ′ = if(R,P ′, Q) ave
 P βPCF P
′, on raisonne de même ;� si M ′ = if(R,P,Q′) ave
 Q βPCF Q
′, on raisonne de même ;� si R = 0 et M ′ = P , on a, [R]Γs (w) = {0} pour tout w ∈ [Γ]s et don


[M ]Γs (w) = ifs[A]s({0}, [P ]Γs (w), [Q]Γs (w) = [P ]Γs (w)et don
 [M ]Γs = [P ]Γs = [M ′]Γs .� si R = n+ 1 et M ′ = Q, on raisonne de même.Tout 
ela est plut�t long, ennuyeux et sans surprise, on peut se dispenser devéri�er les détails. . . 2Cela permet d'obtenir un résultat de �
ohéren
e� du langage, qu'on pourraitaussi obtenir en utilisant la 
on�uen
e de la rédu
tion. Mais la méthode sémantiquea l'avantage d'être très 
on
eptuelle et modulaire (si on étend le langage, il su�t detrouver une interprétation pour la nouvelle primitive).Corollaire 3.2.3 Soit M ∈ PCF tel que Γ ⊢ M : ι et soient p, q ∈ N. Si M β∗
PCF

pet M β∗
PCF

q, alors p = q.Démonstration. En e�et, [M ]Γs : I([Γ]s) → I(N⊥) est la fon
tion 
onstante quiprend la valeur p, et aussi 
elle qui prend la valeur q. Don
 p = q. 2Exer
i
e∗ 3.2.4 Soit M ∈ PCF un terme 
los tel que ⊢ M : (ι⇒ ι) ⇒ ι et soit
P ∈ PCF un terme 
los tel que ⊢ P : ι⇒ ι. On suppose que (M)P (qui est 
los etde type ι) se réduit en n (i.e. (M)P β∗

PCF
n). Montrer qu'il existe une partie �nie

I de N telle que, pour tout terme de PCF 
los P ′ tel que ⊢ P ′ : ι, si on a
∀p ∈ I ∀k ∈ N (P ) p β∗

PCF k ⇒ (P ′) p β∗
PCF kalors, on a (M)P ′ β∗

PCF
n. [ Indi
ation: Utiliser la sémantique de S
ott ! ℄ Expliquerla signi�
ation intuitive de 
e résultat.3.2.4 Uni
ité des valeurs. Avant de pouvoir prouver le théorème d'adéqua-tion de la pro
haine se
tion, il nous faut montrer que l'interprétation d'un terme
los de type ι ne peut prendre pour valeurs que des parties de N ayant au plus unélément. La valeur ∅ peut être prise, par un terme qui �bou
le�. C'est une façon dedire que le langage est �déterministe� (un terme ne peut prendre qu'une valeur).Cette véri�
ation n'est pas né
essaire dans les modèles plus standard de PCF, où

ι est interprété par le domaine plat des entiers naturels {⊥, 0, 1, 2, . . .} ave
 ⊥ < npour tout n ∈ N et n ≤ m si n = m (voir [AC98℄).Par ré
urren
e sur le type A, on dé�nit UA ⊆ I([A]s), l'ensemble des élémentsunivalués de type A.
U ι = {∅} ∪ {{n} | n ∈ N} le domaine plat des entiers, justement

UA⇒B = {f ∈ PoC(I([A]s), I([B]s)) | f(UA) ⊆ UB}.Il s'agit don
 en
ore d'une notion de rédu
tibilité, purement sémantique 
elle-
i.



3.3. CONVERGENCE DANS PCF, PRÉORDRE OBSERVATIONNEL 45Lemme 3.2.4 Pour tout type A, l'ensemble UA 
ontient ∅, et, muni de l'in
lusion,est un 
po. De plus, si u ∈ UA et u′ ∈ I([A]s) véri�ent u′ ⊆ u, alors u′ ∈ UA.Démonstration. Pour A = ι, la véri�
ation est immédiate.Supposons A = B ⇒ C, et que les propriétés à prouver sont vraies pour B et
C. L'élément ∅ ∈ I([A]s) est la fon
tion qui envoie tout u ∈ I([B]s) sur ∅ ∈ I([C]s).Comme ∅ ∈ UC , on a ∅ ∈ UA. Soit D ⊆ UA une partie �ltrante pour l'in
lusion.Soit u ∈ UB ⊆ I([B]s). Alors D(u) = {f(u) | f ∈ D} est une partie de UC (pardé�nition de UA) qui est �ltrante pour l'in
lusion (
ar f ⊆ g ⇒ f(u) ⊆ g(u) pour
f, g ∈ I([A]s)), et on a ⋃D(u) ∈ UC par hypothèse de ré
urren
e (appliquée à C).Or ⋃D(u) = (

⋃
D)(u), et on a don
 ⋃D ∈ UA. En�n, soit f ∈ UA et f ′ ∈ I([A]s)telle que f ′ ⊆ f . Si u ∈ UB, on a f ′(u) ⊆ f(u) ∈ UC , et don
 f ′(u) ∈ UC parhypothèse de ré
urren
e appliquée à C. 2Lemme 3.2.5 Si u, v, w ∈ U ι, alors ps(u), ss(u), ifs(u, v, w) ∈ U ι.La preuve est immédiate.Proposition 3.2.6 Soit Γ = (x1 : A1, . . . , xn : An) un 
ontexte de typage. Si

Γ ⊢ M : B et si ui ∈ UAi pour i = 1, . . . , n, alors [M ]Γs ∈ UB. En parti
ulier, si Mest 
los et de type ι, on a [M ]s ∈ U ι.Preuve fa
ile, par ré
urren
e sur M , en utilisant les lemmes 3.2.5 et 3.2.4.Exer
i
e∗ 3.2.5 Donner les détails de 
ette preuve.3.3 Convergen
e dans PCF, préordre observation-nelOn a vu que si M est un terme 
los tel que ⊢ M : ι et M β∗
PCF

n, alors
[M ]s = {n}. On va d'abord prouver la ré
iproque, et en fait un résultat plus fortque la ré
iproque, puisqu'il 
on
lut à la 
onvergen
e pour la rédu
tion de tête.Théorème 3.3.1 Soit M 
los tel que ⊢M : ι et soit n ∈ N. Si [M ]s = {n}, alors
M β∗

PCF,h n.La preuve, due à Plotkin (voir aussi [AC98℄), est en
ore un bel exemple derédu
tibilité. On dé�nit par indu
tion sur le type A une relation RA entre leséléments u de UA et les termes 
los M tels que ⊢M : A.On a u Rι M si u ∈ U ι, ⊢M : ι et
u = ∅ ou (∃n ∈ N u = {n} et M β∗

PCF,h n)On a f RB⇒C M si f ∈ UB⇒C , ⊢M : B ⇒ C et
∀u, P (u ∈ UB et ⊢ P : B et u RB P ) ⇒ f(u) RC (M)P .Il faut d'abord prouver trois propriétés de 
ette relation, qui se démontrenttoutes les trois par ré
urren
e sur les types.Lemme 3.3.2 Pour tout type A, tout u ∈ UA, tous termes 
los M,M ′ de type A,si M β∗

PCF,h M
′ et u RA M ′, alors u RA M .



46 CHAPITRE 3. PCF : SYNTAXE ET SÉMANTIQUE DE SCOTTDémonstration. Par ré
urren
e sur le type A. Pour A = ι, 
'est évident (transitivitéde le relation β∗
PCF,h). Soient don
 f ∈ UB⇒C et M,M ′ 
los de type B ⇒ C ettels que M β∗

PCF,h M
′ et f RB⇒C M ′. On doit montrer que f RB⇒C M ; soientdon
 u ∈ UB et P 
los tels que u RB P , il faut voir que f(u) RC (M)P . Or on a

f(u) RC (M)P , et on 
on
lut par hypothèse de ré
urren
e, puisque (M)P β∗
PCF,h

(M ′)P (voir paragraphe 3.1.3). 2Lemme 3.3.3 Pour tout type A et tout terme 
los de type A, on a ∅ RA M .La preuve est immédiate, par ré
urren
e sur A (
ar ∅ ∈ UB⇒C est la fon
tion quienvoie tout u ∈ I([B]s) sur ∅).Lemme 3.3.4 Pour tout type A, tout terme 
los M de type A, et toute suite
(un)n∈N 
roissante d'éléments de UA,

(∀n ∈ N un RA M) ⇒

( ∞⋃

n=0

un

)
RA M .Démonstration. Par ré
urren
e sur A. On suppose qu'on a un RA M pour tout

n ∈ N.Quand A = ι, 
'est évident, 
ar la suite (un)n∈N est stationnaire, vu qu'elle est
roissante et ne peut prendre pour valeurs que ∅ ou des singletons (par dé�nitionde U ι).Supposons A = B ⇒ C. Soit (fn)n∈N une suite 
roissante d'éléments de UB⇒Cet M un terme 
los de type B ⇒ C tel que fn RB⇒C M pour tout n ∈ N. Ondoit montrer que (
⋃∞

n=0 fn) RB⇒C M . Soient don
 u ∈ UB et P un terme 
los detype B tels que u RB P . Pour 
haque n, on a fn(u) RC (M)P . Par hypothèse deré
urren
e, on a ⋃∞
n=0 fn(u) RC (M)P , 
'est-à-dire (

⋃∞
n=0 fn)(u) RC (M)P . 2On peut maintenant prouver le lemme d'adéquation.Lemme 3.3.5 (adéquation) Soit Γ = (x1 : A1, . . . , xp : Ap) un 
ontexte de ty-page, soit M un terme de PCF et B un type tels que Γ ⊢ M : B. Soient N1,. . .,Npdes termes 
los de types respe
tifs A1,. . .,Ap. Soient u1 ∈ UA1 ,. . .,up ∈ UAp . Si

uj RAj Nj pour j = 1, . . . , p. On a
[M ]Γs (u1, . . . , up) R

B M [N1/x1, . . . , Np/xp] .Démonstration. Par ré
urren
e sur la dérivation de typage menant à Γ ⊢ M : B(
'est-à-dire, par ré
urren
e surM). Comme d'habitude, si R est un terme, on note
R′ le terme R [N1/x1, . . . , Np/xp].On laisse la plupart des 
as au le
teur ; on va seulement traiter les trois plusintéressants.Supposons d'abordM = if(R,P,Q) ave
 Γ ⊢ R : ι, Γ ⊢ P : ι et Γ ⊢ Q : ι. On doitmontrer que [M ]Γs (u1, . . . , up) R

ι M ′. On sait que [M ]Γs (u1, . . . , up) ∈ U ι (proposi-tion 3.2.6). Si [M ]Γs (u1, . . . , up) = ∅, il n'y a rien à prouver. Si [M ]Γs (u1, . . . , up) =
{n}, on a [R]Γs (u1, . . . , up) 6= ∅, et don
 [R]Γs (u1, . . . , up) = {r} pour un r ∈ N(puisque [R]Γs (u1, . . . , up) ∈ U ι). Si r = 0, 
'est que [P ]Γs (u1, . . . , up) = {n}. Parhypothèse de ré
urren
e, on a {0} Rι R′ et {n} Rι P ′, et don
 R′ β∗

PCF,h 0 et
P ′ β∗

PCF,h n, par dé�nition de la relation Rι. Par suite M ′ β∗
PCF,h n, 
e qu'il fallaitprouver, puisque [M ]Γs (u1, . . . , up) = {n}. Si r 6= 0, on raisonne de même.Supposons ensuite M = λxB P ave
 Γ, x : B ⊢ P : C. Il faut montrer que

[λxB P ]Γs (u1, . . . , up) R
B⇒C λxB P ′ .



3.3. CONVERGENCE DANS PCF, PRÉORDRE OBSERVATIONNEL 47Soient don
 v ∈ UB et N 
los de type B tels que v RB N . Il faut montrer que
[λxB P ]Γs (u1, . . . , up)(v) R

B⇒C
(
λxB P ′

)
N . Or, par hypothèse de ré
urren
e, on a

[P ]Γ,x:B
s (u1, . . . , up, v) R

C P ′ [N/x]. On 
on
lut, 
ar on a [λxB P ]Γs (u1, . . . , up)(v) =
[P ]Γ,x:B

s (u1, . . . , up, v), et en utilisant le lemme 3.3.2, puisque (λxB P ′
)
N β∗

PCF,h

P ′ [N/x].Supposons pour �nir que M = fix(P ), ave
 Γ ⊢ P : A⇒ A. On doit montrerque
[fix(P )]Γs (u1, . . . , up) R

A fix(P ′) .Soit f = [P ]Γs (u1, . . . , up) ∈ UA⇒A (proposition 3.2.6), et par suite fn(∅) ∈ UA pourtout n. Et on a
[fix(P )]Γs (u1, . . . , up) =

∞⋃

n=0

fn(∅) ∈ UA .Par le lemme 3.3.4, il su�t de montrer que fn(∅) RA fix(P ′) pour tout n ∈ N. Onle montre par ré
urren
e1 sur n.Pour n = 0, 
ela résulte du lemme 3.3.3. On suppose don
 n > 0. Par lelemme 3.3.2, il su�t de montrer que
fn(∅) RA (P ′) fix(P ′)puisque fix(P ′) β∗

PCF,h (P ′) fix(P ′). Or, par hypothèse de ré
urren
e (dans la ré
ur-ren
e interne, sur les entiers), on a fn−1(∅) RA fix(P ′), et par hypothèse de ré
ur-ren
e (dans la ré
urren
e externe, sur les termes), on a f RA⇒A P ′, et don

f(fn−1(∅)) RA (P ′) fix(P ′). 2On peut en déduire le résultat suivant, exprimant que la rédu
tion de tête mènetoujours au résultat, quand il y en a un.Théorème 3.3.6 Soient M un terme 
los de PCF tel que ⊢M : ι et n ∈ N tel que
M β∗

PCF
n. Alors M β∗

PCF,h n.3.3.1 Equivalen
e observationnelle et pleine adéquation. SoientM et
N deux termes de PCF 
los de type A = B1 ⇒ (B2 ⇒ · · ·(Bp ⇒ ι)). On é
rira
M ⊑obs N si, pour tout terme 
los C de type A⇒ ι, on a

∀n ∈ N (C)M β∗
PCF,h n⇒ (C)N β∗

PCF,h n .Clairement, ⊑obs est une relation de préordre sur les termes 
los de type A.Le résultat suivant est purement syntaxique, nous l'admettrons. Il exprime que,dans la dé�nition 
i-dessus de la relation ⊑obs, on peut se 
ontenter de 
onsidérerdes C (
ontextes) d'une forme parti
ulière.Théorème 3.3.7 (lemme du 
ontexte) Si, pour tous termes 
los N1, . . . , Np detypes B1, . . . , Bp, on a
∀n ∈ N (M)N1 . . . Np β

∗
PCF,h n⇒ (N)N1 . . . Np β

∗
PCF,h n ,alors M ⊑obs N .On a alors le résultat suivant, qui relie 
ette relation de préordre observationnel

⊑obs ave
 la relation d'ordre du modèle.1C'est don
 une preuve par ré
urren
e à l'intérieur de l'étape de ré
urren
e dans la preuve parré
urren
e sur les termes que nous sommes en train de développer. Dans la suite, on appellera lapremière interne et la se
onde externe.



48 CHAPITRE 3. PCF : SYNTAXE ET SÉMANTIQUE DE SCOTTThéorème 3.3.8 Soient M et N des termes 
los de type A. Si [M ]s ⊆ [N ]s, alors
M ⊑obs N .Démonstration. On suppose que [M ]s ⊆ [N ]s. Soient N1, . . . , Np des termes 
los detype B1, . . . , Bp. On suppose que (M)N1 . . . Np β

∗
PCF,h n. Alors [(M)N1 . . . Np]s =

{n} (invarian
e de la sémantique, paragraphe 3.1.4), 
'est-à-dire qu'on a l'égal-ité [M ]s([N1]s) . . . ([Np]s) = {n}, et don
 [N ]s([N1]s) . . . ([Np]s) = {n} (puisque
[M ]s ⊆ [N ]s), 
'est-à-dire [(N)N1 . . .Np]s = {n}. Par le théorème 3.3.1, on a
(N)N1 . . . Np β

∗
PCF,h n. On 
on
lut par le théorème 3.3.7. 2Soit ≃obs la relation d'équivalen
e induite par la relation de préordre ⊑obs. Ona don
 [M ]s = [N ]s ⇒ M ≃obs N , pour tous M et N 
los de même type. Sila ré
iproque était vraie, on dirait que le modèle de S
ott de PCF est pleinementadéquat (fully abstra
t). La re
her
he de modèles pleinement adéquats de PCF a étél'une des grandes o

upations des spé
ialistes de sémantique dénotationnelle. Les
atégories de jeux ont permis d'en 
onstruire.3.3.2 Le modèle de S
ott de PCF n'est pas pleinement adéquat. Ondé�nit une fon
tion por ∈ PoC(N2,N), 
'est la fon
tion Fun(t), où
t = {((x, y), 0) | 0 ∈ x ∪ y} ∪ {((x, y), 1) | 1 ∈ x ∩ y}C'est 
lairement une fon
tion S
ott-
ontinue, et 
'est don
 bien un élément de

PoC(N2,N). De plus, on véri�e fa
ilement que por ∈ U ι⇒ι⇒ι.On appelle la fon
tion por le ou parallèle 
ar elle est 
apable de déte
ter si unde ses deux arguments est égal à 0, même si l'autre ne 
onverge pas. Pour faire 
ela,il faut pouvoir évaluer �en parallèle� les deux arguments, 
e que, intuitivement, unterme de PCF ne peut pas faire.Cet élément non dé�nissable est 
ause de non plein adéquation. Soit en e�et
porg = λf ι⇒ι⇒ι if((f) 0Ω, if((f)Ω 0, if((f) 1 1,Ω, 0),Ω),Ω)où, par exemple, Ω = fix(λuι u), et don
 [Ω]s = ∅. C'est un terme 
los de type

(ι⇒ ι⇒ ι) ⇒ ι et il est fa
ile de voir que [porg]s(por) = {0}.Cependant, il est fa
ile de montrer que, dans le modèle des espa
e 
ohérents , oùle langage PCF peut aussi être interprété, la sémantique de porg est ∅, 
ar il n'y apas de fon
tion stable qui envoie ({0}, ∅) et (∅, {0}) sur {0} et ({1}, {1}) sur {1}(on interprète le type des entiers par l'espa
e 
ohérent dont la trame est N, ave
 la
ohéren
e dis
rète).Or le modèle des espa
es 
ohérents satisfait aussi le théorème d'adéquation dePlotkin (preuve identique), et par suite porg ≃obs λf Ω alors que 
es deux termesont des sémantiques de S
ott di�érentes.Mais le modèle des espa
es 
ohérents n'est pas non plus pleinement adéquat (ila ses propres �passagers 
landestins�, 
omme le ou parallèle de la sémantique deS
ott). . .Exer
i
e∗ 3.3.1 Montrer, de la façon la plus simple possible, que [Ω]s = ∅.



Chapitre 4Quelques aspe
ts quantitatifsLa sémantique de S
ott développée jusqu'i
i est �qualitative�, suivant la ter-minologie de Girard. Dans 
e modèle, l'interprétation d'un programme dé
rit lesinformations né
essaires au 
al
ul, mais pas le nombre de fois qu'elles sont utiliséespour obtenir un résultat donné.Considérons par exemple les deux programmes de PCF

P1 = λxι if(x, 0,Ω) : ι⇒ ι

P2 = λxι if(x, if(x, 0,Ω),Ω) : ι⇒ ιdans lequel Ω est un terme 
los de type ι et de sémantique ∅ (par exemple Ω =
fix(λyι y)). On véri�e fa
ilement que P1 et P2 ont la même sémantique de S
ott
[P1]s = [P2]s = {(u, 0) | u ∈ !N, 0 ∈ u} alors qu'ils di�èrent par le nombre de foisqu'ils utilisent leur argument x entier.On 
ommen
e par introduire la sémantique relationnelle �pure�, dans laquelleles types sont interprétés par des ensembles, et les preuves, par des relations entre
es ensembles. Dans 
e modèle, l'exponentielle est interprétée au moyen de multi-ensembles �nis (et non d'ensembles �nis), et rend 
ompte de la di�éren
e entre P1et P2. En 
e sens, 
'est une sémantique �quantitative�.4.1 Sémantique relationnelle de LLSoit Rel la 
atégorie dont les objets sont les ensembles, et telle que Rel(X,Y ) =
P(X × Y ), la 
omposition étant dé�nie de façon relationnelle. Plus pré
isément,IdX = {(a, a) | a ∈ X}et, si s ∈ Rel(X,Y ) et t ∈ Rel(Y, Z), alors

t · s = {(a, c) ∈ X × Z | ∃b ∈ Y (a, b) ∈ s et (b, c) ∈ t} .Si on voit s et t 
omme des matri
es (d'in
iden
e) à 
oe�
ients dans {0, 1}, 
ette
omposition peut être vue 
omme un simple produit de matri
es.4.1.1 Stru
ture monoïdale. Le produit tensoriel de deux ensembles X et Ydans Rel est leur produit 
artésien au sens ensembliste habituel : X ⊗ Y = X × Y .Le produit tensoriel des morphismes est dé�ni 
omme dans la 
atégorie PoLR. Si
si ∈ Rel(Xi, Yi) pour i = 1, 2, alors s1 ⊗ s2 ∈ Rel(X1 ⊗X2, Y1 ⊗ Y2) est donné par

s1 ⊗ s2 = {((a1, a2), (b1, b2)) | (ai, bi) ∈ si pour i = 1, 2} .49



50 CHAPITRE 4. QUELQUES ASPECTS QUANTITATIFSOn voit fa
ilement que 
'est une opération fon
torielle, et que les isomorphismesd'asso
iativité et de symétrie (et d'élémément neutre) du produit 
artésien sontdes isomorphismes dans la 
atégorie Rel qui satisfont les axiomes de 
atégoriemonoïdale symétrique. L'objet neutre du produit tensoriel est bien sûr le singleton
1 = {∗}.Exer
i
e∗ 4.1.1 Montrer que les isomorphismes dans Rel sont les bije
tions.On dé�nit égalementX ⊸ Y = X×Y , et alors il est fa
ile de voir queX ⊸ Y estl'objet des morphismes deX vers Y , l'évaluation linéaire ev ∈ Rel((X ⊸ Y )⊗X,Y )étant donnée par ev = {(((a, b), a), b) | (a, b) ∈ X × Y } .On véri�e fa
ilement que Rel, muni de 
e produit tensoriel est symétrique monoï-dale fermée. C'est une 
atégorie étoile-autonome : on prend ⊥ = 1 
omme objetdualisant, et la négation linéaire X⊥ est X .Si s ∈ Rel(X,Y ), le morphisme transposé ts ∈ Rel(Y ⊥, X⊥) = P(Y ×X) est

ts = {(b, a) ∈ Y ×X | (a, b) ∈ s} .4.1.2 Produits et 
oproduits. Soit (Xi)i∈I une famille d'ensembles. Soit˘
i∈I Xi =

⋃
i∈I({i} × Xi). Cet ensemble est le produit des Xi dans la 
atégorie

Rel, ave
 les proje
tions
πi = {((i, a), a) | a ∈ Xi} ∈ Rel

(
¯

j∈I

Xj , Xi

)Si si ∈ Rel(Y,Xi) est une famille de morphismes dans Rel, le morphisme 〈si〉i∈I ∈
Rel

(
Y,

˘
i∈I Xi

) est donné par
〈si〉i∈I = {(b, (i, a)) | i ∈ I et (b, a) ∈ si} .Exer
i
e∗ 4.1.2 Véri�er que la propriété universelle du produit 
artésien est biensatisfaite. Autrment dit, 〈si〉i∈I est l'unique élément t de Rel

(
Y,

˘
i∈I Xi

) tel que
πi · t = si pour tout i ∈ I.Puisque la négation linéaire X 7→ X⊥ est l'identité sur les objets, ˘i∈I Xi estaussi le 
oproduit des Xi dans la 
atégorie Rel.4.1.3 Exponentielles. Soit X un ensemble. On pose !X = Mfin(X), l'ensem-ble des multi-ensembles �nis d'éléments de X . Un élément de Mfin(X) est don
une fon
tion m : X → N telle que m(a) = 0 pour tous les éléments de X saufun nombre �ni d'entre eux. On note 0 le multi-ensemble vide (tel que 0(a) = 0pour tout a ∈ X). On note m+m′ la somme des multi-ensembles m et m′, dé�niepar (m +m′)(a) = m(a) +m′(a). En�n, |m| dénote l'ensemble des a ∈ X tels que
m(a) 6= 0, on appel 
et ensemble le support de m, il est �ni. On appelle 
ardinal de
m le nombre d'éléments #m de m, en tenant 
ompte des multipli
ités. Autrementdit, #m =

∑
a∈X m(a) ∈ N.Soit x ⊆ X . On note x! l'ensemble Mfin(x) ⊆ !X ; 
'est le promu de x. Si

s ∈ Rel(X,Y ), on pose
!s = {([a1, . . . , an], [b1, . . . , bn]) | n ∈ N et (ai, bi) ∈ s pour tout i} .Autrement dit, un 
ouple (m, p) ∈ !X×!Y appartient à !s si les deux multi-ensembles

m et p ont même 
ardinal n, et peuvent s'é
rire m = [a1, . . . , an] et p = [b1, . . . , bn]ave
 (ai, bi) ∈ s pour tout i.



4.1. SÉMANTIQUE RELATIONNELLE DE LL 51Lemme 4.1.1 L'opération !_ est un fon
teur. De plus, si s ∈ Rel(X,Y ) et x ⊆ X,on a !s · x! = (s · x)!.La déréli
tion et le digging sont dé�nis pardX = {([a], a) | a ∈ X} ∈ Rel(!X,X)pX = {(m1 + · · · +mn, [m1, . . . ,mn]) | m1, . . . ,mn ∈ !X} ∈ Rel(!X, !!X) .Lemme 4.1.2 Ces deux morphismes sont des transformations naturelles, et fontde !_ une 
omonade. On rappelle que ça signi�e que les trois équations suivantessont satisfaites : d!S · pS = Id!S

!dS · pS = Id!Sp!S · pS = !pS · pS .Exer
i
e∗ 4.1.3 Prouver 
es deux lemmes.Soient X et Y deux ensembles. La fon
tion
!(X & Y ) → !X ⊗ !Y

[(1, a1), . . . , (1, ap), (2, b1), . . . , (2, bq)] 7→ ([a1, . . . , ap], [b1, . . . , bq])dé�nit une bije
tion, et don
 un isomorphisme (dans Rel) de !(X & Y ) vers !X⊗!Y .4.1.4 Catégorie de Kleisli. Elle est dé�ne 
omme en 2.6.5, on la note RelK.Un objet de RelK est un ensemble, et RelK(X,Y ) = Rel(!X,Y ). Contrairement à 
equi se passait dans PoLRK, il n'est pas possible de voir les éléments de RelK(X,Y )
omme des fon
tions (du moins, pas dire
tement). On rappelle que l'identité en Xest dX ∈ RelK(X,X) et que la 
omposition de s ∈ RelK(X,Y ) et de t ∈ RelK(Y, Z)est
t ◦K s = t · !s · ps .Exer
i
e∗ 4.1.4 Soient m ∈ !X et c ∈ Z. Montrer que (m, c) ∈ t ◦K s si etseulement si on peut trouver (m1, b1), . . . , (mn, bn) ∈ s tels que m1 + · · ·+mn = met ([b1, . . . , bn], c) ∈ t.Comme en 2.6.5, on voit fa
ilement que RelK est 
artésienne fermée. Le produit
artésien d'une famille (Xi)i∈I d'ensembles estX =

˘
i∈I Xi, ave
 les proje
tions πi·dX ∈ RelK(

˘
i∈I Xi, Xi). L'objet des morphismes de X vers Y est X ⇒ Y = !X ⊸

Y , ave
 
omme morphisme d'évaluation Ev ∈ Rel(!(X ⇒ Y ) ⊗ !X,Y ) (indenti�ant
!((X ⇒ Y ) & X) et !(X ⇒ Y ) ⊗ !X) est donné parEv = {(([(m, b)],m), b) | m ∈ !X et b ∈ Y } .4.1.5 Um modèle du lambda-
al
ul pur. Il est très fa
ile de 
onstruire unmodèle du lambda-
al
ul pur (beta et eta) dans la 
atégorie RelK. On 
onstruitune suite d'ensembles (Dn)n∈N en posant

D0 = ∅

Dn+1 = Mfin(N ×Dn) .Cette suite d'ensembles est 
roissante, et on pose D∞ =
⋃∞

n=0Dn.Autrement dit, D∞ est le plus petit ensemble qui a la propriété suivante : pourtoute famille ~m = (mn)n∈N telle que mn ∈ Mfin(D∞) pour tout n ∈ N et mn = 0pour presque tout n, on a ~m ∈ D∞. On a une bije
tion évidente entre Mfin(D∞)×
D∞ et D∞ (qui envoie le 
ouple (p, ~m) sur ~p ∈ D∞ donné par p0 = p et pn+1 = mn).C'est un isomorphisme (dans RelK) de D∞ ⇒ D∞ vers D∞.



52 CHAPITRE 4. QUELQUES ASPECTS QUANTITATIFS4.2 Cal
ul ave
 ressour
esPuisque notre modèle tient 
ompte des mutipli
ités, il semble naturel de 
her
heune syntaxe dans laquelle les multipli
ités soient également expli
ites. C'est le 
asdu lambda-
al
ul ave
 ressour
es que nous introduisons maintenant, et qui nousservira à �approximer� les lambda-termes ordinaires. C'est un langage qui se situeen quelque sorte à l'interfa
e entre la syntaxe et la sémantique.4.2.1 Syntaxe. On travaille ave
 le même variables que pour le lambda-
al
ulpur. On dé�nit les termes simples 
omme suit.� Si x est une variable, x est un terme simple.� Si x est une variable et s est un terme simple, λx s est un terme simple.� Si s est un terme simple et si T est un multiensemble �ni de termes simples,alors 〈s〉T est un terme simple.Les termes simples sont 
onsidérés systématiquement à alpha-
onversion près.On note ∆ l'ensemble des termes simples et ∆! l'ensemble des multi-sensemblesde termes simples, qu'on appellera aussi poly-termes .Un terme ave
 ressour
es est alors un ensemble (�ni ou non) de termes simples.On note 
es termes s, t, et
.4.2.2 Notation. On é
rira parfois t1 · · · tn pour dénoter le poly-terme [t1, . . . , tn]et 1 pour dénoter le poly-terme vide [].4.2.3 Convention. On 
onsidère impli
itement tout terme simple s 
omme leterme ave
 ressour
es {s}. On étend aux termes ave
 ressour
es les 
onstru
tionsdé�nies pour les termes simples, par �linéarité� :
λx s = {λx s | s ∈ s}

〈s〉 [t1, . . . , tn] = {〈s〉 [t1, . . . , tn] | s ∈ s et ∀i ti ∈ ti}4.2.4 Substitution atomique. On dé�nit une notion de substitution atom-ique, qui rempla
e, dans un terme simple une o

urren
e de variable par un termeave
 ressour
es. Comme il y a plusieurs façons de faire, le résultat est un ensemble,
'est-à-dire, un terme ave
 ressour
es. Soient t un terme ave
 ressour
es et x unevariable. Alors ∂s
∂x

· t est dé�ni par ré
urren
e sur s :
∂y

∂x
· t =

{
t si y = x

∅ sinon
∂λy s

∂x
· t = λy

(
∂s

∂x
· t

)

∂〈s〉 [s1, . . . , sn]

∂x
· t =

〈
∂s

∂x
· t

〉
[s1, . . . , sn]

∪ 〈s〉 [
∂s1
∂x

· t, s2, . . . , sn] ∪ · · · ∪ 〈s〉 [s1, . . . , sn−1,
∂sn

∂x
· t]Bien noter qu'on utilise fortement la 
onvention 4.2.3 dans 
ette dé�nition.Autrement dit, et 
ompte tenu de la 
onvention 4.2.3, si x1, . . . , xn sont lesdi�érentes o

urren
es de x dans s, on a

∂s

∂x
· t = {s [t/xi] | i = 1, . . . , n et t ∈ t}et don
 les éléments de ∂s

∂x
· t ont n − 1 o

urren
es de x (si on suppose que t n'aau
une o

urren
e libre de x).



4.2. CALCUL AVEC RESSOURCES 53On étend par linéarité 
ette opération à tous les termes ave
 ressour
es s :
∂s

∂x
· t =

⋃

s∈s

∂s

∂x
· t .Lemme 4.2.1 La substitution atomique est bilinéaire, 
'est-à-dire que

∂

∂x

(⋃

i∈I

ui

)
·


⋃

j∈J

vj


 =

⋃

(i,j)∈I×J

∂ui

∂x
· vjDémonstration. Il su�t de montrer que ∂u

∂x
·
(⋃

j∈J vj

)
=
⋃

j∈J
∂u
∂x

· vj , 
e qui estimmédiat, par ré
urren
e sur u. 2Lemme 4.2.2 Si x n'apparaît pas libre dans u (
'est-à-dire, dans au
un des élé-ments de u), alors ∂u
∂x

· v = ∅.Démonstration. Il su�t de le montrer pour u simple, et on le fait par une ré
urren
eimmédiate sur u. 2Lemme 4.2.3 Soient s, u et v des termes ave
 ressour
es et soient x et y desvariables (distin
tes ou non). On suppose que x n'apparaît pas libre dans v. On a
∂

∂y

( ∂s
∂x

· u
)
· v =

∂

∂x

(∂s
∂y

· v
)
· u ∪

∂s

∂x
·

(
∂u

∂y
· v

)Exer
i
e∗ 4.2.1 Prouver 
e lemme (ré
urren
e sur s).4.2.5 Rédu
tion à petit pas. Soit s un terme simple et u un terme ave
ressour
es. Par ré
urren
e sur s, on dé
rit quand s βp u.� Si s est une variable, on n'a jamais s βp u.� Si s = λx t, on a s βp u si u = λx v et t βp v.� Si s = 〈t〉T (ave
 T = [t1, . . . , tn]), on a s βp u dans l'un des 
as suivants :� u = 〈v〉T ave
 t βp v ;� il existe i ∈ {1, . . . , n} tel que u = 〈t〉 [t1, . . . , ti−1, vi, ti+1, . . . , tn] ave
 ti βp

vi ;� t = λxw et il existe i ∈ {1, . . . , n} tel que
u =

〈
λx

(
∂w

∂x
· ti

)〉
[t1, . . . , ti−1, ti+1, . . . , tn]Dans le dernier 
as, on dit que s est un redex et que u est l'un de ses réduits.Autrement dit, s βp u si s 
ontient un rédex t (au sens 
i-dessus), v est l'un desréduits de t, et u est l'ensemble des termes obtenus en remplaçant le redex t par leséléments de v dans s. Pour être très pré
is, t est une o

urren
e de redex dans s.On a dé�ni la rédu
tion à petits pas sur les termes simples ; on l'étend maintenantaux termes ave
 ressour
es quel
onques. On dira que s βp u si s = {si | i ∈ I} et

u =
(⋃

i∈I ui

), ave
 si βp ui ou ui = {si} pour 
haque i ∈ I et si, pour au moins un
i, on a si βp ui.Proposition 4.2.4 La relation de rédu
tion β∗

p (
l�ture transitive de βp) est 
on-�uente sur les termes ave
 ressour
es.On ne donnera pas la preuve i
i. Disons simplement qu'elle est basée sur la méthode
lassique de Tait et Martin-Löf.



54 CHAPITRE 4. QUELQUES ASPECTS QUANTITATIFSProposition 4.2.5 Toute partie �nie de ∆ est fortement normalisante pour βp.Démonstration. Utiliser le lemme de König, en observant que si s βp u, alors 
haqueélément de u a une o

urren
e de variable en moins. 2Exer
i
e 4.2.2 Rédiger 
ette preuve.4.2.6 Rédu
tion à grand pas. Soit s un terme simple et T un poly-terme sim-ple. On dé�nit ∂x(s, T ) 
omme suit. On é
rit T = [t1, . . . , tn] et on note x1, . . . , xkles di�érentes o

urren
es libres de x dans s. On pose
∂x(s, T ) =

{
∅ si k 6= n

{s[tf(1)/x1, . . . , tf(n)/xn] | f ∈ Sn} sinonoù Sn est l'ensemble des permutations de {1, . . . , n}. Remarquer que 
ette dé�nitionne dépend pas du 
hoix de l'énumération t1, . . . , tn des éléments de T .On dé�nt alors la rédu
tion à grands pas 
omme on l'a fait pour la rédu
tionà petit pas, sauf dans le 
as �redex�. Soit s un terme simple et u un terme ave
ressour
es. Par ré
urren
e sur s, on dé
rit quand s βg u.� Si s est une variable, on n'a jamais s βg u.� Si s = λx t, on a s βg u si u = λx v et t βg v.� Si s = 〈t〉T (ave
 T = [t1, . . . , tn]), on a s βg u dans l'un des 
as suivants :� u = 〈v〉T ave
 t βg v ;� il existe i ∈ {1, . . . , n} tel que u = 〈t〉 [t1, . . . , ti−1, vi, ti+1, . . . , tn] ave
 ti βg

vi ;� t = λxw et u = ∂x(w, T ).On étend βg aux termes ave
 ressour
es 
omme on l'a fait pour βp.Lemme 4.2.6 Si s βg s′, alors s β∗
p s

′. De plus, un terme simple est normal pour
βg si et seulement si il est normal pour βp.Par suite, si s est un terme simple, on atteint sa forme normale (au sens de βp) enitérant la rédu
tion βg.4.3 Typage et sémantique relationnelle4.3.1 Typage simple. On 
onsidère un système de types simples, dé�ni 
ommeen 1.1.3, ave
 les quanti�
ateurs en moins (il ne serait pas di�
ile de les 
onsidéreraussi mais 
ela ne nous servirait pas i
i). Les règles de typage sont les suivantes.

Γ, x : A ⊢ x : A

Γ, x : A ⊢ s : B

Γ ⊢ λxA s : A⇒ B

Γ ⊢ s : A⇒ B Γ ⊢ ti : A (pour i = 1, . . . , n)
Γ ⊢ 〈s〉 t1 · · · tn : BEn�n, si s est un terme ave
 ressour
es, on é
rira Γ ⊢ s : A si on a Γ ⊢ s : A pourtout s ∈ s. En parti
ulier, on a toujours Γ ⊢ ∅ : A, et si Γ ⊢ s : A et Γ ⊢ t : A, alors

Γ ⊢ s ∪ t : A.Lemme 4.3.1 (substitution) Si Γ, x : A ⊢ s : B et si Γ ⊢ t : A, alors Γ, x : A ⊢
∂s
∂x

· t : B.



4.3. TYPAGE ET SÉMANTIQUE RELATIONNELLE 55La preuve est une simple ré
urren
e sur s. On en déduit fa
ilement le résultatsuivant.Proposition 4.3.2 (rédu
tion du sujet) Si Γ ⊢ s : A et si s βp s′, alors Γ ⊢ s′ :
A. Si Γ ⊢ s : A et si s βg s′, alors Γ ⊢ s′ : A.4.3.2 Sémantique relationnelle : 
as simplement typé.À SUIVRE. . .
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