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Exercice 1.
Question 1la. Nous montrons que 'opération sur les ensembles
B — AxB (1)

définit un foncteur de la catégorie Ens dans elle-méme. L’équation (1) définit
la fonction sous-jacente sur les objets. Reste a définir l'action du foncteur
sur les morphismes. Il y a deux facons de procéder: soit directement dans la
catégorie Ens, soit plus conceptuellement, en utilisant le fait que le produit
définit un produit cartésien dans la catégorie Ens.

Premiere méthode. A toute fonction
f : B— B
on associe la fonction
Axf : AxB-—AxDB
définie de la maniere suivante:
Axfooo (a,b) = (a, f()). (2)

On vérifie que les deux lois fonctorielles sont vérifiées. Tout d’abord, pour tout
ensemble B, la fonction

Axidg : AxB-—AxB
est définie de la sorte:
Axidg : (a,b)— (a,idg(b)) = (a,b).
On a donc 1’égalité:
Axidg = idaxs.

Ensuite, soient deux fonctions

f:B— B g: B — B”".



On s’assure que la composée de leurs images
(Axg)o(Axf) : (ab)— (a,[f(g(b)))
est bien égale a I'image de leur composée:
Ax(gof) : (a,b)—(a,(fog)b)).

Cela démontre que (1) et (2) définit un foncteur de la catégorie Ens dans elle-
meéme.

Deuxiéme méthode. On utilise le fait que le diagramme
A AxB B
définit un produit cartésien dans la catégorie Ens. Pour tout morphisme
f : B— B

il existe par universalité du produit cartésien (A x B’,m,m2) un morphisme
unique h qui fait commuter le diagramme suivant:

Ax B

A B

ida f

On définit
Axf = h (3)

On montre que (1) et (3) définit bien un foncteur, en s’assurant que les lois
fonctorielles sont bien vérifiées. Tout d’abord, le diagramme suivant commute:

Ax B
S
A idax B B
Ax B idp

MEERN

ida
A



Cela démontre, par unicité de la solution universelle décrite en (3), que

A x idB = idAxB.
Ensuite, soient deux morphismes:

f:B— B g: B — B”".
Par définition de A X f et A X g, le diagramme suivant commute:
Ax B
K
A Axf B
ida Ax DB
X
Axg

B/

ida A x B" 9

A B//

De cela, on déduit que le diagramme suivant commute:

Ax B
B

(Axg)o(Axf)

ida gof

De nouveau, on déduit de I'unicité de la solution universelle décrite en (3), que

Ax(gef) = (Axg)o(Ax])

Ce qui démontre que (1) et (3) définit un foncteur de la catégorie Ens dans
elle-méme.



Remarque. Plus généralement, soit une paire de morphismes
fiA— A g:B— B
Par propriété universelle du produit cartésien
AT A B =B

il existe un unique morphisme A faisant commuter le diagramme

Ax B (4)
N
h B
\

f A’ x B’ g

>N
A B

On définit le morphisme
fxg = h

On montre que cette construction définit un foncteur de la catégorie Ens x Ens
dans la catégorie Ens de la méme fagon. Prouvons ici une des deux lois de
fonctorialité. Soit une paire de morphismes

(f,g) : AxB-— A'xB (f',g) + AxB — A" xB"

de la catégorie Ens x Ens. Par définition de f x g et de f’ x ¢’, le diagramme
suivant commute:

AxB
/ K
A fxg B
! A’ x B’ g
Y
A’ f'xg’ B’
f/ A// X B// q/
PO
A// BII



De cela, on déduit que le diagramme suivant commute:

Ax B
T ™2
A (f'Xg')lO(fXQ) B
flof A" x B" g'og
L
A// B//

On déduit alors de 1'unicité de la solution universelle décrite en (4), que

(ffof)yx(dog) = (9 xg)o(f xf)

Question 1b. Nous montrons que 'opération sur les ensembles
B — AxB (5)

définit un foncteur de la catégorie Ens dans elle-méme. De nouveau, on a deux
méthodes: 1'une directe, et 'autre plus conceptuelle, qui utilise la propriété
universelle du morphisme d’évaluation:

eval : Ax(A=B) — B
vue en cours.
Premiére méthode. A toute fonction
g : B—DB
on associe la fonction:
A=h : A=B-—A=D
définie par post-composition:
A=g : frrgof. (6)

On montre les deux propriétés fonctorielles comme suit. Tout d’abord, pour tout
ensemble B, la fonction

A=idy : A=B-—A=20B
est définie de la sorte:

A=idg : fridgof=f



On a donc 1’égalité:
A= idB = idAﬁB-

Ensuite, soient deux fonctions
g:B— B h:B — B".
On s’assure que la composée de leurs images
(A=h)o(Axg) : frho(gof)
est bien égale a I'image de leur composée:
Ax(hog) : fr(hog)of

en utilisant la propriété d’associativité de la composition de fonction. Cela
démontre que (5) et (6) définit un foncteur de la catégorie Ens dans elle-méme.

Deuxiéme méthode. Par la propriété universelle, toute fonction
g :+ B — B
détermine un et un seul morphisme
h : A=B — A=DB

tel que le diagramme suivant commute:

Ax(A=B) ' s Ax A= B)
eval eval
B ? B
On définit:
A=g = h (7)

On montre que (5) et (7) vérifient bien les deux lois fonctorielles. Tout d’abord,
pour tout objet B, le diagramme suivant commute:

tdAx(A=B)

Ax (A= B) Ax (A= B)

eval eval

idp




On a démontré dans la question (1a) que A x — définit un foncteur. Cela assure
que ’égalité suivante est vérifiée:

idaxa=p) = AXidasp.
De ce fait, le diagramme suivant commute:

AXidA@B

Ax (A= B) Ax (A= B)
eval eval
id
B E B

Par unicité de la solution universelle, on en déduit 1’égalité recherchée:
A=idp = 1ids=p.
Vérifions la seconde loi fonctorielle. Soit une paire de morphismes:
g:B— B g :B — B,
Par définition, le diagramme suivant commute:

Ax(A=g) Ax(A=g")
_—

Ax(A=B)————Ax (A= B) Ax (A= B")
eval eval eval
B . B 2 B”
On en déduit que le diagramme suivant commute:
Ax (A= By U= =0 442 gy
eval eval
B 7o B

De nouveau, on utilise le fait que A x — définit un foncteur. On a donc ’égalité
suivante:

Ax(A=g)oAx(A=yg) = Ax((A=4g)o(A=yg)).



On en déduit que le diagramme suivant commute:

Ax((A=g')o(A=>g))

Ax (A= B) Ax (A= B")
eval eval
B g'og B

De la, on déduit I'égalité recherchée par unicité de la solution universelle:
(A=g)o(A=yg) = A=(gog).

De cela, on conclut que (5) et (6) définit bien un foncteur de la catégorie Ens
dans elle-méme.

Exercice 2.

La réponse a cette question se trouve dans les transparents.



