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Le 17 Février 2005 de 16h a 19h

DOMAINES
Exercice 1.

PCF unaire est le A-calcul simplement typé avec un seul type de base
0, et trois constantes: Q,Top : 0 et And : 0 — (0 — 0). La sémantique
opérationnelle de And est définie par:

Top siM —*Topet N —*Top
Q sinon

And M N —>*{

Soient ({C°}, []€),({S°}, []°) (le modele continu et le modele stable de

PCF unaire, respectivement), définis par:
o C°=8"={1l<T}

e C?77 est I’ensemble des fonctions monotones de C? dans C”, ordonné
point par point (f < g si Vz € C7 f(z) < g(z)).

e 5777 est I'ensemble des fonctions stable de §7 dans &7, ordonné par
lordre stable (f < gsiVe <y e 87 f(z) = f(y) A g(x)).

o [2° = [ =L, [Top]© = [Top]® = T.

T sta=Tetb=T
1 sinon

o [And] a b= [And]® a b= {

On définit deux hiérachies de types: les types du premier ordre, O,, et les
types pures P,, n € N:

.OQ:P()ZO



e Oiy1 =0— 0
e Pyu=PF—o

Question 1. Décrire les ensembles partiellement ordonnés qui interpretent
les types O; = P;, O et P, dans les modeles continu et stable (il s’agit de
dessiner les diagrammes de Hasse de ces six ordres partiels; pour en identifier
les éléments, vous pouvez utiliser des abréviations telles que ¢d pour la fonc-
tion idéntité, Ax T pour la fonction constante T, Azy x V y pour la fonction
binaire qui vaut T si un de ses argument est T, etc...).

Question 2.

e Exhiber un type du premier ordre o et un élément f € C? tel que f
n’est pas définissable par un terme de PCF unaire.

e Exhiber un type pure 7 et un élément f € S tel que f n’est pas
définissable par un terme de PCF unaire.

Question 3.

e Montrer que tous les éléments du modele stable, aux types du premier
ordre, sont définissables.

e Montrer que tous les éléments du modele continu, aux types purs, sont
définissables.

Question 4 (facultative). Comment pourrait-on définir un “modele quo-
tient” {C/S}7, a partir de la relation logique entre {C}” et {S}? qui est
I'identité au type o?

Que pourrait-on dire/conjecturer sur la définissabilité des éléments de ce
modele quotient?

JEUX
Exercice 2.
Solent

F = MAn(let z=n in (case z ff else (g)(pred z)))
G = An(let z=n in (case z t else (f)(pred z2)))



deux termes mutuellement récursifs, dont le type est donné par:

f :nat — bool, g :nat — bool F F' :nat — bool
f :nat — bool, g :nat — bool F G :nat — bool

On construit le point fixe pour F' de la maniere suivante:

H = (fixpt \f(F f (G' [)))

ou

G'f = (fixpt Ag(G [ 9)).
Calculez les stratégies interprétant F', G’ et H dans les jeux d’arenes. Quelle
fonction H calcule-t-elle?

Exercice 3.

Considérez les termes Y5 and X5 de PCF unaire

f:ilo—=o0—0)—o0 F (f)Azxizy (/) prye (And x1 y2) : 0
f:lo—=0—0)—0 F (f)Ax1za (f)A\hrys (And x1 x2) 0

On interprete le type o par I'arene avec une question et une seule réponse;
And x1 x5 évalue d’abord x; et ensuite x5 (ssi 27 termine).

Trouvez une stratégie o tel que o ; [Ya] converge et o ; [X3] diverge, c’est-
a~dire o ; [Ya] = [Top] et o ; [Xa] = [Q].

Appliquez le théoreme de définissabilité pour trouver un terme clos de
PCF unaire qui définit o et ainsi donnez un contexte qui sépare (Af Ys) et

(Af Xa).
Exercice 4. (facultatif)

Pour 0 : A= B et 7: B = C deux stratégies déterministes (pas forcément
innocentes), démontrez le lemme de témoin unique: pour tout s € o ;7 il
existe un unique u € Z(A, B,C') tel que s = u[A,C et aussi u[ A, B € o et
ulB,C €.

En déduire que la stratégie o ; 7 est aussi déterministe.



CATEGORIES
Exercice 5.

Un monoide (M, -, e) est un ensemble muni d’une loi produit:

MxM — M
(z,y) +— x-y

associative:
Vr,yz€ M,  (v-y)-z=x-(y-2)

et d’un élément unité e:
Ve e M, r-e=r=e-x.

Nous définissons la catégorie P comme suit: elle a pour objets les sous-
ensembles du monoide (M, -, e), avec un morphisme unique

X =Y
entre deux tels sous-ensembles X et Y lorsque X est sous-ensemble de Y.

Question 1. Montrer que la catégorie P dispose d'un objet initial, d'un
objet terminal, et que I'intersection de deux sous-ensembles X et Y:

XNY={z2]|zeXetzeY}

définit leur produit cartésien.
Question 2. Si X et Y sont deux sous-ensembles de M, on définit:

XeY={zry|lreX yeY}

Montrer que ® définit une catégorie monoidale. Quel en est 'objet unité 1 ?
Question 3. Montrer que la catégorie P est monoidale fermée, au sens ou
il existe, pour tout sous-ensemble X et Y de M, un sous-ensemble X — Y
de M tel que:

Homp(X ®Y,Z) 2 Homp(Y, X — Z).

Donner une définition explicite de ce sous-ensemble X — Z. Et expliquer
pourquoi il est inutile dans ce cas de s’assurer des diagrammes de naturalité
donnés en cours.



Question 4. Montrer que deux objets sont isomorphes dans P si et seule-
ment si ils sont égaux. En déduire que la catégorie P est symétrique si et
seulement si le monoide M est commutatif.

Question 5. Soient X et I deux sous-ensembles quelconques de M. Déduire
du cours que X est sous-ensemble de (X —o 1) —o L lorsque le monoide M
est commutatif.

Question 6. Donner un exemple de monoide commutatif M et de sous-
ensembles X et L tels que X # (X — 1) —o L.



