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Tour d'horizon du parallélisme

» cf. le cours de Jean-Yves L'Excellent : « Algorithmique numérique
parallele ».
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Contexte de travail

» Calcul scientifique : gros besoins en calcul ou de capacité de
stockage.

» Nécessité d'utiliser des « systemes multiprocesseurs » :
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Ordinateurs paralleles a mémoire partagée.
Ordinateurs paralléles a mémoire distribuée.
Grappes (clusters).

Grappes hétérogenes.

Grappes de grappes.

Réseau de stations de travail.

La grille.

» Problématique : tenir compte de |I'hétérogénéité au niveau al-
gorithmique.
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Plates-formes d'exécution : Plates-formes distribuées hétérogenes
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» Hétérogénéité des processeurs (puissance de calcul, mémoire,
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Nouvelles plates-formes, nouveaux problemes

Plates-formes d'exécution : Plates-formes distribuées hétérogenes
(réseau de stations de travail, clusters, clusters de clusters, grilles,
etc.)

De nouvelles sources de problemes
» Hétérogénéité des processeurs (puissance de calcul, mémoire,
etc.)
» Hétérogénéité des liens de communications.
» Irrégularité du réseau d'interconnexion.

» Plates-formes non-dédiées.

Il faut adapter les approches algorithmiques et les stratégies d'or-
donnancement : nouveaux objectifs, nouveaux modeles, etc.



Exemple d'application : tomographie sismique de la terre

» Modélisation de la structure
interne de la terre

» Validation du modele par comparaison du temps de propagation
dans le modele d'une onde sismique par rapport a la réalité

» Ensemble des événements sismiques de |'année 1999 : 817101

» Code original écrit pour un ordinateur paralléle :

if (rank = ROOT) ) )
raydata < read n lines from data file;

MPI_Scatter(raydata, n/P, ..., rbuff, ...,
Eardatas e iRt oSS
compute_work (rbuff) ;




Applications concernées par le modele des taches divisibles

Application composée d'un trés (trés) grand nombre de calculs de
faibles granularité.
Temps de calcul proportionnel au volume de données a traiter.

Calculs indépendants entre eux : pas de synchronisations ni de com-
munications.
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Réseau en bus

]

» Les liaisons entre le maitre et les esclaves ont toutes les mémes
caractéristiques.

» Les esclaves ont des puissances de calcul différentes.
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Notations

» Un ensemble Py, ..., P, de processeurs

» P est le processeur maitre : il détient initialement toutes les
données.

» Quantité totale de travail : Wiotal.

» Le processeur P; recoit une quantité de travail : n; € N avec
Zi n; = Whiotal-
Durée d'un calcul unitaire sur P; : w;.
Temps de calcul sur P; : n;w;.

» Durée de communication d'un message unitaire de P; a P; : c.
Bus un-port : P; envoie un unique message a la fois sur le bus,
tous les processeurs communiquent a la méme vitesse avec le
maftre.
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Comportement du maitre et des esclaves (illustration)

temps
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Comportement du maitre et des esclaves (hypothéses)

» Le maitre envoie ses n; données au processeur P; en un seul
envoi.

» Le maitre envoie leurs données aux processeurs tour a tour dans
I'ordre P, ..., P,.

» Pendant ce temps, le maitre traite ses n; données.

» Un esclave ne commence a traiter ses données que lorsqu'il les
a toutes regues.
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Mise en équations

> P 1Ty =niawn

> Py T5 =ng.c+ ng.ws

> P3:T5=(n2.c+ ns.c) + ng.ws

» P T, = 23-22 nj.c + ni.w; pour i > 2



Mise en équations

>
>
>P3
>

Pl . T1 = Nni.w1

P2 o T2 = N9.C + N9. W2

: Ts = (ng.c + n3.c) + n3.ws

P T = 23-22 nj.c + ni.w; pour i > 2

Ty = Z;:l nj.c; +nj.w; pour i > 1lavecc; =0etcj=c
sinon.

v
0



Temps d'exécution

On cherche une distribution nq, ..., n, des données minimisant 7".



Temps d'exécution : réécriture

i
T = max | ni.cy + ni.wy, max E n;.cj + ni.w;
2<i<p | 4 1
fu

i
T =nq.ci + max | nq.wi, max g n;.c; + n;.wj
2<i<p \ &
J_

Une solution optimale pour répartir Wioia données entre p pro-
cesseurs est obtenue en distribuant n; données au processeur P;
et en répartissant optimalement Wigtal — 11 données entre les pro-
cesseurs P a P,



Algorithme

1: solution|0, p] < cons(0, NIL); coiit[0, p] < 0

2: for d < 1 to Wietal do

3:  solution[d, p] < cons(d, NIL)

4:  codt[d,p] —d-cp+d-wp

5: for i — p — 1 downto 1 do

6:  solution|0, ] < cons(0, solution|0, i + 1])

7:  codt]|0,i] «— 0

8: for d <« 1to Wita do

9: (sol, min) — (0, codt[d,i + 1])
10: for e — 1 to d do
11: m «— e - ¢; + max(e - w;, coiit|d — e, i + 1])
12: if m < min then
13: (sol, min) — (e,m)
14: solution[d, ] « cons(sol, solution[d — sol,i + 1])

15: coiit[d, ] « min
16: return (solution[Wiotal, 1], colit[Wiotal, 1])



Complexité

» Théorique
O(Wtzotal “p)

» En pratique
Si Wiotal = 817101 et p = 16, sur un Pentium Il a3 933MHz :
plus de deux jours...
(Version optimisée 6 minutes.)
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Inconvénients

» Coiit

» Solution non réutilisable

» Solution partielle

On n’a pas besoin d'une solution aussi précise
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Notations

» Un ensemble Py, ..., P, de processeurs

» P est le processeur maitre : il détient initialement toutes les
données.

» Quantité totale de travail : Wiotal.

» Le processeur P; recoit une quantité de travail : a;Wigtal
avec o;Wiotal € Q et >, a; = 1.
Durée d'un calcul unitaire sur P; : w;.
Temps de calcul sur P; : a;Wiotaiw;.

» Durée de communication d'un message unitaire de P; a P; : c.
Bus un-port : P; envoie un message a la fois sur le bus, tous les
processeurs communiquent a la méme vitesse avec le maitre.



Mise en équations

Pour le processeur P; (avec ¢; = 0 et ¢; = ¢ sinon) :

5
T = E o jWiotal-¢j + a;Wiotal w5
j=1

A
T = max E athota|.Cj + a; Wiotal- Wi
1<i<p | © 1
j:

On cherche une distribution a4, ..., a;, des données minimisant 7.



Propriété d'équilibrage

Dans une solution optimale, tous les processeurs finissent en méme
temps.
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Démonstration du lemme 1

Deux esclaves ¢ et 7 + 1 avec T; < Tj41.

P

P

P

temps

\
0 fin

Le temps de communication pour les processeurs suivants ne change
pas.



Démonstration du lemme 1

Deux esclaves ¢ et 7 + 1 avec T; < Tj41.

P

P

P

temps

\
0 fin

On obtient une meilleure solution !



Démonstration du lemme 1 (suite et fin)

> Idéal : T} =T} ;.
On ch0|5|t € tel que :
(0 + €)Weotal (c+w;) = (0 + €) Wegraic + (i1 — €) Weoal (¢ +
'wz-i-l)-

» Le mattre finit avant : absurde.

» Le maitre finit aprés : on diminue de méme P; de e.
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Propriété sur la sélection des ressources

Dans une solution optimale, tous les processeurs travaillent. I

Démonstration : Simple corollaire du lemme 1...
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Résolution

T = a1 Wietalwy .

1N w
T = ag(c+ w2)Wiotal. D'ott aig = c+111;2 Calk

T = (agc + as(c + w3))Wiotal. D'oll a3 = cfoSa?-

Wi—1
cHw;

D=1

o = Q1 pour 7 Z 2.

J
un Wk—1
1 — 4. =1
al( +c—|—wzjL +H0+wk+ >

k=2
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Pas d'influence de I'ordre des communications

Volume traité par les processeurs P; et P11 en un temps 7'

T

. _ S|
Processeur P; : o;(c+ w;)Wiotas = T. D'ol o = o W

Processeur P : ajcWiotal + @iy1(c + wir1)Wiota = 1.
Ir

TN AL _ 1 I _ s — w;
Dol aj1 = ctwiy1 (Wtotal alc) (ctws) (c+wigr1) Wiotal ©

Processeurs P; et Py :

c+ w; + Wit
(C + U)i)(C + ’wi+1)

Q; + Qi1 =
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1 T
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Choix du processeur maitre

On compare les processeurs P; et Ps.

Processeur P; : ajwiWiota) = 1. D'oll o) = wiltht 2
ota

Processeur Py : aig(c+ wa)Wiotal = 1. D'ott g = C+1w2 Wz;tal'

Volume total traité :

ct+wy+wy Cc+wi+ w2
wi(c+wse)  cwy + wiws

]+ ag =

Minimal quand w; < wo.
Maftre = processeur le plus rapide (en calcul).



Conclusion

» Formule pour le temps d’exécution et la répartition des données.

» Choix du maitre.

» Ordre des processeurs indifférents.

» Tous les processeurs participent.
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Réseau en étoile

» Les liaisons entre le maftre et les esclaves ont des caractéristiques
différentes.

> Les esclaves ont des puissances de calcul différentes.



Notations

» Un ensemble Py, ..., P, de processeurs

» P est le processeur maitre : il détient initialement toutes les
données.

» Quantité totale de travail : Wiotal.

» Le processeur P; recoit une quantité de travail : a; Wiotal
avec a;Wiotal € Q et Y . oy = 1.
Durée d'un calcul unitaire sur P; : w;.
Temps de calcul sur P; : a;Wiotaiw;.

» Durée de communication d’un message unitaire de P; a
Pi : Cis
Modele un-port : P; envoie un seul message a la fois.
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Influence de |'ordre des communications

Volume traité par les processeurs P; et P11 en un temps 7'

1 T
cit+w; Wiotal ©

Processeur P; : a;(c; + wi)Wiotal = T D'ol oy =

Processeur P i1 : a;ciWiotal + ig1(cip1 + wi1) Wiotal = T



Influence de |'ordre des communications

Volume traité par les processeurs P; et P11 en un temps 7'

. _ b1 T
Processeur P; : a;(c; + wi)Wiotal = T D'ol oy = o W

Processeur P : ojciWiotal + i1 (Cit1 + Wig1) Weoral = T

[ . _ 1 _ [ T _ w; T
Dol ait1 Cit1FHWit1 ( citw; ) Wiotal (citws)(cip1+wiyr1) Wiotal ©




Influence de |'ordre des communications

Volume traité par les processeurs P; et P11 en un temps 7'

. _ b1 T
Processeur P; : a;(c; + wi)Wiotal = T D'ol oy = o W

Processeur Pj1 : ajc;Wiotal + ai+1(ci+1 -+ wi+1)Wtota| =T.
oM e 1 e T _ w; i
Boufas Cit1FWit1 ( citw; ) Wiotat — (citwi)(cit1twit1) Weotal”

YO i _ Cit1twitwitq
Volume traité : a; + a1 = o) T winD)



Influence de |'ordre des communications

Volume traité par les processeurs P; et P11 en un temps 7'

1 T
cit+w; Wiotal ©

Processeur P; : a;(c; + wi)Wiotal = T D'ol oy =

Processeur P : ojciWiotal + i1 (Cit1 + Wig1) Weoral = T

DIO\ o — 1 _ Cj T — w; T .

U Qit1 Cit1tWit1 ( citw; ) Wiotal (citw;)(cit1+twit1) Wiotal
L. . — Ci+1twitwiy1

Volume traité : o; + a1 it w) Cortwiid)

CiCit1TCit1Wi+CiWit1
(citw;)(cir1+wig1)

Temps de communication : a;¢; + a11¢i41 =



Influence de |'ordre des communications

Volume traité par les processeurs P; et P11 en un temps 7'

. _ b1 T
Processeur P; : a;(c; + wi)Wiotal = T D'ol oy = o W

Processeur Py : a;ciWiotal + it1(cip1 + wigy1) Wiotal = T

1N . _ 1 g T _ w; T
Dol @it Cit1tWit1 ( citw; ) Wiotal (citw;)(cit1twit1) Wiotal ™
Volum raité - o . — Cit1twitwitq

olume traite * a; + Qi+1 (citw;)(cit1+wit1)

Tem mmuni iOn © e . . _ CiCit1+Ci41WitCiWit1
emps de communication : a;¢; + ajy1Cit1 o) (G To)

Processeurs servis par bande passante décroissante.



Sélection de ressources

Dans une solution optimale, tous les processeurs travaillent. I




Démonstration du lemme 3

On prend une solution optimale. Soit Py un processeur qui ne recoit
rien : on le met en dernier et on peut lui donner une fraction oy, telle
que ag(ck + wi)Wietal soit égal au temps de traitement du dernier
processeur ayant recu du travail.



Démonstration du lemme 3

On prend une solution optimale. Soit Py un processeur qui ne recoit
rien : on le met en dernier et on peut lui donner une fraction oy, telle
que ag(ck + wi)Wietal soit égal au temps de traitement du dernier
processeur ayant recu du travail.

Pourquoi doit-on mettre le processeur en dernier?



Propriété d'équilibrage

Dans une solution optimale, tous les processeurs finissent en méme
temps.




Démonstration du lemme 4

» La majorité des preuves existantes sont fausses.

> Arguments trés techniques (propriété des solutions des systémes
linéaires) ou ennuyeux (étude cas par cas).



Conclusion

Les processeurs doivent étre ordonnés par bande passante décroissante
lIs travaillent tous

lIs finissent en méme temps

vV v v .Yy

Formules pour le temps d'exécution et la répartition des données
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© Avec messages de retour



Messages de retour

» Une fois qu'il a fini sa part de travail, chaque fils renvoie un
message de résultat au maitre.

» Problémes a résoudre

» Sélectionner les ressources.

» Définir I'ordre d'envoi des données aux fils.

» Définir I'ordre de réception des résultats.

» Définir la quantité de travail de chacun des fils.



Notations

» Un ensemble Py, ..., P, de processeurs
» P est le processeur maitre : il détient initialement toutes les
données.
» Quantité totale de travail : Wiotal.
» Le processeur P; recoit une quantité de travail : a; Wiotal
avec a;Wiotal € Q et Y . o = 1.
Durée d'un calcul unitaire sur P; : w;.
Temps de calcul sur P; : a;Wiotaiw;.

Q/

» Durée de communication d’un message unitaire de P;
Pi : Cis

» Durée de communication d’un message unitaire de F;
Py : d;. (Parfois on posera d; = z¢;.)

-/

» Modele un-port : P; envoie et recoit un seul message a la fois.
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Solutions avec temps d’attente ?

» Attendre entre la fin de la réception des données et le début
des calculs?
Aucun intérét !

» Attendre entre la fin des calculs et le début de I'envoi du mes-
sage retour ?

Nécessaire si le lien de communication n'est pas disponible.

Il faut prévoir la possibilité de temps d'attente dans la construction
de la solution.
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Etat des connaissances en janvier 2005

(le premier papier sur les taches divisibles date de 1988)

» Barlas
» Temps de communication fixe ou réseau en bus ¢; = c.
> Ordre optimal et formules clauses (trivial).

» Drozdowski et Wolniewicz : étude expérimentale de distribu-
tions LIFO et FIFO.

» Rosenberg et al. :
» Modele de communication complexe (affine).
» Possibilité de ralentir un processeur (pour éviter les attentes).
» En pratique : pas d'hétérogénéité des temps de communications.
» Toutes les distributions FIFO sont équivalentes et sont meilleures
que les autres distributions (preuve par échange).



Programme linéaire pour un scénario donné (1)

Un scénario décrit :
» 3 quel processeur on donne du travail;

» dans quel ordre ont lieu les communications (envoi des données
et récupération des résultats)

Etant donné un scénario, on peut supposer
» que le maitre envoi les données au plus tot;
» que les esclaves commencent a calculer au plus tot;

» que les esclaves renvoient leurs résultats le plus tard possible.
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Considérons I'esclave P; :
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Programme linéaire pour un scénario donné (2)

Considérons l'esclave P; :
1—1
> recoit ses données a partir de ¢;° = E a; X ¢
=1

» travaille a partir de ¢°° + a; x ¢;

o TN term __ jrecv
> termine son travail a la date ;""" = ;=" + oy X ¢; + o X w;
> envoie ses résultats a la date 122 = 7' — E aj X dj

J predecessor of i

» temps d'attente : x; = t?aCk . t;erm >0



Programme linéaire pour un scénario donné (3)

Pour T fixé, nous obtenons le programme linéaire :

MAXIMISER Zz «;,SOUS LES CONSTRAINTES

{ai >0 (1)

t?ack o t%erm > 0

» Débit optimal étant donnés les ressources et un ordre.



Programme linéaire pour un scénario donné (3)

Pour T fixé, nous obtenons le programme linéaire :

MAXIMISER Zz «;,SOUS LES CONSTRAINTES

{ai >0 (1)

t?ack o t%erm > 0

» Débit optimal étant donnés les ressources et un ordre.
Pour une quantité de travail ) . o; = W fixée :

MINIMISER T',SOUS LES CONSTRAINTS
(673 Z 0

Y =W
t?ack o tEerm > 0

» Temps minimal étant donnés les ressources et un ordre.



Programme linéaire pour un scénario donné (4)

Impossible de tester toutes les configurations

» Méme si I'on impose que I'ordre des messages de retour soit
le méme que |'ordre d'envoi des messages (FIFO), il reste un
nombre exponentiel de scénarios a tester.



Tous les processeurs ne participent pas toujours

n N

o i :

P l] Py
LIFO, débit p = 61/135 FIFO avec 2 processeurs,
(meilleur ordonnancement débit optimal p =1/2

avec 3 processeurs)



L'ordonnancement optimal peut n'étre ni LIFO ni FIFO

Ordonnancement optimal
(p = 38/499 ~ 0.076)

P, f 1 P, f |
g . g I

meilleur ordonnancement FIFO  meilleur ordonnancement LIFO
(p=47/632 ~ 0.074) (p = 43/580 ~ 0.074)



Stratégies LIFO

» LIFO = Last In First Out

> Le processeur qui recoit en premier ses données est le dernier a
renvoyer ses résultats.

» |'ordre de réception des messages-retour est |'inverse de I'ordre
d’'envoi des données.




Stratégies LIFO

Théoreme

Dans la meilleure solution LIFO :
» Tous les processeurs travaillent
» Les données sont envoyées par valeurs croissantes de c; + d;

» [l n'y a pas de temps d’attente, i.e. x; = 0 pour tout i.

Démonstration : on modifie la plate-forme : ¢; < ¢; +d; et d; < 0

~ — » —
R CC 5 . cidi ' — Lag(di 4 ) oy

P m . P, -

B rH r, m -

= réduction a un probléme classique sans messages de retour.



Stratégies FIFO (1)

» FIFO = First In First Out

» L'ordre d’envoi des résultats est le méme que |'ordre d’envoi
des données.

. ; ;

Nous nous restreignons au cas d; = z X ¢; (z < 1)



Stratégies FIFO (2)

Théoreme

Dans la meilleure solution FIFO :

» Les données sont envoyées par valeurs croissantes de c; + d;

» [’'ensemble des processeurs qui travaillent est composé des q
premiers processeurs dans cet ordre; q peut étre déterminé en
temps linéaire.

» [l n'y a pas de temps d’attente, i.e. x; = 0 pour tout i.




Stratégies FIFO (3)

On consideére le processeur i dans I'ordonnancement :

e o ;d; .
! Z.7=i,+1 a; X d;

précédents envois de données messages de retour suivants

i n
E a; X ¢+ o X w; E o, Xdy +x;, =T

Jj=1 Jj=t

Nous avons donc : Ao+ a2 =T1, ou :

c1+wi +dq ds ds 000 di,

1 co + we + do ds . di,

A= : 2 c3+ws +ds :
. s

c ca cs3 R R



Stratégies FIFO (4)

On peut écrire A = L + 1d", avec :

c1 + wy 0 0 0 dy

cp—di co+ wo 0 0 do

L = co—dy c3t+ws . and d= c
: : 0

cp—di co—dy c3—dg ... ¢+ wg dj.

La matrice 1d’ est une matrice de rang un, on peut donc utiliser la
formule de Sherman-Morrison pour calculer I'inverse de A :

L~'1d'L=!

Al'=(L+1d) ' =L - ————
(L+1d) 1+ &L 11



Stratégies FIFO (5)

Avec la formule donnant A~!, on peut :

» prouver que pour tout processeur P;, soit «; = 0 (le processeur
ne travaille pas) ou x; = 0 (pas de temps d’attente).

> définir analytiquement le débit p(7) = >, a;
» prouver que le débit est meilleur quand ¢; < ¢y <c3...< ¢,

» prouver que le débit est meilleur quand ne travaille que des

processeurs Vvérifiant d; <
Popt



Stratégies FIFO - cas particuliers

» Jusqu'a présent, nous avons supposé que d; = z X ¢;, avec
z <1

» Si z > 1, solution symétrique (les données sont envoyées par
valeurs décroissantes de d; + c;, on sélectionne les g premiers
processeurs dans cet ordre)

» z = 1= l'ordre n'a pas d'importance (mais tous les processeurs
ne travaillent pas forcément)
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@ Pour aller un peu plus loin



Du linéaire a I'affine

» Temps de communications et de calculs : fonctions affines et
non plus linéaires.



Du linéaire a I'affine

» Temps de communications et de calculs : fonctions affines et
non plus linéaires.

» Dans une solution optimale, tous les processeurs qui participent
terminent en méme temps.



Du linéaire a I'affine

» Temps de communications et de calculs : fonctions affines et
non plus linéaires.

» Dans une solution optimale, tous les processeurs qui participent
terminent en méme temps.

» Si la charge est suffisamment grande : 1) tous les processeurs
participent; 2) ils recoivent les données dans I'ordre des bandes
passantes décroissantes.



Du linéaire a I'affine

» Temps de communications et de calculs : fonctions affines et
non plus linéaires.

» Dans une solution optimale, tous les processeurs qui participent
terminent en méme temps.

» Si la charge est suffisamment grande : 1) tous les processeurs
participent; 2) ils recoivent les données dans I'ordre des bandes
passantes décroissantes.

» Cas général : programme linéaire mixte (entier et rationnel) au
temps de résolution potentiellement exponentiel.
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Distribution multi-round

» Les données sont distribuées en plusieurs tournées.

» Algorithme asymptotiquement optimal de sélection des ressources
et de distribution du travail.
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@ Conclusion



Que retenir de tout ¢a?

» |dée de base simple : une solution approchée est amplement
suffisante.

» Les temps de communication jouent un plus grand réle que les
vitesses de calcul.
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